
Μ.Π.∆.-Αριθµ. Ανάλυση Ασκήσεις (Κεφ. 6-Αριθµ. Επιλυση Σ.∆.Ε. Ι)

1 Βασικές ΄Εννοιες

• Κατανοήστε ότι για την αριθµητική προσέγγιση ενός προβλήµατος αρχικών τυπών, y′(t) =
f(t, y(t)), y(a) = y0, t ∈ [a, b], χρειάζεται να διακριτοποιήσουµε το [a, b] µε ϐήµα (ολοκλήρω-
σης) h = (b− a)/N και να προσεγγίσουµε τη λύση στα tn = a+ nh, n = 0, . . . , N .

• Κατανοήστε ότι η µέθοδος Euler µπορεί να παραχθεί προσεγγίζοντας την παράγωγο y′(tn) µε
αριθµητική διαφόριση προς τα εµπρός διαφορών.

• Πώς µπορεί να παραχθεί η µέθοδος µέθοδος Euler από το ανάπτυγµα Taylor και πώς µε
χρήση αριθµητικής ολοκλήρωσης µε τον αριστερό κανόνα του ορθογωνίου ;

• Η γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου Euler για την προσέγγιση της λύσης στο tn+1 στηρίζεται
στην προσέγγιση της εφαπτοµένης της λύσης, y(tn), στο σηµείο tn από µία κλίση και την
ευθεία µε αυτή τη κλίση που οδηγέι στο tn+1.

• Τι ονοµάζουµε τοπικό σφάλµα αποκοπής και τί ολικό σφάλµα µίας µεθόδου ;

• Η µέθοδος Euler έχει σφάλµα τάξης τουλάχιστον ένα δηλ. είναι O(h).

• Τί είναι η έννοια της ευστάθειας για τη µέθοδο Euler, και για τις µεθόδους για Σ.∆.Ε. γενικό-
τερα, και τί σηµαίνει στη πράξη αν µία µέθοδος είναι ευσταθής ή όχι ;

• Πότε µία αριθµητική µέθοδος λέγεται απόλυτα ευσταθής και τί είναι το διάστηµα απόλυτης
ευστάθειας σε σχέση µε το ϐήµα h;

• Ποιό είναι το πρόβληµα δοκιµής και ποιά η περιοχή απόλυτης ευστάθειας της µεθόδου Euler;
Κατανοήστε γιατι αυτό αποτελει σοβαρό περιορισµό για την εφαρφογή της µεθόδου (ιδιαίτερα
για άκαµπτες διαφορικές εξισώσεις).

• Κατανοήστε ότι η πεπλεγµένη (υπονοούµενη) µέθοδος Euler µπορεί να παραχθεί προσεγγί-
Ϲοντας την παράγωγο y′(tn) µε αριθµητική διαφόριση προς τα πίσω διαφορών.

• Κατανοήστε ότι η πεπλεγµένη µέθοδος Euler σε κάθε ϐήµα της χρειάζεται (όταν η ∆.Ε. είναι
µή-γραµµική) τη λύση µίας µη-γραµµικής εξίσωσης (µε τις µεθόδους του ΚΕΦ. 2, π.χ. Newton-
Raphson, σταθερού σηµείου κτλ.)

• Γιατί λέµε ότι η πεπλεγµένη µέθοδος Euler είναι Α-ευσταθής ;

2 Ασκήσεις

΄Ασκηση 0: Για τη ∆.Ε. y′ = yt2 − 1.1y µε y(0) = 1,
(α) Υπολογίστε την αναλυτική λύση
(ϐ) Εφαρµόστε τη µέθοδο Euler µε ϐήµα h = 0.5 για να προσεγγισετε την λύση στο t = 2.
(γ) Εφαρµόστε τη µέθοδο Euler µε ϐήµα h = 0.25 για να προσεγγισετε την λύση στο t = 2.
(Απαν: (α) y(t) = et

3/3−1.1t, (ϐ) 0.387155, (γ) 0.398143)

΄Ασκηση 1: Εφαρµόστε τη µέθοδο Euler για να προσεγγίσετε τη λύση της παρακάτω ∆.Ε. στο t = 0.9
µε ϐήµα h = 0.3

3y′ + 5y2 = sin t, y(0.3) = 5 (Υποδ. γράψτε τη ∆.Ε. στη µορφή y′ = f(t, y))

(Απαν: y(0.9) = −35.318)
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΄Ασκηση 2: Εφαρµόστε τη µέθοδο Euler για να προσεγγίσετε τη λύση της παρακάτω ∆.Ε. στο t = 0.9
µε ϐήµα h = 0.3

3y′ +
√
y = e0.1t, y(0.3) = 5

(Απαν: y(0.9) = −0.36288)

΄Ασκηση 3: Η ταχύτητα ενός σώµατος, σε m/s, συναρτήση του χρόνου t δίνεται ως

u(t) = 200 ln(1 + t)− t, t ≥ 0.

Εφαρµόζοντας τη µέθοδο Euler µε χρονικό ϐήµα h = 5s, υπολογίστε την απόσταση που διάνυσε το
σώµα από το χρόνο t = 2s µέχρι το χρόνο t = 12s.
(Απαν: 3133.1m)

΄Ασκηση 4: Για το πρόβληµα αρχικών τιµών (π.α.τ.) y′ = −1000y, y(0) = 1, σε ποιά περιοχή
πρέπει να ανήκει το h στη µέθοδο Euler για να είναι οι υπολογισµοί ευσταθής. Για το παραπάνω
π.α.τ πώς εφαρµόζεται η πεπλεγµένη µέθοδος Euler; Κάντε 2 ϐήµατα για την κάθε µέθοδο µε ϐήµα
h = 0.2 και συγκρίνεται τα αποτελέσµατά σας µε την ακριβή λύση.

΄Ασκηση 5: Για τη ∆.Ε. y′ = −200000y + 200000e−t − e−t

(α) Εκτιµήσετε το ϐήµα h που απαιτείται για να είναι η µέθοδος Euler ευσταθής.
(ϐ) Εάν y(0) = 0, χρησιµοποιήστε την πεπλεγµένη µέθοδος Euler για να προσεγγίσετε το y(0.5) µε
ϐήµα h = 0.1.
(Απαν: (α) h < 1 · 10−5, (ϐ) 0.606531)

΄Ασκηση 6: Για το Π.Α.Τ
y′ = cos(y), y(0) = 1,

προσεγγίστε το y(1) µε ϐήµα h = 0.25 µε την
(α) την άµεση µέθοδο Euler και
(ϐ) την πεπλεγµένη µέθοδο Euler χρησιµοποιόντας σε κάθε ϐήµα n+1 της µεθόδου 2 επαναλήψεις
της µεθόδου Newton-Raphson για να προσεγγίσετε την ϱίζα της µη-γραµµικήε εξίσωσης που προ-
κύπτει και µε αρχική τιµή την τιµή του yn.

΄Ασκηση 7: Για το σύστηµα ∆.Ε

x′1 = 2tx1

x′2 = x1 − 2x2

µε αρχικές συνθήκες x1(0) = 2, x2(0) = 2,
(α) εφαρµόστε την άµεση µέθοδο Euler µε ϐήµα h = 0.25 για να προσεγγίσετε τις τιµές x1(1) και
x2(1) και
(ϐ) εφαρµόστε την πεπλεγµένη µέθοδο Euler µε ϐήµα h = 0.25 για να προσεγγίσετε τις τιµές x1(1)
και x2(1).
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