
Μ.Π.∆.-Αριθµ. Ανάλυση Ασκήσεις (Κεφ. 5-Αριθµητική Ολοκλήρωση ΙΙ)

1 Βασικές ΄Εννοιες

• Πώς κατασκευάζουµε τους ανοιχτούς τύπους Newton-Cotes;

• Κατανοήστε πώς κατασκευάζεται ο τύπος του µέσου και του Milne.

• Κατανοήστε ότι η µέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών είναι ένας ισοδύναµος τρόπος κατα-
σκευής κανονων ολοκλήρωσης για την προσέγγιση ολοκληρωµάτων και ότι µε δεδοµένους τους
κόµβους οι άγνωστοι είναι τα ϐάρη του κανόνα ολοκλήρωσης.

• Πως κατασκευάζεται ο αριστερός (δεξιός) τύπος του ορθογωνίου ;

• Κατανοήστε τη µέθοδο Romberg και ότι ξεκινώντας από τον τύπο του Τραπεζίου κατασκευά-
Ϲουµε διαδοχικά ϐελτιωµενες προσεγγίσεις, µέχρι την τάξη ακρίβειας που ϑέλουµε.

• Ποιές είναι οι διαφορές των τύπων ολοκλήρωσης Newton-Cotes και αυτών των Gauss-Legendre;

• Γιατί οι τύποι Gauss-Legendre είναι καλύτεροι από τους (απλούς) τύπους Newton-Cotes;

• Πώς παράγουµε του τύπους Gauss-Legendre και γιατί χρειάζεται να κάνουµε (συνήθως) αλλα-
γή µεταβλητής στο ολοκλήρωµα που ϑέλουµε να προσεγγίσουµε ; Πώς γίνεται αυτή η αλλαγή
µεταβλήτής ;

2 Ασκήσεις

΄Ασκηση 0: Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 1.5

0.5
142xdx µε τον ανοιχτό τύπο Newton-Cotes 2-

σηµείων (3-διαστηµάτων) και µε τον τύπο του Milne.
(Απαν: 276.8554, 458.4987)

΄Ασκηση 1: Κατασκευάστε το δεξιό τύπο του ορθογωνίου µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών.

΄Ασκηση 2: Κατασκευάστε τον απλό τύπο του Simpson 1/3 µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελε-
στών.

΄Ασκηση 3: Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 1

0

e−x2

dx µε ακρίβεια O(h8) µε τη µέθοδο Rom-

berg.
(Απαν: I(f) = 0.74682403)

΄Ασκηση 4: Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 2

1

xexdx µε σχετικό σφάλµα µικρότερο του 0.5%

µε τη µέθοδο Romberg. (Υποδ. Υπολογείστε την ακριβή λύση)
(Απαν: I(f) = 41.17125852)

΄Ασκηση 5: Η τιµή ενός ολοκληρώµατος I(f) =
∫ b

a

f(x)dx µε χρήση του κανόνα του τραπεζίου για

n = 1, 2 και 4 υποδιαστηµατα είναι αντίστοιχα, 5.3460, 2.7708 και 1.7536. Ποιά είναι η καλύτερη
εκτίµηση που µπορούµε να πάρουµε µε τη µέθοδο Romberg;
(Απαν: I(f) ≈ 1.3813)
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΄Ασκηση 6: Το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 10

5

f(x)dx πώς µετασχηµατίζεται στο [−1, 1];

(Απαν: I(f) = 2.5

∫ 1

−1

f(2.5x+ 7.5)dx)

΄Ασκηση 7: Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 2.2

0.2

xexdx µε χρήση Gauss-Legendre 2-σηµείων

(Απαν: 11.672)

΄Ασκηση 8: Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 1

0

e−x2

dx µε χρήση των κανόνων Gauss-Legendre

(α) 1-σηµείου, (ϐ) 2-σηµείων και (γ) 3-σηµείων.
(Απαν: (α) 0.77880079, (ϐ) 0.746959467 και (γ) 0.74681461 )

΄Ασκηση 9: Για να εκτιµήσετε την ϱοή νερού, Q, σε έναν αγωγό ακτίνας r = 2m (r = 0 στο κέντρο
του αγωγού) σε µία αποµονοµένη περιοχή, γνωρίζετε ότι αυτή δίνεται από τον τύπο

Q =

∫ 2

0

2πrV (r)dr

όπου V (r) η ταχύτητα της ϱοής η οποία µεταβάλεται κατα µήκος της ακτίνας, r, του αγωγού. Για
λόγους οικονοµίας µπορείτε να ϐάλετε µόνο 2 µετρητές (probes) της ταχύτητας κατα µήκος της α-
κτίνας του αγωγού για να εκτιµήσετε τη ϱοή (ολοκλήρωµα). Σαν µηχανικός, ποιές είναι οι δύο αυτές
ϑεσεις που ϑα προτείνατε , ώστε στη συνέχεια να έχετε οσο το δυνατόν ακριβέστερο υπολογισµό ;
(Απαν: 0.42 και 1.58)

΄Ασκηση 10: Θεωρείστε έναν απλό κανόνα ολοκλήρωσης στο διάστηµα [0, 1] ο οποίος παράγεται ως
εξής : ∫ 1

0

f(x)dx ≈
∫ 1

0

P1(x)dx,

όπου P1(x) το γραµµικό πολυώνυµο που παρεµβάλει την f(x) στο x0 = 0 και x1 = 3/4.
(α) Υπολογίστε αυτόν το κανόνα στη συνήθη µορφή, Q2(f) = w0f(x0)+w1f(x1), και µετασχηµατίστε
τον για να κατασκευάσετε έναν απλό κανόνα ολοκλήρωσης που προσσεγγίζει το

∫ b

a
f(x)dx, δηλ. για

τυχαίο διάστηµα [a, b]. Πώς µπορεί να παραχθεί ένας σύνθετος κανόνας ολοκλήρωσης από τον απλό
αυτό κανόνα που να προσσεγγίζει το

∫ b

a
f(x)dx;

(ϐ) Για τον κανόνα ολοκλήρωσης
∫ 1

−1
f(x)dx ≈ f(α)+ f(−α), αποδείξτε για ποιές τιµές ή τιµή του α

ο κανόνας ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυµα ϐαθµού ένα ή µικρότερου και για ποιές τιµές (ή τιµή)
του α ο κανόνας ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυµα 3ου ϐαθµού (και µικρότερου).
(Απαν: (α) w0 = 1/3, w1 = 2/3, (ϐ) α = 1/

√
3 )
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