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1 Βασικές ΄Εννοιες

• Κάντε επανάληψη του αναπτύγµατος Taylor και της έννοιας του υπολοίπου στο ανάπτυγµα.

• Πώς παράγονται µε χρήση αναπτυγµάτων Taylor οι τύποι, παραγώγισης µιας συνάρτησης σε
ένα σηµείο της, εµπρός, πίσω και κεντρικής διαφοράς µε χρήση 3 ισιαπέχοντων σηµείων. Ποίο
είναι το σφάλµα της κάθε τέτοιας προσσέγγισης ;

• Κατανοήστε ότι το σφάλµα στους τύπους διαφόρισης, µε χρήση ισαπέχοντων σηµείων, εξαρ-
τάται από την απόσταση τους, h, και κατανοήστε το συµβολισµό O(h) (τάξη ακρίβειας). Τί
σηµαίνει αυτό πρακτικά ;

• Γιατί χαρακτηρίζουµε τους τύπους σαν εµπρός, πίσω και κεντρικών διαφορών ; Τί σηµαίνει
αυτό στη πράξη ; Κατανοήστε πως κατανέµονται στη κάθε περίπτωση τα σηµεία που χρησιµο-
ποιούµε στους τύπους.

• Πώς παράγεται ό τύπος κεντρικών διαφορών για την προσέγγιση της δεύτερης παραγώγου µιας
συνάτρησης σε ένα σηµείο της, µε χρήση 3 ισιαπέχοντων σηµείων. Αντίστοιχα πώς παράγονται
οι τύποι εµπρός και πίσω διαφορών για τη προσέγγιση της δεύτερης παραγώγου ;

• Κατανοήστε ότι αν χρησιµοποιήσουµε πολυωνυµική παρεµβολή σε ισαπέχοντα σηµεία (π.χ.
µε χρήση πολυωνύµων Lagrange) για να προσεγγίσουµε την πρώτη παράγωγο, τότε ο τύπος
που παίρνουµε είναι όµοιος µε αυτών που δίνουν τα αναπτύγµατα Taylor για τα ίδια σηµεία.

• Κατανοήστε ότι η παρεµβολή σε µη-ισαπέχοντα σηµεία µπορεί να µας δώσει µια εκτίµηση της
παραγώγου, απλά παραγωγίζοντας το πολ. παρεµβολής.

• Κατανοήστε ότι η µέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών είναι απλά ένας άλλος ισοδύναµος
τρόπος να παράγουµε τύπους για προσέγγιση παραγώγων.

• Κατανοήστε ότι στη µέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών η έννοια παραγωγίζει ακριβώς ση-
µαίνει ότι αν η συνάρτηση προς παραγώγιση είναι πολυώνυµο συγκεκριµένου ϐαθµού η πα-
ϱαγώγιση µε χρήση του τύπου ϑα είναι ακριβής.

• Τί είναι η µεθοδολογία παρεκβολής Richardson και πώς ξεκινάµε από ένα τύπο παραγώγισης
δεδοµένης ακρίβειας και αυξάνουµε την ακρίβεια της προσέγγισής µας ;

2 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1: Για τη συνάρτηση f(x) = cos(x) στο x = π/4 υπολογίστε την πρώτη παράγωγο µε
τύπους εµπρός και πίσω διαφορών ακρίβειας O(h) και O(h2) καθώς και κεντρικών διαφορών ακρί-
ϐειας O(h2) και O(h4), για h = π/12, και υπολογίστε το % σφάλµα σε κάθε περίπτωση.
(Απαντ: Εµπρός -0.79108963 -0.72601275, Πίσω -0.60702442 -0.71974088, Κεντρικές -0.69905703
-0.70699696)

΄Ασκηση 2: Για τη συνάρτηση f(x) = log x στο x = 25 υπολογίστε την πρώτη παράγωγο µε τύπους
εµπρός και πίσω διαφορών ακρίβειας O(h) και O(h2) καθώς και κεντρικών διαφορών ακρίβειας
O(h2) και O(h4), µε h = 2, και υπολογίστε το % σφάλµα σε κάθε περίπτωση.

΄Ασκηση 3: Για τις παρακάτω συναρτήσεις υπολογίστε τη δεύτερη παράγωγο µε κεντρική διαφορά
τάξης O(h4) στο σηµείο x και ϐήµα h
(i) f(x) = x3 + 4x− 15, x = 0, h = 0.25

1



Μ.Π.∆.-Αριθµ. Ανάλυση Ασκήσεις (Κεφ. 5-Αριθµητική Παραγώγιση)

(ii) f(x) = ex + x, x = 2, h = 0.2.
(Απαντ: (i)0, (ii)7.388924)

΄Ασκηση 4: Ο παρακάτω πίνακας δίνει στο χρόνο t την απόσταση, y, που έχει διανύσει ένας πύραυ-
λος

Χρησιµοποιήστε κατάλληλες διαφορές τάξης O(h2) για να εκτιµήσετε την ταχύτητα και την επιτά-
χυνση του πυραύλου σε κάθε δοσµένη χρονική στιγµή.
(Απαν:
t = 0, 1.40, -0.0096
t = 25, 1.16 , -0.0096
t = 50, 0.92 , -0.0096
t = 75, 0.68 , -0.0096
t = 100, 0.44 , -0.0096)

΄Ασκηση 5: Ο παρακάτω πίνακας δίνει τη ϱοή (όγκο) νερού που ϐγαίνει από ένα µικρό αγωγό στο
χρόνο, t,

t(s) 0 1 5 8
V (cm3) 0 1 8 16.4

Εκτιµήστε το ϱυθµό µεταβολής της ϱοής στο χρόνο t = 7s.
(Απαν: 2.95 cm3/s)

΄Ασκηση 6: Μιά χηµική αντίδραση συχνά ακολουθεί το παρακάτω µοντέλο

dc

dt
= −kcn

όπου, c =συγκέντωση, t =χρόνος, k =ϱυθµός αντίδρασης, n =ταξή αντίδρασης. Για δοσµένες τιµες
των c και dc

dt
, τα k και n µπορούν να υπολογιστούν µε γραµµική προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων

λογαριθµίζοντας ως

log

(
−dc
dt

)
= log k + n log c.

Χρησιµοποιήστε την παραπάνω λογική τύπους διαφορών τάξης O(h2) για να υπολογίσετε τα k και
n µε δεδοµένες τις παρακάτω µετρήσεις

(Απαν: k = 10−1.45269, n = 0.994579)

΄Ασκηση 7: Εφαρµόστε τη µέθοδο παρεκβολής Richardson για να υπολογίστε την πρώτη παράγωγο
της f(x) = cos(x) στο x = π/4, χρησιµοποιόντας αρχικό ϐήµα h = π/3 και τη µέθοδο κεντρικών
διαφορών ακρίβειας O(h2) για την αρχική σας εκίµηση.
(Απαντ: -0.70539)
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΄Ασκηση 8: Με τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών υπολογίστε τα ϐάρη του κανόνα παραγώγι-
σης f ′(xi) ≈ w0f(xi−2) +w1f(xi−1) +w2f(xi+1) +w3f(xi+2), όπου xk, k = i− 2, i− 1, i, i+ 1, i+ 2
ισαπέχοντα σηµεία απόστασης h.
(Απαντ: w0 =

1
12h
, w1 =

−8
12h
, w2 =

8
12h
, w3 =

−1
12h
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