
Αριθµ. Ανάλ. Ασκήσεις (Κεφ. 2: Μέθοδοι Newton-Raphson, Τέµνουσας,Steffensen και Muller )

1 Βασικές ΄Εννοιες

• Πως παράγεται η µέθοδος Newton-Raphson (και γεωµετρικά);

• Ποιά η τάξη σύγκλισης της µεθόδου Newton-Raphson και τί σηµαίνει αυτό στην πράξη ;

• Γιατί η επιλογή ¨καλής¨ αρχικής τιµής είναι σηµαντική για τις µεθοδο Newton-Raphson;

• Πώς µπορεί να µας ϐοηθήσει το Θεώρηµα Γενικής σύγκλισης της µεθόδου Newton-Raphson
και πώς εφαρµόζεται για να πετύχουµε γρήγορη σύγκλιση της µεθόδου ;

• Πότε µπορεί να αποτύχει η µεθοδος Newton-Raphson και πότε µπορεί να µειωθεί η τάξη
σύγκλισής της ;

• Πώς τροποποιείται η µέθοδος Newton-Raphson για την προσέγγιση ϱιζών πολλαπλότητας
µεγαλύτερης του ένα ;

• Πως παράγεται η µέθοδος της Τέµνουσας (και γεωµετρικά);

• Γιατί είναι διαφορετικές οι µέθοδοι Εσφαλµένης Θέσης και Τέµνουσας ;

• Κατανοήστε πώς περιγράφεται γραφικά η σύγκλιση (απόκλιση) των µεθόδων Newton-Raphson
και Τέµνουσας.

• Πώς εφαρµόζουµε το κριτήριο τερµατισµού µε δεδοµένη ανοχή σφάλµατος στις µεθόδους
Newton-Raphson και Τέµνουσας ; Πώς εγγυόµαστε τα σωστά δεκαδικά στην απάντησή µας ;

• Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε (και πώς) της µέθοδο Newton-Raphson για την προσέγγιση
µιγαδικών ϱιζών µιας εξίσωσης ;

• Τι είναι ένα µη-γραµµικό σύστηµα εξισώσεων ;

• Πώς επεκτείνετε η µέθοδος Newton-Raphson (NR) για τη λύση µη-γραµµικών σύστηµατων
εξισώσεων και πώς υπολογίζετε το αντίστοιχο κριτήριο τερµατισµού ;

• Ποιά είναι η µέθοδος Steffensen και πώς εφαρµόζεται/συνδυάζεται µε τη µέθοδο σταθερού
σηµείου ;

• Πώς κατασκευάζεται η µέθοδος του Muller και ποιά η χρησιµότητά της ;

2 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1: Προσεγγίστε τη µικρότερη ϑετική ϱίζα της f(x) = 8 sin(x)e−x − 1 (δίνεται το γράφηµά
της) (α) µε τη µέθοδο Newton-Raphson (NR) για x0 = 0.3 κάνοντας 3 επαναλήψεις και (ϐ) τη µέθοδο
της Τέµνουσας κάνοντας 4 επαναλήψεις µε x0 = 0.5 και x1 = 0.4. Πόσα δεκαδικά ψηφεία είναι
σωστά σε κάθε απάντησή σας ;
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(Απαν: xnr = 0.145012 και xt = 0.144016.)

΄Ασκηση 2: Η µέθοδος NR εφαρµόζεται για τον υπολογισµό της n−οστής τάξης ϱίζας ενός αριθµού
α, δηλ. n

√
α, ώς

xi+1 =
1

n

[
(n− 1)xi +

α

xn−1
i

,

]
i = 0, 1, 2, . . . . (1)

Αποδείξτε πώς παράγεται η παραπάνω διαδικασία (1). Να εφαρµοστεί η µέθοδος για τον υπολογι-
σµό του 71/5 µε ακρίβεια τουλάχιστον 5 δεκαδικών ψηφείων για x0 = 1.
(Απαν: x? = 1.475773.)

΄Ασκηση 3: Εφαρµόστε τη µέθοδο NR για να υπολογίσετε τη ϱίζα της f(x) = e−0.5x(4 − x) − 2 για
αρχικές τιµές (α) x0 = 2, (ϐ) x0 = 6 και (γ) x0 = 8. Εξηγείστε τα αποτελεσµατά σας. (Υπόδειξη, κάντε
το γράφηµα της f .)

΄Ασκηση 4: Για την f(x) = ex − x − 1 = 0 δείξτε ότι έχει µία ϱίζα (x? = 0) ∈ R και εφαρµόστε 3
ϐήµατα της µεθοδου Newton-Raphson (NR) για x0 = 0.5. Υπάρχει κάποια ϊδιαιτερότητα¨ για αυτή
τη ϱίζα ; Αν ναι, εφαρµόστε 3 ϐήµατα της κατάλληλης τροποποιηµένης µεθόδου NR για x0 = 0.5
και σχολιάστε τα αποτελέσµατά σας.

΄Ασκηση 5: Για την f(x) = tan(πx) − 6 µία ϱίζα της η x? = 0.44743154 ∈ [0, 0.48]. Εφαρµόστε 3
επαναλήψεις της µεθόδου της τέµνουσας µε x0 = 0 και x1 = 0.48 και σχολιάστε το αποτέλεσµά σας.
Ποιό είναι το αποτέλεσµα αν εφαρµόσετε 3 επαναλήψεις της µεθόδου NR µε x0 = 0.48;

΄Ασκηση 6: Για την f(x) = xe−x2 δίνεται το γράφηµά της µε την προφανή (µοναδική) ϱιζα της.
Εφαρµόζοντας τη µέθοδο NR µε x0 = 0.5 εξηγείστε (και γραφικά) τί συµβαίνει. ΄Οµοια για x0 =
0.5065 και x0 = 0.3.
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΄Ασκηση 7: Θέλετε να υπολογίσετε την ϱίζα της g(x) = e0.5x+5x−5. Από τις µέχρι τώρα γνωστές σας
µεθόδους (α) διχοτόµησης (ϐ) εσφαλµένης ϑέσης (γ) σταθερού σηµείου (δ) Newton-Raphson (NR)
και (ε) Τέµνουσας, επιλέξτε την καλύτερη κατά την κρίσης σας για να πάρετε προσέγγιση ακρίβειας
0.02(2%). Γνωρίζουµε ότι όλες οι µέθοδοι, εκτός του σταθερού σηµείου, συγκλίνουν για ϑετικές
αρχικές τιµές. Αν χρησιµοποιήσετε µέθοδο αγκυλών διάλέξτε [a, b] = [0, 2], αν επιλέξετε την (NR)
δώστε x0 = 0.7 ενώ αν επιλέξετε την Τέµνουσα x0 = 0, x1 = 2. Για τη µέθοδο σταθερού σηµείου
πρέπει να αποδείξετε τη σύγκλισή της πρώτα.

΄Ασκηση 8: ΄Εστω το σύστηµα µη-γραµµικό σύστηµα εξισώσεων

−x2 + x+ 0.75− y = 0

x2 − y − 5xy = 0.

Εφαρµόστε 3 ϐήµατα της µεθόδου (NR) µε x0 = y0 = 1.2 για προσέγγιση της λύσης του.
(Απαν: x3 = 1.372455 και y3 = 0.2392925)

΄Ασκηση 9: Θέλουµε να υπολογίσουµε τη ϑετική λύση του παρακάυω µη-γραµµικού συστήµατος

y = x2 + 10

y = 2 cos(x)− y,

και δίνεται το γράφηµα των δύο εξισώσεων.

Εφαρµόστε τη µέθοδο Newton-Raphson (NR) για µη-γραµµικά συστήµατα µε κατάλληλο διάνυσµα
αρχικών τιµών (x0, y0) για να υπολογίσετε τη λύση µε ακρόβεια τουλάχιστον 6 σωστών δεκαδικών
ψηφείων.
Απαν: (x?, y?) = (0.7146211, 1.510683)
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