
Μ.Π.∆.-Αριθµ. Ανάλυση Ασκήσεις (Κεφ. 2-Μέθοδος Σταθερού Σηµείου)

1 Βασικές ΄Εννοιες

• Πως παράγεται µια µέθοδος σταθερού σηµείου xn+1 = φ(xn), n = 0, 1, 2, . . . από τηνf(x) = 0;

• Τί ονοµάζουµε σταθερό σηµείο της φ(x) και ποιά η σχέση του µε τη ϱίζα της f(x);

• Ποιές είναι οι δύο προυποθέσεις του Θ. Συστολής που ελέγχουµε για τη σύγκλιση µίας µεθόδου

σταθερού σηµείου ;

• Πώς επιλέγουµε την αρχική τιµή x0 για να ¨ξεκινήσει¨ η xn+1 = φ(xn), n = 0, 1, 2, . . .

• Κατανοήστε πώς περιγράφεται γραφικά η σύγκλιση (απόκλιση) µιας µεθόδου σταθερού σηµεί-

ου.

• Πώς εφαρµόζουµε το κριτήριο τερµατισµού στη µέθοδο σταθερού σηµείου ;

• Τί τάξη σύγκλισης έχουν, εν γένει, οι µέθοδοι σταθερού σηµείου και γιατί ;

2 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1: Εφαρµόστε τη µέθοδο σταθερού σηµείου για να προσεγγίσετε τη ϱίζα της f(x) =
2 sin(

√
x) − x µε x0 = 0.5 και ανοχή σφάλαµατος ≤ 0.002%. Για ποίο διάστηµα ισχύουν οι πρου-

ποθέσεις του Θ. Συστολής ;

(Απαν: x? = 1.972377)

΄Ασκηση 2: ΄Εστω η f(x) = x2 − 3x + 1 = 0 µε ϱίζες x1 = 0.381966 και x2 = 2.618034. Συγκρίνετε

τις δύο παρακάτω µεθόδους σταθερού σηµείου

(i) xn+1 =
1

3
(x2n + 1) ≡ φ1(x) (ii)xn+1 = 3− 1

xn
≡ φ2(x)

ως πρός σε ποιο διαστηµα ισχύει το Θ. Συστολής και ποια ϱίζα µπορεί να προσεγγίσει η κάθε µέθο-

δος για κατάλληλο x0.

΄Ασκηση 3: Για να υπολογίσουµε τη (µοναδική) ϱίζα, x?, της f(x) = x−cos(x) (σε ακτίνια) µπορούµε

να εφαρµόσουµε τη µέθοδο xn+1 = cos(xn) για οποιοδήποτε x0. Εξηγήστε γιατί και εφαρµόστε τη

µέθοδο σε ένα απλό υπολογιστή τσέπης πατώντας επαναλαµβανόµενα το cos αρχίζοντας από τυχαίο

x0. ∆είξτε επίσης ότι

lim
n→∞

xn+1 − x?

xn − x?
= −

√
1− (x?)2

(Απαν: x? = 0.73908513321516)

΄Ασκηση 4: Αποδείξτε ότι η ακολουθία που παράγετε από τη µέθοδο σταθερού σηµείου xn+1 =
1
2
exn/2

συγκλίνει και το όριό της ϐρίσκετε στο διάστηµα [0, 1].
(Απαν: φ([0, 1]) ⊂ [0, 1] και maxx∈[0,1] |φ′(x)| ≤ 1/2)

΄Ασκηση 5: Αποδείξτε ότι η ακολουθία που παράγετε από τη µέθοδο σταθερού σηµείου xn+1 =
1
3
(2 + xn − exn) συγκλίνει και το όριό της ϐρίσκετε στο διάστηµα [0, 1] ∀x0 ∈ [0, 1]

(Απαν: φ([0, 1]) ⊂ [0, 1] και maxx∈[0,1] |φ′(x)| ≤ 2/3)
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΄Ασκηση 6: ΄Εστω α > 0 και x0 ∈
(

1
2α
, 3
2α

)
. Αποδείξτε ότι η ακολουθία

xn+1 = xn(2− αxn)

συγκλίνει. Ποιό είναι το όριό της ; (Υπόδειξη, δείξτε αρχικά ότι φ
((

1
2α
, 3
2α

))
⊂
[

3
4α
, 1
α

]
)

΄Ασκηση 7: Θεωρήστε την f(x) = x2− 6x+5 = 0 της οποίας οι ϱίζες είναι ϐεβαίως οι αριθµοί 1 και

5. Φτιάχνουµε τη µέθοδο σταθερού σηµείου

xn+1 =
x2 + 5

6
≡ φ(xn).

∆ιερευνήστε τη συµπεριφορά της ακολουθίας {xn}, n > 0 όταν το x0 παιρνει πραγµατικες τιµές.

(Απαν: Για x0 ∈ (−5, 5) η xn → 1, για x0 > 5 ή x0 < −5 αποκλίνει και για x0 = ±5 συγκλίνει στο

5. )
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