
Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Εξέταση Προόδου, 01/04/2017, ∆ιάρκεια 2ω & 30λ

Θέµα 1

(α) [10] Απαντήστε στα παρακάτω ερωτήµατα:
(i) Τί είναι και τι µορφή έχουν οι αριθµοί κινητής υποδιαστολής; Ποιές είναι οι χαρακτηριστικές παρά-
µετροι ενός συνόλου αριθµών κινητής υποδιαστολής (στον υπολογιστή); Ποιός ο µικρότερος και ποιός
ο µεγαλύτερος αριθµός ενός τέτοιου συνόλου ;
(ii) Ποιά ποσότητα ονοµάζουµε µοναδιαίο σφάλµα στρογγύλευσης; Ποιός είναι ο µεγαλύτερος αριθµός
x στο σύνολο αριθµών του υπολογιστή τέτοιος ώστε 1 + x = 1;
(iii) Πότε ένας αλγόριθµος λέγεται ασταθής και πότε ένα υπολογιστικό πρόβληµα λέγεται κακής κατά-

στασης;
(ϐ) [6] Για τον υπολογισµό της ϱίζας x2 του τριωνύµου x2+62.10x+1 = 0 µε χρήση 4 δεκαδικών ψηφίων

και αριθµητική κινητής υποδιαστολής µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο x2 =
−b−

√
b2 − 4ac

2a
ή

τον τύπο x2 =
−2c

b−
√
b2 − 4ac

. Υπολογίστε το αποτέλεσµα και µε τους 2 τύπους και αιτιολογείστε ποιόν

ϑα επιλέγατε σαν τον καλύτερο (ακριβέστερο).
Θέµα 2

΄Εστω η εξίσωση f(x) = x− 0.5x2 = 0:
(α) [10] Να εφαρµοστούν 3 ϐήµατα της µεθόδου της διχοτόµησης στο διάστηµα [−1, 0.5] και στη
συνέχεια να γίνουν 2 επαναλήψεις µε τη µέθοδο Newton-Raphson µε αρχική τιµή το αποτέλεσµα της
διχοτόµησης. Ποιά ϱίζα της f(x) προσεγγίζουµε και µε πόσα σωστά δεκαδικά ακρίβεια ;
(ϐ) [10] Για τη µέθοδο σταθερού σηµείου xn = φ(xn−1) = 2xn−1 − 0.5x2n−1 ελέγξτε σε ποιό διάστηµα
συγκλίνει, για κάθε x0, και σε ποιά ϱίζα της f(x).
(γ) [14] Για το παρακάτω µη-γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων να γίνει ένα ϐήµα της µεθόδου
Newton-Raphson µε αρχική τιµή ~x(0) = [x

(0)
1 , x

(0)
2 ] = [0, 0],

4x21 − 20x1 +
1

4
x22 + 8 = 0;

1

2
x1x

2
2 + 2x1 − 5x2 + 8 = 0.

Θέµα 3

(α) [10] Υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής στα δεδοµένα
xi 0 0.5 1 2
yi 1 3 7 21 , µε χρήση διαι-

ϱεµένων διαφορών.
(ϐ) [12] ΄Εστω ότι ϑέλουµε να προσεγγίσουµε τη συνάρτηση f(x) = ex+1 για x ∈ [0, 1] µε µια γραµµική
spline σε οµοιόµορφα κατανεµηµένα σηµεία xi = x0 + ih, i = 0, . . . , n. Ποία πρέπει να είναι η από-
σταση των σηµείων, h, ώστε να µας εξασφαλίζει ότι το απόλυτο σφάλµα της παρεµβολής µας ϑα είναι το
πολύ 10−6;
(γ) [12] Η ϕυσική κυβική spline που παρεµβάλει στα σηµεία (xi, yi) : (1, 1), (2, 1) και (3, 0) ορίζεται
ως

S(x) =

{
s0(x) = 1 + a(x− 1)− b(x− 1)3, για x ∈ [1, 2],

s1(x) = 1 + c(x− 2)− 3
4
(x− 2)2 + d(x− 2)3, για x ∈ [2, 3].

Υπολογίστε τις τιµές των a, b, c και d.

Θέµα 4

(α) [6] Εξηγείστε τι ονοµάζουµε προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων σε διακριτά δεδοµένα και ποια η δια-
ϕορά της από την πολυωνυµική παρεµβολή. Πώς παράγονται οι κανονικές εξισώσεις για την γραµµική
προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων ;

(ϐ) [12] Στα πειραµατικά δεδοµένα
xi 1 1.5 2.5 3.5 4.5
yi 0.8 1 1.25 1.4 1.5 ϑέλουµε να προσαρµόσουµε το

µοντέλο (κορεσµού) y=
Rx

S + x
. Υπολογίστε τις σταθερέςR καιD µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων.
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Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Εξέταση Προόδου, 01/04/2017, Απαντήσεις

Θέµα 1

(α) Βλέπε ∆ΙΑΛΕΞΕΙΣ 2 & 3

(ϐ) Η ϱίζα που υπολογίζουµε έχει πραγµατική τιµή x2 = −62.08390. Στους τύπους υπολογισµού και
µε χρήση 4 δεκαδικών (και χρήση κινητής υποδιαστολής) έχουµε

√
b2 − 4ac =

√
(62.10)2 − 4 · 1 · 1 =

√
3856.− 4.0 =

√
3852 = 62.06

Με χρήση του πρώτου τύπου έχουµε: fl(x2) =
−62.10− 62.06

2.000
=
−124.2

2.000
= −62.10.

Με χρήση του δεύτερου τύπου έχουµε: fl(x2) =
−2.000

62.10− 62.06
=
−2.000

0.0400
= −50.00.

Συνεπώς, έχουµε περίπτωση αφαίρεσης δύο σχεδόν ίσων αριθµών στον παρανοµαστή και διαίρεση
µε το αποτέλεσµα που µεγαλώνει το σφάλµα. ( Παρατήρηση: Σε όλες τις πράξεις οι αριθµοί πρέπει να
είναι της µορφής 0.d1d2d3d4 · 10k εφόσον Ϲητάται να χρησιµοποιήσουµε αριθµητική κινητής υποδιαστο-
λής π.χ. το (62.10)2 = 0.3846410·104, όµως ο αριθµός (µηχανής) µε 4 δεκαδικά είναι 0.3846·104 = 3846.)

Θέµα 2

(α) Οι ϱίζες της f(x) είναι, προφανώς, το 0 και το 2. Για τη διχοτόµηση έχουµε f(−1) = −1.5 και
f(0.5) = 0.375, συνεπώς µπορεί να εφαρµοστεί. Μάλιστα η ϱίζα στο [−1, 0.5] είναι µοναδική (f αύξου-
σα γιατί f ′(x) = 1− x > 0). Τα 3 ϐήµατα της διχοτόµησης,

x1 =
−1 + 0.5

2
= −0.25, f(−0.25) = −0.21875 < 0

x2 =
−0.25 + 0.5

2
= 0.125, f(0.125) = 0.1171 > 0

x3 =
−0.25 + 0.125

2
= −0.0625

Για τη µέθοδο Newton-Raphson xn+1 = xn − f(xn)/f ′(xn) = xn − (xn − 0.5x2n)/(1 − xn) έχουµε
x1 = −0.065− f(−0.0625)/f ′(−0.065) ≈ −0.0018382353 και
x2 ≈ −1.69 · 10−6 προσέγγιση της ϱίζας x? = 0, και εφόσον |x?− x2| < 0.5 · 10−5 έχουµε προσέγγιση µε
5 σωστα δεδαδικά.

(ϐ) Χρησιµοποιούµε το Θ. συστολής για την φ(x) = 2x− 0.5x2, µε φ′(x) = 2− x

|φ′(x)| < 1 ⇒ |2− x| < 1 ⇒ x ∈ (1, 3) το διάστηµα που είναι συστολή η φ(x)

Επισης φ′(x) = 0 στο x = 2 (ακρότατο της φ(x)) µε φ(2) = 2 (σταθερό σηµείο) και φ(1) = φ(3) = 3/2
άρα

3/2 ≤ φ(x) ≤ 2 για x ∈ (1, 3) (πεδίο τιµών υποσύνολο του πεδίου ορισµού)

Συνεπώς για οποιοδήποτε κλείστο διάστηµα [a, b] ⊂ (1, 3) που περιέχει το 2 ισχύουν οι προυποθέσεις
του Θ. Συστολής και η µέθοδος ϑα συγκλίνει στο x? = 2 για κάθε x0 ∈ [a, b].

(γ) ΄Εχουµε τις 2 εξισώσεις
f1(x1, x2) = 4x21 − 20x1 +

1

4
x22 + 8 = 0;

f2(x1, x2) =
1

2
x1x

2
2 + 2x1 − 5x2 + 8 = 0.

Υπολογίζουµε τον Ιακωβιανό πίνακα

J(x1, x2) =

[
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

]
=

[
8x1 − 20 1

2
x2

1
2
x22 + 2 x1x2 − 5

]
,
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Με αρχική τιµή x(0) = [0, 0]T έχουµε

J0 = J(0, 0) =

[
−20 0

2 −5

]
, και F(0, 0) =

[
f1(0, 0)
f2(0, 0)

]
=

[
8
8

]
Λύνοντας

x(1) = x(0) − J−10 · F(0, 0) =

[
0
0

]
−
[
−0.05 0
−0.02 −0.2

] [
8
8

]
⇒ x(1) =

[
0.4
1.76

]
.

Θέµα 3

(α) Το πολυώνυµο παρεµβολής ϑα είναι το πολύ τρίτου ϐαθµού (p ∈ P3) της µορφής p(x) = a0 + a1(x−
x0) + a2(x− x0)(x− x1) + a3(x− x0)(x− x1)(x− x2). Ο πίνακας διαφορών δίνεται ως εξής :

xi yi = ∆(0) ∆(1) ∆(2) ∆(3)

0 1↘
4↘

0.5 3↗ 4↘
8↗ 0

1 7 4↗
14

2 21

΄Αρα a0 = 1, a1 = a2 = 4 και a3 = 0, συνεπώς p(x) = 1 + 4(x− 0) + 4(x− 0)(x− 0.5) = 4x2 + 2x+ 1.

(ϐ) Χρησιµοποιούµε το σφάλµα της γραµµικής παρεµβολής (από το οποίο προκύπτει και το σφάλµα
των γραµµικών spline). Εφόσον ϑα έχουµε οµοιόµορφα κατανεµηµένα σηµεία παρεµβολής, εξετάζουµε
το µέγιστο σφάλµα σε ένα διάστηµα [xi, xi+1]

‖f(x)− S(x)‖∞ =
1

2!
‖(x− xi)(x− xi+1)‖∞ · ‖f ′′(ξ)‖∞

|f(x)− S(x)| ≤ 1

2
max

x∈[xi,xi+1]
|(x− xi)(x− xi+1)| · max

ξ∈[xi,xi+1]
|eξ|

Εφόσον τα xi ∈ [0, 1] το maxξ∈[xi,xi+1] |eξ| = e1 = e και η συνάρτηση g(x) = |(x − xi)(x − xi+1)| έχει

µέγιστο στο x =
xi+1 + xi

2
=

2xi + h

2
(µπορεί να ϐρεθεί εκεί που µηδενίζεται η g′(x)), συνεπώς

|f(x)− S(x)| ≤ 1

2
· h

2

4
· e ⇒ h2

8
e ≤ 10−6 ⇒ h < 1.72 · 10−6

(γ) Ελέγχουµε τις συνθήκες οµαλότητας και παρεµβολής της

S(x) =

{
s0(x) = 1 + a(x− 1)− b(x− 1)3, για x ∈ [1, 2],

s1(x) = 1 + c(x− 2)− 3
4
(x− 2)2 + d(x− 2)3, για x ∈ [2, 3].

Επιπλέον εφόσον µιλάµε για ϕυσική κυβική spline γνωρίζουµε ότι S ′′(1) = s′′0(1) = 0 = S ′′(3) = s′′1(3)
(συνοριακές συνθήκες)

S ′(x) =

{
s′0(x) = a− 3b(x− 1)2, για x ∈ [1, 2],

s′1(x) = c− 3
2
(x− 2) + 3d(x− 2)2, για x ∈ [2, 3].

και

S ′′(x) =

{
s′′0(x) = −6b(x− 1), για x ∈ [1, 2],

s′′1(x) = −3
2

+ 6d(x− 2), για x ∈ [2, 3].

Οι συνθήκες οµαλότητας, παρεµβολής και οι συνοριακές µας δίνουν

3



s0(2) = 1 ⇒ 1 + a− b = 1 ⇒ a = 1
4

s′0(2) = s′1(2) ⇒ a− 3b = c ⇒ c = −1
2

s′′0(2) = s′′1(2) ⇒ −6b = −3
2

⇒ b = 1
4

s′′0(1) = 0
s′′1(3) = 0 ⇒ −3

2
+ 6d = 0 ⇒ d = 1

4
.

Θέµα 4

(α) Θεωρεία ∆ΙΑΛΕΞΗ 11.

(ϐ) Χρειάζεται να γραµµικοποιήσουµε το µοντέλο κορεσµού ως

y =
Rx

S + x
⇒ ỹ =

1

y
=
S

R

1

x
+

1

R
= ax̃+ b, όπου x̃ =

1

x
, a =

S

R
, b =

1

R

Με τα δεδοµένα σχηµατίζουµε τον πίνακα

i x̃i ỹi x̃2i x̃iỹi
1 1 1.25 1 1.25
2 2/3 1 4/9 2/3
3 2/5 0.8 4/25 0.32
4 2/7 0.7143 4/49 0.204
5 2/9 2/3 4/81 0.148

5∑
1

= 2.575 4.431 1.735 2.589

Λύνοντας τις κανονικές εξισώσεις
5∑
i=1

x2i

5∑
i=1

xi

5∑
i=1

xi n


[
a
b

]
=


5∑
i=1

xiyi

5∑
i=1

yi

 ⇒

[
1.735 2.575
2.575 5

] [
a
b

]
=

[
2.589
4.431

]
⇒ a ≈ 0.75, b ≈ 0.5 ⇒ R = 2 και S = 1.5.
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