
Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Εξέταση 1ης Προόδου, 3/2018, ∆ιάρκεια 2 ώρες και 30 λεπτά

Θέµα 1

(α) [3+3+6] ΄Εστω, υποθετικός Η/Υ εφοδιασµένος µε το σύνολο αριθµών µηχανής M(2, 4,−3, 3).
(i) Μετατρέψτε τον αριθµό x = (6.75)10 στο δυαδικό σύστηµα και υπολογίστε τον αριθµό µηχανής fl(x)
στον υποθετικό υπολογιστή.
(ii) Ποιός είναι ο µέγιστος ϑετικός, ποιός ο ελάχιστος ϑετικός αριθµός του υποθετικού Η/Υ και για
ποιούς αριθµούς x ∈M ισχύει 1 + x = 1; ∆ώστε τις απαντήσεις στο δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης.
(iii) Στο διάστηµα (0, 0.2] των πραγµατικών αριθµών πόσοι αριθµοί του συνόλου M υπάρχουν µέσα σε
αυτό (δηλ. ποιοί πραγµατικοί παριστάνονται ακριβώς από το M στο (0, 0.2]);
(ϐ) [5] ΄Εστω η δευτεροβάθµια εξίσωση x2 − 2ax+ b = 0, όπου a, b > 0 και a2 � b. ∆ώστε έναν ευσταθή
αλγόριθµο για των υπολογισµό τον ϱιζών της εξηγώντας την επιλογή σας.

Θέµα 2

΄Εστω η εξίσωση f(x) =
x

2
− sin(x).

(α) [6] Κάντε πρόχειρα τη γραφική της παράσταση και δείξτε (και ϑεωρητικά) ότι η εξίσωση f(x) = 0
έχει ακριβώς τρείς πραγµατικές ϱίζες, −ρ, 0 και ρ, στο διάστηµα [−π, π] και µάλιστα ρ ∈ (π

3
, π).

(ϐ) [10] Υπολογίστε τις 3 πρώτες προσεγγίσεις που παράγει η µέθοδος της διχοτόµησης µε αρχικό διά-
στηµα το (π

3
, π). Πόσο πολύ απέχει η τρίτη προσέγγιση από την ρ;

(γ) [10] Θεωρείστε την ακολουθία (xn)n=0,1,... µε xn+1 = φ(xn) µε φ(x) =
x

2
+sin(x). ∆είξτε ότι η xn → ρ,

για κάθε x0 ∈ [π
2
, π].

Θέµα 3

(α) [6] ∆είξτε (µαθηµατικά και γεωµετρικά) πώς παράγεται η µέθοδος Newton-Raphson για την προ-
σέγγιση µίας ϱίζας µιάς µη-γραµµικής συνάρτησης f(x).
(ϐ) [6] ∆ώστε τους ορισµούς της γραµµικής και της τετραγωνικής τάξης σύγκλισης µίας επαναληπτικής
διαδικασίας που παράγει µία ακολουθία προσεγγίσεων (xn)n=0,1,... της ϱίζας x∗ µιας µη-γραµµικής
εξίσωσης f(x) = 0 και εξηγείστε τι σηµαίνει ο κάθε ορισµός στην πράξη.
(γ) [15] Το παρακάτω µη-γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων να γίνουν 2 ϐήµατα της µεθόδου Newton-
Raphson µε αρχική τιµή [x(0), y(0)] = [0, 0], για την προσέγγιση της λύσης του,

x3 + y = 1,

y3 − x = −1.

Θέµα 4

΄Εστω τα εξής δεδοµένα που προέρχονται από µία οµαλή συνάρτηση f :
x -1 0 1 2

f(x) -1 0 3 -1
(α) [6] Υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής στα 3 πρώτα δεδοµένα µε χρήση πολυωνύµων Lagrange.
(ϐ) [8] Υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής σε όλα τα δεδοµένα στη µορφή του Νεύτωνα µε χρήση
διαιρεµένων διαφορών.
(γ) [8] Αν η τρίτη παράγωγος της f είναι f (3) = −6x, υπολογίστε το ϕράγµα του σφάλµατος για την
παρεµβολή του ερωτήµατος (α).
(δ) [8] ΄Εστω κάποια σηµεία x0, x1, . . . , xn και pk(x) το πολυώνυµο παρεµβολής µιάς συνάρτησης f
στα σηµεία x0, x1, . . . , xk για k = 0, 1, . . . , n. Αν q(x) το πολυώνυµο παρεµβολής της f στα σηµεία
x1, x2, . . . , xk. ∆είξτε ότι

pn(x) = q(x) +
x− xn
xn − x0

[q(x)− pn−1(x)]
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Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Εξέταση 1ης Προόδου, 03/2017, Απαντήσεις

Θέµα 1

(α)

(i) (6.75)10 → (110.1100)2 → fl(x) = 0.1101 · 23 = (6.5)10 .

(ii) max = 0.1111 · 23 = (7.5)10 και min = 0.1000 · 2−3 = 2−4 = (0.0625)10, και εφόσον το µηδέν της

µηχανής στον υποθετικό Η/Υ είναι eps =
1

2
21−4 = (0.0625)10 ισχύει ότι 1 + x = 1 για 0 < x < 0.0625.

(iii) Είναι όλοι οι αριθµοί του συνόλου M της µορφής (x)2 = 0.1d2d3d4 · 2e, −3 ≤ e ≤ 3 που δίνουν
0 < x ≤ (0.2)10. ΄Οµως, για −1 ≤ e ≤ 3 όλοι οι αριθµοί είναι ≥ (0.1000 · 2−1)2 = (2−2)10 = (0.25)10.
Συνεπώς, οι δυνατοί συνδυασµοί ψηφίων και δυνάµεων ϱων αριθµών του συνόλου M που ανήκουν στο
(0, 2] είναι

0.1000 · 2−2 = 0.12500, 0.1000 · 2−3 = 0.06250

0.1001 · 2−2 = 0.140625, 0.1001 · 2−3 = 0.073125

0.1010 · 2−2 = 0.15625, 0.1010 · 2−3 = 0.078125

0.1100 · 2−2 = 0.18750, 0.1100 · 2−3 = 0.93750

0.1011 · 2−2 = 0.171875, 0.1011 · 2−3 = 0.0859375

((((
(((

((((
(

0.1110 · 2−2 = 0.21875 , 0.1110 · 2−3 = 0.109375

((((
((((

((((
(

0.1101 · 2−2 = 0.203125 , 0.1101 · 2−3 = 0.1015625

((((
((((

(((
((

0.1111 · 2−2 = 0.234375 , 0.1111 · 2−3 = 0.1171875

(ϐ) Σύµφωνα µε τους γνωστούς τύπους οι ϱίζες x1, x2 της εξίσωσης είναι

x1 = a+
√
a2 − b, x2 = a−

√
a2 − b.

Η x1 υπολογίζεται καλά µε αυτόν τον τύπο, η x2 όµως λόγω του ότι a2 � b και αρα −
√
a2 − b ≈ −a, ϑα

έχει πρόβληµα αφαίρεσης σχεδόν ίσων αριθµών. ΄Αρα για τον υπολογισµό της x2 ένας ευσταθής τρόπος

υπολογισµούς της είναι x2 =
b

x1
.

Θέµα 2

(α) Προφανώς f(0) = 0. Ακόµη, f(π
3
) = π

6
−
√
3
2
< 0 και f(π) = π

2
> 0 άρα υπάρχει τουλάχιστον µία ϱίζα

στο (π
3
, π). Ακόµη, f ′

(x) = 1
2
−cos(x) και f ′′

(x) = sin(x) > 0 για x ∈ (π
3
, π), άρα f ′

(x) > 1
2
−cos(π

3
) = 0

για x ∈ (π
3
, π) και η f είναι γνήσια αύξουσα. Εποµένως η ϱίζα στο διάστηµα x ∈ (π

3
, π), έστω ρ, είναι

µοναδική.
Από το γεγονός ότι f(−x) = −x

2
− sin(−x) = −f(x) προκύπτει ότι −ρ είναι επίσης ϱίζα και µάλι-

στα µοναδική στο διάστηµα (−π,−π
3
). Το ότι δεν υπάρχει άλλη ϱίζα προκύπτει από τις ανισότητες

x
2
− 1 ≤ f(x) ≤ x

2
+ 1, οι οποίες µας λένε ότι f(x) > 0 για x > 2 και f(x) < 0 για x < −2.

(ϐ) Η πρώτη προσέγγιση της ρ είναι η x1 = 1
2
(π
3

+ π) = 2π
3
. ΄Εχουµε ότι f(x1) = π

3
−
√
3
2
> 0, άρα

ρ ∈ (π
3
, 2π

3
). Η δεύτερη προσέγγιση είναι η x2 = 1

2
(π
3

+ 2π
3

) = π
2

και έχουµε f(x2) = π
4
− 1 < 0 άρα

ρ ∈ (π
2
, 2π

3
). Η τρίτη προσέγγιση x3 = 1

2
(π
2

+ 2π
3

) =
7π

12
.

Η απόσταση της x3 από τη ρ δίνεται από

|x3 − ρ| ≤
b− a

2n
=
π − π/3

23
=

π

12
≈ 0.2618.
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(γ) ∆είχνουµε ότι η φ(x) ικανοποιεί στο διάστηµα [π
2
, π] το ϑεώρηµα συστολής. Κατ΄ αρχήν φ(π

2
) =

π
4

+ 1 ∈ [π
2
, π] και φ(π) = π

2
∈ [π

2
, π]. Ακόµη φ

′
(x) = 1

2
+ cos(x) η οποία µηδενίζεται για x = 2π

3
και

έχουµε φ(2π
3

) = π
3

+
√
3
2
∈ [π

2
, π], άρα η φ απεικονίζει το διάστηµα [π

2
, π] στον εαυτό του.

Το max
x∈[π

2
,π]
|φ′

(x)| = max
x∈[π

2
,π]
|1
2

+ cos(x)| = 1

2
(εφοσον cos(x) ∈ [−1, 0] για x ∈ [π

2
, π]). Συνεπώς µε ϐάση το

ϑεώρηµα η ακολουθία συγκλίνει στο µοναδικό σταθερό σηµείο x∗ στο [π
2
, π] το οποίο είναι ϱίζα της f(x)

άρα αναγκαστικά x∗ = ρ.

Θέµα 3

(α), (ϐ) ΘΕΩΡΕΙΑ Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΕΙΣ.

(γ) ΄Εχουµε τις 2 εξισώσεις f1(x, y) = x3 + y − 1 = 0;

f2(x, y) = y3 − x+ 1 = 0.

Υπολογίζουµε τον Ιακωβιανό πίνακα και τον αντίστροφό του

J(x, y) =

[
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

]
=

[
3x2 1
−1 3y2

]
και J−1(x, y) =

1

9x2y2 + 1

[
3y2 −1
1 3x2

]
,

Με αρχική τιµή x(0) = [0, 0]T έχουµε

J−10 = J−1(0, 0) =

[
0 −1
1 0

]
, και F(0, 0) =

[
f1(0, 0)
f2(0, 0)

]
=

[
−1
1

]
Λύνοντας (πρώτο ϐήµα της µεθόδου)

x(1) = x(0) − J−10 · F(0, 0) =

[
0
0

]
−
[

0 −1
1 0

] [
−1
1

]
⇒ x(1) =

[
1
1

]
.

Για το δεύτερο ϐήµα

J−11 = J−1(1, 1) =
1

10

[
3 −1
1 3

]
, και F(1, 1) =

[
f1(1, 1)
f2(1, 1)

]
=

[
1
1

]
άρα

x(2) = x(1) − J−11 · F(1, 1) =

[
1
1

]
− 1

10

[
3 −1
1 3

] [
1
1

]
⇒ x(2) =

[
0.8
0.6

]
.

Θέµα 4

(α) Το πολυώνυµο παρεµβολής ϑα είναι το πολύ 2ου ϐαθµού (p2 ∈ P2) της µορφής

p2(x) = f(x0)L0(x) + f(x1)L1(x) + f(x2)L2(x) όπου

L0(x) =
x(x− 1)

(−1− 0)(−1− 1)
, L1(x) =

(x+ 1)(x− 1)

(0 + 1)(0− 1)
, L2(x) =

x(x+ 1)

1(1 + 1)
άρα

p2(x) = (−1) · x(x− 1)

2
+ 0 · (x+ 1)(x− 1)

−1
+ 3 · x(x+ 1)

2
= −1

2
x(x− 1) +

3

2
x(x+ 1).

(ϐ) Το πολυώνυµο παρεµβολής εδώ ϑα είναι το πολύ 3ου ϐαθµού (p3 ∈ P3) και στη µορφή Newton
p3(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + a3(x− x0)(x− x1)(x− x2). Ο πίνακας διαφορών δίνεται
ως εξής :
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xi yi = ∆(0) ∆(1) ∆(2) ∆(3)

−1 −1↘
1↘

0 0↗ 1↘
3↗ −3/2

1 3 −7/2↗
−4

2 −1

΄Αρα a0 = −1, a1 = 1 = a2 και a3 = −3/2, συνεπώς p3(x) = −1 + (x+ 1) + x(x+ 1)︸ ︷︷ ︸
ίδιο µε το p2(x)

−3
2
x(x+ 1)(x− 1).

(γ) Χρησιµοποιούµε το ϕράγµα του σφάλµατος της πολυωνυµικής παρεµβολής

‖f(x)− p2(x)‖∞ ≤
1

3!
‖(x+ 1)x(x− 1)‖∞ · ‖f (3)(ξ)‖∞

εφόσον
‖f (3)(ξ)‖∞ = max

ξ∈[−1,1]
| − 6ξ| = 6 και

max
x∈[−1,1]

|(x+ 1)x(x− 1)| = 2

3
√

3
(εφόσον ή παράγωγος 3x2 − 1 = 0 στα x = ± 1√

3
)

συνεπώς

‖f(x)− p2(x)‖∞ = max
x∈[−1,1]

|f(x)− p2(x)| ≤ 2

3
√

3
.

(δ) Τα πολυώνυµα

pn(x) και q(x) +
x− xn
xn − x0

[q(x)− pn−1(x)] είναι ϐαθµού ≤ n.

Για να δείξουµε ότι είναι ίσα (ταυτίζονται) αρκεί να δείξουµε ότι στα n+1 σηµεία παρεµβολής x0, x1, . . . , xn
έχουν την ίδια τιµή. ΄Εφόσον το pn(x) είναι το πολυώνυµο παρεµβολής σε αυτά τα σηµεία έχουµε

pn(x0) = f(x0)

q(x0) +
x0 − xn
xn − x0

[q(x0)− pn−1(x0)︸ ︷︷ ︸
f(x0)

] = f(x0)

και

pn(xn) = f(xn)

q(xn)︸ ︷︷ ︸
f(xn)

+
�
�
�
��>

0
xn − xn
xn − x0

[q(xn)− pn−1(xn)] = f(xn)

και για όλα τα xj, j = 1, 2, . . . , n− 1

pn(xj) = f(xj)

q(xj)︸ ︷︷ ︸
f(xj)

+
xj − xn
xn − x0

[q(xj)− pn−1(xj)]︸ ︷︷ ︸
=0

= f(xj)
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