
Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Τελική Εξέταση, 6/2015, ∆ιάρκεια 2ω & 45λ

Θέµα 1
(α)[10] Για την συνάρτηση f(x) = ex−x−1, αποδείξτε ότι έχει µία ϱίζα πολλαπλότητας 2 (διπλή ϱίζα)
και εφαρµόστε δύο ϐήµατα της κατάλληλα τροποποιηµένης µεθόδου Newton-Raphson µε αρχική
τιµή x0 = 0.5. Ποιά είναι η τάξη σύγκλισης της µεθόδου ;
(ϐ) [10] ΄Εστω µια µέθοδος σταθερού σηµείου xn+1 = φ(xn) µε φ(x) = x − α + 2αe−x και α ∈ R
µία παράµετρος. Βρείτε το σταθερό σηµείο x? και προσδιορίστε για ποιές τιµές της παραµέτρου α η
ακολουθεία των παραπάνω επαναλήψεων σταθερού σηµείου συγκλίνει στο σταθερό αυτό σηµείο και
για ποιές αποκλίνει για x0 ∈ [0, x?].

Θέµα 2

∆ίνονται τα εξής δεδοµένα (µετρήσεις)
xi 0 1 1.5 2
yi 1 3 5.5 9

(α)[17] Υπολογίστε µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων το πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού p2(x) που
προσεγγίζει καλύτερα τα δεδοµένα (να ϕανεί αναλυτικά η διαδικασία και το αποτέλεσµα σας).
(ϐ) [10] Υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής, P (x), στη µορφή Lagrange για τα παραπάνω δε-
δοµένα (κάνοντας µέχρι τέλος τις πράξεις) και σχολιάστε το αποτέλεσµά σας.
(γ)[8] Για να υπολογίσετε το ϱυθµό µεταβολής στο x = 1.5 για τα παραπάνω δεδοµένα, κατασκευάστε
αναλυτικά και εφαρµόστε έναν τύπο αριθµητικής διαφόρισης(παραγώγισης) δεύτερης τάξης ακρίβειας.

Θέµα 3
Θεωρείστε έναν απλό κανόνα ολοκλήρωσης στο διάστηµα [0, 1] ο οποίος παράγεται ως εξής :∫ 1

0

f(x)dx ≈
∫ 1

0

P (x)dx,

όπου P (x) το γραµµικό πολυώνυµο που παρεµβάλει την f(x) στο x0 = 0 και x1 = 3/4.
(α)[15] Υπολογίστε αυτόν το κανόνα στη συνήθη µορφή, Q2(f) = w0f(x0) + w1f(x1), και µετασχη-
µατίστε τον για να κατασκευάσετε έναν απλό κανόνα ολοκλήρωσης που προσσεγγίζει το

∫ b

a
f(x)dx,

δηλ. για τυχαίο διάστηµα [a, b]. Πώς µπορεί να παραχθεί ένας σύνθετος κανόνας ολοκλήρωσης από
τον απλό αυτό κανόνα που να προσσεγγίζει το

∫ b

a
f(x)dx;

(ϐ) [10] Για τον κανόνα ολοκλήρωσης
∫ 1

−1
f(x)dx ≈ f(a) + f(−a), αποδείξτε για ποιές τιµές ή τιµή

του a ο κανόνας ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυµα ϐαθµού ένα ή µικρότερου και για ποιές τιµές (ή
τιµή) του a ο κανόνας ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυµα 3ου ϐαθµού (και µικρότερου).

Θέµα 4
∆ίνεται το παρακάτω πρόβληµα αρχικών τιµών

y′(t) = −200000y(t) + 200000e−t − e−t, y(0) = y0 = 0

(α)[10] ∆ώστε τα όρια ευστάθειας της άµεσης (ϱητής) µεθόδου του Euler για την επιλογή του ϐήµατος
διακριτοποίησης, h, και εφαρµόστε δύο ϐήµατα της πεπλεγµένης (υπονοούµενης) µεθόδου του Euler
µε h = 0.1.
(ϐ)[15] Η µέθοδος του Heun (πρόβλεψης-διόρθωσης) δίνεται ως εξής

ỹn+1 = yn + hf(tn, yn)

yn+1 = yn +
h

2

[
f(tn, yn) + f(tn+1, ỹn+1)

]
.

Εξηγείστε (αναλυτικά) πώς παράγεται αυτή η µέθοδος και εφαρµόστε δύο ϐήµατα της µεθόδου µε
h = 0.1 στην παραπάνω διαφορική εξίσωση. Συγκρίνετε µε το αποτέλεσµα της πεπλεγµένης µεθόδου
του Euler από το (α) ερώτηµα. Ποιό αποτέλεσµα ϑα εµπιστευόσασταν περισσότερο και γιατί ;

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΕΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση 06/2015 Λύσεις Θεµάτων Τελικής Εξέτασης

Θέµα 1
(α) ∆ιπλή ϱίζα, x?, δηλ. πολλαπλότητας m = 2 έχουµε όταν f(x?) = 0 και f ′(x?) = 0. ΄Εχουµε
εδώ f ′(x) = ex − 1, από f ′(x) = 0 ⇒ x? = 0 (και f(0) = 0). Η τροποποιηµένη µεθοδος NR (όταν
ξέρουµε την πολλαπλότητα m) είναι

xn+1 = xn −m ·
f(xn)

f ′(xn)

1ο ϐήµα: x1 = x0 − 2 f(x0)
f ′(x0)

= 0.5− 2 f(0.5)
f ′(0.5)

≈ 0.0415

2ο ϐήµα: x2 = x1 − 2 f(x1)
f ′(x1)

= 0.0415− 2 f(0.0415)
f ′(0.0415)

≈ 2.87 · 10−4

Η σύγκλιση της µεθόδου είναι τετραγωνική (p = 2). Τα δύο ϐήµατα της µεθόδου δείχνουν γρήγορη
σύγκλιση στο x? = 0. (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 6, σελ. 9-10)

(ϐ) Το σταθερό σηµείο από x? = φ(x?) ⇒ x? = ln 2 ≈ 0.69 και για να δούµε που συγκλίνει η
ακολουθεία ελέγχουµε πού |φ′(x)| = |1 − 2αe−x| < 1 ⇒ 0 < α < 2. Συνεπώς, έχουµε σύγκλιση
για α ∈ (0, 2) και απόκλιση για α ∈ (−∞, 0)

⋃
(2,+∞). Για α = 2 ή 0 το κριτήριο της |φ′(x)| δεν

µπορεί να δώσει σίγουρη απάντηση. (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 5)

Θέµα 2
(α) Ψάχνουµε το ϐέλτιστο πολυώνυµο p2(x) = a0 + a1x+ a2x

2 ϑέλουµε δηλ. να ϐρούµε τους συντε-

λεστές a0, a1, a2, ε.ω. η συνάρτηση E(a0, a1, a2) =
∑4

i=1

[
yi−(a0+a1xi+a2x

2
i )
]2

να ελαχιστοποιείται.
Για να ισχύει αυτό ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι 3 συνθήκες

∂E

∂aj

= −2
4∑

i=1

xj
i

(
yi − a0 − a1xi − a2x

2
i

)
= 0, j = 0, 1, 2

Το σύστηµα κανονικών εξισώσεων είναι :

a04 + a1

4∑
i=1

xi + a2

4∑
i=1

x2
i =

4∑
i=1

yi

a0

4∑
i=1

xi + a1

4∑
i=1

x2
i + a2

4∑
i=1

x3
i =

4∑
i=1

xiyi

a0

4∑
i=1

x2
i + a1

4∑
i=1

x3
i + a2

4∑
i=1

x4
i =

4∑
i=1

x2
i yi

Κατασκευάζουµε τον πίνακα

i xi yi x2
i x3

i x4
i xiyi x2

i yi

1 0 1 0 0 0 0 0
2 1 3 1 1 1 3 3
3 1.5 5.5 2.25 3.375 5.0625 8.25 12.375
4 2 9 4 8 16 18 36∑
= 4.5 18.5 7.25 12.375 22.0625 29.25 51.375

Η λύση του συστήµατος κανονικών εξισώσεων δίνει a0 = 1, a1 = 0, a2 = 2, άρα το p2(x) = 2x2 + 1.
(ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 12 σελ. 14-15 και σελ. 17-18)
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(ϐ) Στη µορφή Lagrange έχουµε P (x) = L0(x)·1+L1(x)·3+L2(x)·5.5+L3(x)·9 όπου τα πολυώνυµα

L0(x) =
x− 1

0− 1
· x− 1.5

0− 1.5
· x− 2

0− 2
, L1(x) =

x− 0

1− 0
· x− 1.5

1− 1.5
· x− 2

1− 2
,

L2(x) =
x− 0

1.5− 0
· x− 1

1.5− 1
· x− 2

1.5− 2
L3(x) =

x− 0

2− 0
· x− 1

2− 1
· x− 1.5

2− 1.5

Τελικά το πολυώνυµο παρεµβολής είναι το P (x) = 2x2 + 1. Παρόλο που περιµέναµε το πολυώνυ-
µο παρεµβολής να είναι 3ου ϐαθµού, τα δεδοµένα ακολουθούν (είναι τιµές) ενός πολυώνυµο 2ου
ϐαθµού και η παρεµβολή (όπως και η προσσέγγιση στο (α) ερώτηµα) το υπολογίζει ακριβώς ! (ϐλ.
∆ΙΑΛΕΞΗ 8 σελ. 5-6, και 8-9)
(γ) Ο µοναδικός τύπος διαφόρισης δεύτερης τάξης, O(h2), που µπορεί να χρησιµοποιηθεί (στα
συγκεκριµένα δεδοµένα) είναι αυτός των κεντρικών διαφορών f ′(x) = f(x+h)−f(x−h)

2h
⇒ f ′(1.5) =

f(2)−f(1)
2·0.5

= 6. Για κατασκευή του τύπου ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 11, σελ. 3-4.

Θέµα 3

(α) Το πολυώνυµο παρεµβολής είναι P (x) = f(0) + f(3/4)−f(0)
3/4−0

x = f(0)(1− 4
3
x) + 4

3
f(3/4)x (µπορεί

να υπολογιστεί µε διάφορους τρόπους). Βρίσκουµε τον κανόνα ολοκλήρωσης (ολοκληρώνοντας το
P (x)) ως ∫ 1

0

f(x)dx ≈
∫ 1

0

P (x)dx =
1

3
f(0) +

2

3
f(3/4)

άρα w0 = 1/3, w1 = 2/3, x0 = 0, x1 = 3/4. (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 14, σελ 3-4 & 13)
Για να κατασκευάσουµε τον απλό κανόνα ολοκλήρωσης που προσσεγγίζει το

∫ b

a
f(x)dx, δηλ. για

τυχαίο διάστηµα [a, b], χρειαζόµαστε την αλλαγή µεταβλητής (όπως στους τύπους Gauss ∆ΙΑΛΕΞΗ
16 σελ. 2) από το [0, 1] στο [a, b]. ΄Αρα, αν t ∈ [0, 1] και x ∈ [a, b] από x = mt + c (γραµµικός
µετασχηµατισµός απο το ένα διάστηµα στο άλλο, για t = 0 το x = a και για t = 1 το x = b) έχουµε
m = b− a, c = a, συνεπώς∫ b

a

f(x)dx = (b− a)
∫ 1

0

f((b− a)t+ a)dt ≈ (b− a)
(

1

3
f(a) +

2

3
f(

3

4
(b− a) + a)

)
≈ (b− a)

(
1

3
f(a) +

2

3
f(

1

4
a+

3

4
b)

)
Ο σύνθετος κανόνας κατασκευάζεται χωρίζοντας το [a, b] σε n υποδιαστήµατα. Αν a = x0, xi =
x0 + ih;h = b−a

n
και ο σύνθετος κανόνας είναι∫ b

a

f(x)dx =
n∑

i=1

h

3

(
f(xi−1) + 2f(

1

4
xi−1 +

3

4
xi)

)
.

(ϐ) Για να ολοκληρώνει ακριβώς ο τύπος πολυώνυµα 1ου (και µικρότερου) ϐαθµού πρέπει∫ 1

−1

1dx = 2⇒ 1 + 1 = 2 (που ισχύει πάντα, δηλ. ∀a)∫ 1

−1

xdx = 0⇒ a+ (−a) = 0 (που ισχύει πάντα)

Για να ολοκληρώνει ακριβώς ο τύπος πολυώνυµα 3ου (και µικρότερου) ϐαθµού πρέπει∫ 1

−1

x2dx =
2

3
⇒ 2a2 =

2

3∫ 1

−1

x3dx = 0⇒ a3 + (−a)3 = 0 (που ισχύει πάντα)

΄Αρα για a = 1/
√

3 ο τύπος Q2(f) = f(a) + f(−a) είναι ο κανόνας ολοκλήρωσης Gauss 2 σηµείων.

3



Θέµα 4
(α) Ο περιορισµός ευστάθειας για την ϱητή Euler είναι 0 < h < 2/200000 = 10−5 (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 17
σελ13-14).
Η πεπλεγµένη Euler γράφεται ώς (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 17 σελ. 18)

yn+1 = yn + h
(
−200000yn+1 + 200000etn+1 − etn+1

)
⇒

yn+1 =
yn + 200000etn+1

h− etn+1
h

1 + 200000h
, n = 0, 1, 2, . . .

Συνεπως

y1 =
y0 + 200000et1 · 0.1− et1 · 0.1

1 + 200000 · 0.1
= · · · = 0.904788

y2 =
y1 + 200000et2 · 0.1− et2 · 0.1

1 + 200000 · 0.1
= · · · = 0.818731

(ϐ) Η µέθοδος του Heun παράγεται αν απο τη διαφορική y′ = f(t, y) και ολοκληρώνοντας∫ tn+1

tn
y′dt =

∫ tn+1

tn
f(t, y)dt⇒ y(tn+1)− y(tn) =

∫ tn+1

tn
f(t, y)dt

προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα µε τον κανόνα του τραπεζίου, άρα

y(tn+1)− y(tn) =

∫ tn+1

tn
f(t, y)dt⇒ y(tn+1)− y(tn) =

h

2

[
f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1))

]
΄Αρα έχουµε το διακριτο τύπο του τραπεζίου (για διαφορικές)

yn+1 − yn =
h

2

[
f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)

]
όπου αντικαθιστούµε το yn+1 στο δεξή µέλος µε ένα ϐήµα της µεθόδου Euler. (Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 18
σελ. 1-2).

Τα 2 ϐήµατα της µεθόδου δίνουν y1 ≈ −2·108, y2 =≈ −4·1016. Εµπιστευόµαστε την πεπλεγµένη
Euler για το (άκαµπτο) προβληµά µας, γιατι η µέθοδος Heun, αν και καλύτερης ακρίβειας, είναι
ασταθής για h = 0.1 µιάς και είναι ϱητή µέθοδος και υπόκειται σε περιορισµο ευστάθειας παρόµοιο
µε της ϱητής Euler.
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