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Επανάληψη-µέδοθος Euler

• Η (άµεση) µέδοθος Euler: yn+1 = yn+h · f(tn, yn), n = 0, . . . , N −1

• Η πεπλεγµένη (ϱητή) µέδοθος Euler: yn+1 = yn + h · f(tn+1, yn+1)
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Παράδειγµα Προσεγγίστε τη λύση της ∆.Ε.

y′ = y − t2 + 1, y(0) = 0.5

µε την (άµεση) µέδοθο Euler στο t = 2 µε ϐήµα h = 0.5.
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Παράδειγµα Προσεγγίστε τη λύση της ∆.Ε.

y′ = y − t2 + 1, y(0) = 0.5

µε την (άµεση) µέδοθο Euler στο t = 2 µε ϐήµα h = 0.5.

΄Ασκηση : Επαναλάβεται το παράδειγµα λύνοντας µε την πεπλεγµένη µέθοδο

Euler.
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Το πρώτο ϐήµα της (άµεσης) µεθόδου Euler
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Το πρώτο ϐήµα της (άµεσης) µεθόδου Euler

΄Ολα τα ϐήµατα σε σύγκριση µε την αναλυτική (µε µπλε χρώµα) λύση
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Μέθοδοι Υψηλότερης Τάξης Ακρίβειας

Μπορούν να κατασκευαστούν µε χρήση αριθµητικής ολοκλήρωσης.

Για παράδειγµα ολοκληρώνοντας τη ∆.Ε. y′ = f(t, y)

y(tn+1)− y(tn) =
∫ tn+1

tn
f(t, y(t))dt. (1)
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Μέθοδοι Υψηλότερης Τάξης Ακρίβειας

Μπορούν να κατασκευαστούν µε χρήση αριθµητικής ολοκλήρωσης.

Για παράδειγµα ολοκληρώνοντας τη ∆.Ε. y′ = f(t, y)

y(tn+1)− y(tn) =
∫ tn+1

tn
f(t, y(t))dt. (1)

• Στην (1) αν προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα µε hf(tn, y(tn)) (δηλ. τον
αριστερό τύπο ορθογωνίου) παίρνουµε την (άµεση) µέθοδο Euler.

• Στην (1) αν προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα µε hf(tn+1, y(tn+1)) (δηλ. τον
δεξιό τύπο ορθογωνίου) παίρνουµε τη πεπλεγµένη µέθοδο Euler.
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• Στην (1) αν προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα µε hf(tn+1, y(tn+1)) (δηλ. τον
δεξιό τύπο ορθογωνίου) παίρνουµε τη πεπλεγµένη µέθοδο Euler.

• Στην (1) αν προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα µε τον τύπο του τραπεζίου δηλ.

h
2[f
(
tn, y(tn)

)
+ f

(
tn+1, y(tn+1)

)
] παίρνουµε πεπλεγµένη µέθοδο του

τραπεζίου για ∆.Ε.

yn+1 = yn +
h

2

[
f(tn, yn) + f

(
tn+1, yn+1

)]
, n = 0, . . . , N − 1 (2)
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Μέθοδος Heun (πρόβλεψης-διόρθωσης)

Αν στη παραπάνω µέθοδο τραπεζίου για ∆.Ε.

yn+1 = yn +
h

2
[f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)], n = 0, . . . , N − 1 (3)

προσεγγίσουµε το yn+1 µέ ένα ϐήµα της µεθόδου Euler (πρόβλεψη), δηλ.

yn+1 = yn + hf(tn, yn)

και αντικατάσταση στο δεξή µέλος της (3), προκύπτει η µέθοδος Heun

yn+1=yn+
h

2

[
f(tn, yn)+f

(
tn+1, yn + hf(tn, yn)

)]
, n = 0, .., N−1

(4)
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΄Ασκηση : Με τη µέθοδο Heun να ϐρεθεί η προσεγγιστική λύση του Π.Α.Τ. στο

x = 4 για h = 0.5 και να γίνει σύγκριση µε την (άµεση) µέθοδο του Euler

y′(x) = −2x3 + 12x2 − 20x+ 8.5, y(0) = 1
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Παρατηρήσεις

• Οι µέθοδοι Τραπεζίου και Heun έχουν τάξη ακρίβειας δύο, δηλ. για το

σφάλµα του ισχύει

max
0≤n≤N

|yn − y(tn)| ≤ Chp

για κάποια σταθερά C ανεξάρτητη του h και p = 2.
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Παρατηρήσεις

• Οι µέθοδοι Τραπεζίου και Heun έχουν τάξη ακρίβειας δύο, δηλ. για το

σφάλµα του ισχύει

max
0≤n≤N

|yn − y(tn)| ≤ Chp

για κάποια σταθερά C ανεξάρτητη του h και p = 2.

• Η µέθοδος τραπεζίου είναι Α-ευσταθής ενώ αντίθετα η µέθοδος Heun έχει

περιοχή απόλυτης ευστάθειας ένα πεπερασµένο χωρίο του αριστερού

µιγαδικού ηµι-επιπέδου.
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Παρατηρήσεις

• Οι µέθοδοι Τραπεζίου και Heun έχουν τάξη ακρίβειας δύο, δηλ. για το

σφάλµα του ισχύει

max
0≤n≤N

|yn − y(tn)| ≤ Chp

για κάποια σταθερά C ανεξάρτητη του h και p = 2.

• Η µέθοδος τραπεζίου είναι Α-ευσταθής ενώ αντίθετα η µέθοδος Heun έχει

περιοχή απόλυτης ευστάθειας ένα πεπερασµένο χωρίο του αριστερού

µιγαδικού ηµι-επιπέδου.

• Χρησιµοποιώντας κανόνες ολοκλήρωσης µπορούν να παραχθούν και άλλες

µέθοδοι, παράδειγµα η Μέθοδος του Μέσου (ή Βελτιωµένη Euler)

yn+1 = yn+hf
(
tn+

h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)
, n = 0, .., N−1 (5)
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Η Μέθοδος του µέσου (γεωµετρική ερµηνεία)

Υποθέτοντας ότι η τιµή yn είναι ακριβής (δηλ. ιση µε y(tn)), η µέθοδος

υπολογίζει τη τιµή yn+1 έτσι ώστε η κόκκινη χορδή να είναι παράλληλη στην

εφαπτόµενη που περνά από το µέσο του διαστήµατος [tn, tn+1].
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Παράδειγµα Υπολογίστε για τη y′ = y, µε y(0) = 1 τη λύση στο [0, 4] µε τη

µέθοδο του Euler και τη µέθοδο του Μέσου µε ϐήµατα h = 1 και h = 0.25.

Σχήµα 1: Για h = 1 (αριστερά) και h = 0.25 (δεξιά): Με πράσινο η µέθοδος του Μέσου και

µπλέ του Euler

Ακριβής λύση : y = et.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 10



Μέθοδοι των Runge-Kutta (RK)

• Σηµαντική κατηγορία µεθόδων.
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Μέθοδοι των Runge-Kutta (RK)

• Σηµαντική κατηγορία µεθόδων.

• Χωρίζονται σε άµεσες (explicit) και πεπλεγµένες (implicit). ΄Ολες οι

µέθοδοι που παρουσιάστηκαν µέχρι τώρα ανήκουν σε αυτές τις µεθόδους.
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• Οι RK µέθοδοι συνδυάζουν εξαιρετικές ιδιότητες ευστάθειας και υψηλή

ακρίβεια.
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Μέθοδοι των Runge-Kutta (RK)
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• Χωρίζονται σε άµεσες (explicit) και πεπλεγµένες (implicit). ΄Ολες οι

µέθοδοι που παρουσιάστηκαν µέχρι τώρα ανήκουν σε αυτές τις µεθόδους.

• Οι RK µέθοδοι συνδυάζουν εξαιρετικές ιδιότητες ευστάθειας και υψηλή

ακρίβεια.

• Οι µέθοδοι RK ανήκουν στη κατηγορία των λεγόµενων µονοβηµατικών
µεθόδων στις οποίες ο υπολογισµός της τιµής του yn+1 γίνεται µε χρήση

µόνο της yn.
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Μέθοδοι των Runge-Kutta (RK)
Μία µέθοδος RK (µε q ενδιάµεσα στάδια) υπολογίζει το yn+1 ως εξής :

yn+1 = yn + h

q∑
i=1

bif(t
n,i, yn,i), n = 0, . . . , N − 1 (6)

όπου :

bi : δεδοµένες σταθερές i = 1, . . . , q,

tn,i = tn + τih, ενδιάµεσα σηµεία του [tn, tn+1], µε τi δεδοµένες

σταθερές (κόµβοι).

yn,i : q ενδιάµεσες τιµές (ϐοηθητικά στάδια) προσεγγίσεις των y(tn,i)

yn,i = yn + h

q∑
j=1

aijf(t
n,j, yn,j), i = 1, . . . q (7)

µε ai,j, i, j = 1, . . . , q δεδοµένες σταθερές (ϐάρη).
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Στα ενδιάµεσα ¨χρονικά¨ ϐήµατα tn,i = tn + τih, τα τi είναι κόµβοι

ολοκλήρωσης (συνήθως 0 < τi < 1), τα bi ϐάρη και ai,j, j = 1, . . . , q είναι

τα ϐάρη ολοκλήρωσης στο διάστηµα [0, τi].
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Στα ενδιάµεσα ¨χρονικά¨ ϐήµατα tn,i = tn + τih, τα τi είναι κόµβοι

ολοκλήρωσης (συνήθως 0 < τi < 1), τα bi ϐάρη και ai,j, j = 1, . . . , q είναι

τα ϐάρη ολοκλήρωσης στο διάστηµα [0, τi].

Στην ουσία δηλ. αυτό που κάνουµε είναι για µία συνάρτηση ψ : R→ R,

προσεγγίζουµε τα ολοκληρώµατα (κανόνες ολοκλήρωσεις)∫ τi

0

ψ(s)ds ≈
q∑
j=1

aijψ(τj), i = 1, . . . , q

και
∫ 1

0

ψ(s)ds ≈
q∑
j=1

bjψ(τj).
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q∑
j=1

aijψ(τj), i = 1, . . . , q

και
∫ 1

0

ψ(s)ds ≈
q∑
j=1

bjψ(τj).

Ολοκληρώνοντας, ως προς t, και τα 2 µέλη της ∆.Ε. y′ = f(t, y) στο [tn, tn,i],

y(tn,i)− y(tn) =

∫ tn+τih

tn
f (t, y(t)) dt,

= h

∫ τi

0

f (tn + sh, y(tn + sh)) ds, i = 1, . . . , q
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Αρα παίρνουµε την (7) µε χρήση του πρώτου κανόνα ολοκλήρωσης

yn,i = yn + h

q∑
j=1

aijf(t
n,j, yn,j), i = 1, . . . q
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Αρα παίρνουµε την (7) µε χρήση του πρώτου κανόνα ολοκλήρωσης

yn,i = yn + h

q∑
j=1

aijf(t
n,j, yn,j), i = 1, . . . q

Ολοκληρώνοντας, ως προς t, και τα 2 µέλη της ∆.Ε. y′ = f(t, y) τώρα στο

[tn, tn+1], κάνοντας αλλαγή µεταβλητής t = tn + sh το ολοκλήρωµα που

προκύπτει στο [0, 1] προσεγγίζεται από το δεύτερο κανόνα ολοκλήρωσης και

δίνει την (6)

yn+1 = yn + h

q∑
i=1

bif(t
n,i, yn,i), n = 0, . . . , N − 1
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Κάθε σύνολο σταθερών ορίζει και µία µέθοδο και γράφουµε αυτούς τους

αριθµούς σε µορφή πίνακα (µητρώου) (πίκακας του Butcher) ως :

a11 a12 · · · a1q τ1
a21 a22 · · · a2q τ2

... ... ... ...

aq1 aq2 · · · aqq τq
b1 b2 · · · bq

=
A τ

bT
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Κάθε σύνολο σταθερών ορίζει και µία µέθοδο και γράφουµε αυτούς τους

αριθµούς σε µορφή πίνακα (µητρώου) (πίκακας του Butcher) ως :

a11 a12 · · · a1q τ1
a21 a22 · · · a2q τ2

... ... ... ...

aq1 aq2 · · · aqq τq
b1 b2 · · · bq

=
A τ

bT

• Μέθοδοι µε aij = 0 για i ≤ j λέγονται άµεσες (κάθε ενδιάµεση τιµή yn,i

υπολογίζεται µε απλή αντικατάσταση από τις προηγούµενες τιµές yn,j, i > j.)
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Κάθε σύνολο σταθερών ορίζει και µία µέθοδο και γράφουµε αυτούς τους
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υπολογίζεται µε απλή αντικατάσταση από τις προηγούµενες τιµές yn,j, i > j.)

• Μέθοδοι µε aij 6= 0 για κάποια i ≤ j λέγονται πεπλεγµένες και απαιτούν

σε κάθε ϐήµα την επίλυση ενός µη γραµµικού q × q συστήµατος (µεγάλο

υπολογιστικό κόστος), αλλά πλεονεκτούν από άποψη ευστάθειας και τάξης

ακρίβειας (σε σχέση µε τις άµεσες µε ίδιο πλήθος ενδιάµεσων σταδίων).
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σε κάθε ϐήµα την επίλυση ενός µη γραµµικού q × q συστήµατος (µεγάλο

υπολογιστικό κόστος), αλλά πλεονεκτούν από άποψη ευστάθειας και τάξης

ακρίβειας (σε σχέση µε τις άµεσες µε ίδιο πλήθος ενδιάµεσων σταδίων).

• Μέθοδοι µε aij = 0 για i < j (δηλ. aii 6= 0) λέγονται ηµι-πεπλεγµένες
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Εναλλακτικός τρόπος γραφής των µεθόδων RK
Οι σχέσεις (6) και (7) ϑέτωντας kn,i = f(tn,i, yn,i) γράφονται

kn,i = f
(
tn,i, yn + h

q∑
j=1

aijk
n,j
)
, i = 1, . . . , q,

yn+1 = yn + h

q∑
i=1

bik
n,i

(8)
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q∑
j=1

aijk
n,j
)
, i = 1, . . . , q,

yn+1 = yn + h

q∑
i=1

bik
n,i

(8)

• Για aij = 0 για i ≤ j δηλ. άµεσες RK

kn,1 = f(tn,1, yn)

kn,2 = f(tn,2, yn + ha21k
n,1)

...

kn,q = f
(
tn,q, yn + h

q−1∑
j=1

aqjk
n,j
) ή



yn,1 = yn

yn,2 = yn + ha21f(t
n,1, yn,1)

...

yn,q = yn + h

q−1∑
j=1

aqjf(t
n,j, yn,j)

(9)
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• Για aij = 0 για i < j δηλ. ηµι-πεπλεγµένες RK

yn,1 = yn + ha11f(t
n,1, yn,1)

yn,2 = yn + ha21f(t
n,1, yn,1) + ha22f(t

n,2, yn,2)

...

yn,q = yn + h

q∑
j=1

aqjf(t
n,j, yn,j)

(10)
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Παραδείγµατα RK Μεθόδων
(I) Το µητρώο

0 0

1

δίνει την (άµεση) µέθοδο Euler{
yn,1 = yn

yn+1 = yn + hf(tn, yn,1)
(11)

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 18



Παραδείγµατα RK Μεθόδων
(I) Το µητρώο

0 0

1

δίνει την (άµεση) µέθοδο Euler{
yn,1 = yn

yn+1 = yn + hf(tn, yn,1)
(11)

(II) Το µητρώο

1 1

1

δίνει τη µέθοδο πεπλεγµένη Euler?{
yn,1 = yn + hf(tn+1, yn,1)

yn+1 = yn + hf(tn+1, yn,1)
(12)

?
Οι δύο εξισώσεις συµπιπτουν, yn,1 = yn+1
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(III) Το µητρώο
1

2

1

2
1

περιγράφει τη λεγόµενη πεπλεγµένη µέθοδο του µέσου{
yn,1 = yn + h

2f(t
n + h

2, y
n,1)

yn+1 = yn + hf(tn + h
2, y

n,1)
(13)
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(III) Το µητρώο
1

2

1

2
1

περιγράφει τη λεγόµενη πεπλεγµένη µέθοδο του µέσου{
yn,1 = yn + h

2f(t
n + h

2, y
n,1)

yn+1 = yn + hf(tn + h
2, y

n,1)
(13)

Οι παραπάνω σχέσεις δίνουν άµέσως ότι yn,1 = 1
2(y

n + yn+1) άρα η

µέθοδος µπορεί να γραφεί και ως

yn+1 = yn + hf

(
tn +

h

2
,
1

2
(yn + yn+1)

)
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(IV ) Το µητρώο
0 0 0
1
2

1
2 1

1
2

1
2

περιγράφει τη µέθοδο του τραπεζίου?
yn,1 = yn

yn,2 = yn + h
2

[
f(tn, yn,1) + f(tn+1, yn,2)

]
yn+1 = yn + h

2

[
f(tn, yn,1) + f(tn+1, yn,2)

] (14)

?
Για αρκετά µικρό h, yn,2 = yn+1, όπου αντικαθιστώντας στη τρίτη σχέση οδηγούµαστε στη

γνωστή µας µέθοδο τραπεζίου (2).
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(IV ) Το µητρώο

µ 0 µ

1− 2µ µ 1− µ
1
2

1
2

περιγράφει µια ενδιαφέρουσα κατηγορία (ηµι-πεπλεγµένων) µεθόδων RK,

µε µ ∈ R, γενικά δεύτερης τάξης ακρίβειας (p = 2). Για µ = 1
2 ±

√
3
6 έχουµε

p = 3 (για µέθοδο δύο σταδίων !)
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(IV ) Το µητρώο

µ 0 µ

1− 2µ µ 1− µ
1
2

1
2

περιγράφει µια ενδιαφέρουσα κατηγορία (ηµι-πεπλεγµένων) µεθόδων RK,

µε µ ∈ R, γενικά δεύτερης τάξης ακρίβειας (p = 2). Για µ = 1
2 ±

√
3
6 έχουµε

p = 3 (για µέθοδο δύο σταδίων !)

(V ) Το µητρώο
1
4

1
4 − µ

1
2 − µ

1
4 + µ 1

4
1
2 + µ

1
2

1
2

περιγράφει µια ενδιαφέρουσα κατηγορία µεθόδων RK, µε µ =
√
3
6 , όπου

έχουµε p = 4 (για µέθοδο δύο σταδίων). Η µέθοδος λέγεται και

Gauss-Legendre δύο σηµείων γιατί οι κόµβοι τi =
1
2 ± µ και τα ϐάρη bi = 1/2

είναι τα αντίστοιχα των τύπων ολοκλήρωσης Gauss-Legendre µε δύο σηµεία

στο [0, 1].
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Τα µητρώα (α)
0 0 0 0
1

2
0 0

1

2
−1 2 0 1
1
6

2
3

1
6

(ϐ)
0 0 0 0
1

3
0 0

1

3
0 2/3 0 2/3
1
4 0 3

4

(γ)
0 0 0 0
1

2
0 0

1

2
0 3/4 0 3/4
2
9 1/3 4

9

δίνουν (α) τη µέθοδο RK 3ης τάξης, (ϐ) µέθοδο Heun 3ης τάξης και (γ) τη

µέθοδο Ralston
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Η κλασσική µέθοδος Runge-Kutta (RK)
Η άµεση µέθοδος αυτή έχει τέσσερα στάδια και ακρίβεια επίσης τέσσερα

(p = 4). ∆ίνεται από το µητρώο

0 0 0 0 0
1

2
0 0 0

1

2

0
1

2
0 0

1

2
0 0 1 0 1
1
6

1
3

1
3

1
6
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Η κλασσική µέθοδος Runge-Kutta (RK)
Η άµεση µέθοδος αυτή έχει τέσσερα στάδια και ακρίβεια επίσης τέσσερα

(p = 4). ∆ίνεται από το µητρώο

0 0 0 0 0
1

2
0 0 0

1

2

0
1

2
0 0

1

2
0 0 1 0 1
1
6

1
3

1
3

1
6

Συνεπώς 
kn,1 = f(tn,1, yn) = f(tn, yn)

kn,2 = f(tn,2, yn + ha21k
n,1) = f(tn + h

2 , y
n + h1

2k
n,1)

kn,3 = · · · = f(tn + h
2 , y

n + h1
2k
n,2)

kn,4 = · · · = f(tn+1, yn + hkn,3)

(15)
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Η κλασσική µέθοδος Runge-Kutta (RK)
Η άµεση µέθοδος αυτή έχει τέσσερα στάδια και ακρίβεια επίσης τέσσερα

(p = 4). ∆ίνεται από το µητρώο

0 0 0 0 0
1

2
0 0 0

1

2

0
1

2
0 0

1

2
0 0 1 0 1
1
6

1
3

1
3

1
6

Συνεπώς 
kn,1 = f(tn,1, yn) = f(tn, yn)

kn,2 = f(tn,2, yn + ha21k
n,1) = f(tn + h

2 , y
n + h1

2k
n,1)

kn,3 = · · · = f(tn + h
2 , y

n + h1
2k
n,2)

kn,4 = · · · = f(tn+1, yn + hkn,3)

(15)

Από την (8) έχουµε ότι το κάθε ϐήµα της µεθόδου τελικά δίνεται από

yn+1 = yn + h
(1
6
kn,1 +

1

3
kn,2 +

1

3
kn,3 +

1

6
kn,4

)
︸ ︷︷ ︸

φ

(16)
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Γεωµετρική ερµηνεία ενός βήµατος της µεθόδου RK 4 σταδίων
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΄Ασκηση Με τη µέθοδο Runge-Kutta τέταρτης τάξης, να ϐρεθεί η

προσεγγιστική λύση του Π.Α.Τ.

y′(t) =
−y(t)
1 + t

, t ∈ [0, 0.2],

µε y(0) = y0 = 1 και ϐήµα h = 0.05.
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΄Ασκηση Με τη µέθοδο Runge-Kutta τέταρτης τάξης, να ϐρεθεί η

προσεγγιστική λύση του Π.Α.Τ.

y′(t) =
−y(t)
1 + t

, t ∈ [0, 0.2],

µε y(0) = y0 = 1 και ϐήµα h = 0.05.

Λύση Τα υποδιαστήµατα είναι N = (b− a)/h = (0.2− 0)/0.05 = 4 τότε για

τον υπολογισµό του y1
hk0,1 = hf(t0, y0) = −y0

1+t0
= −1

1+0 = −1
hk0,2 = hf(t0 + h

2 , y
0 + h1

2k
0,1) = −0.04637195

hk0,3 = · · · = hf(t0 + h
2 , y

0 + h1
2k

0,2) = −0.04654466
hk0,4 = · · · = hf(t0 + h, y0 + hk0,3) = −0.04328938

(17)

οπότε
y1 = y0 +

(1
6
k0,1 +

1

3
k0,2 +

1

3
k0,3 +

1

6
k0,4

)
= 0.9534795

Εργαζόµενοι µε το ίδιο τρόπο για n = 1, 2, 3 ϐρίσκουµε τα y2, y3, y4.
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Ευστάθεια των άµεσων Runge-Kutta

Αν όπου p η τάξη ακρίβειας των µεθόδων στο παρακάτω σχήµα ϐλέπουµε τις

περιοχές απόλυτης ευστάθειας στο αριστερό µιγαδικό ηµι-επίπεδο.
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΄Ασκηση

Για τη ∆.Ε. y′ = sin(t) + e−t, y(0) = 0 εφαρµόστε την κλασσική µέθοδο RK

και επιβεβαιώστε τα παρακάτω αποτελέσµατα. (∆ίνεται ότι η ακριβής λύση

είναι y(t) = 2− e−t − cos(t).)
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Σύγκριση Ακρίβειας-Υπολογιστικού κόστους
΄Εστω το πρόβληµα y′ = y cos(t), y(0) = 1 και ϑέλουµε µια εκτίµηση του

y(10).
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Σύγκριση Ακρίβειας-Υπολογιστικού κόστους
΄Εστω το πρόβληµα y′ = y cos(t), y(0) = 1 και ϑέλουµε µια εκτίµηση του

y(10).

Παρατηρούµε ότι καθώς η τάξη ακρίβειας των µεθόδων αυξάνεται, το απαιτούµενο κόστος

(µε ϐάση τους υπολογισµούς της f ) για να προσεγγισθεί η λύση, π.χ. µε σφάλµα ε < 10−6

µειώνεται δραµατικά.
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