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ΚΕΦ. 6: Αριθµητικές Μέθοδοι Επίλυσης Προβληµάτων Αρχικών
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ΚΕΦ. 6: Αριθµητικές Μέθοδοι Επίλυσης Προβληµάτων Αρχικών
Τιµών (Π.Α.Τ) για Συνήθης ∆ιαφορικές Εξισώσεις (Σ.∆.Ε)

• Πολλά προβλήµατα στις ϑετικές επιστήµες και την τεχνολογία διατυπώνονται

µε διαφορικές εξισώσεις, οι οποίες εκφράζουν διάφορα ϕαινόµενα και

χρησιµοποιούν ορισµένες τιµές, που υπάρχουν στην αρχή του αντίστοιχου

ϕαινοµένου (αρχικές συνθήκες).
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µε διαφορικές εξισώσεις, οι οποίες εκφράζουν διάφορα ϕαινόµενα και

χρησιµοποιούν ορισµένες τιµές, που υπάρχουν στην αρχή του αντίστοιχου

ϕαινοµένου (αρχικές συνθήκες).

• Στις περισσότερες καταστάσεις οι διαφορική εξίσωση είναι πολύ περίπλοκη

για να λυθεί αναλυτικά. Υπάρχουν όµως προσεγγιστικές µέθοδοι για την

επίλυσή τους που δίνουν τα ακριβέστερα δυνατά αποτελέσµατα και

ϱεαλιστικές πληροφορίες σφάλµατος.
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επίλυσή τους που δίνουν τα ακριβέστερα δυνατά αποτελέσµατα και

ϱεαλιστικές πληροφορίες σφάλµατος.

• Οι προσεγγιστικές αυτές µέθοδοι δεν παράγουν µια συνεχή προσέγγιση

στη λύση του Π.Α.Τ αλλά ορίζουν προσεγγίσεις σε συγκεκριµένα (και
συνήθως ισαπέχοντα) σηµεία (π.χ. στο χρόνο) της ανεξάρτητης µεταβλητής.
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Προβλήµατα Αρχικών Τιµών (Π.Α.Τ)

΄Εστω [a, b] ⊂ R και συνάρτηση f : [a, b]×R→ R. Το τυπικό πρόβληµα

αρχικών τιµών δίνεται ώς εξής :
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Προβλήµατα Αρχικών Τιµών (Π.Α.Τ)

΄Εστω [a, b] ⊂ R και συνάρτηση f : [a, b]×R→ R. Το τυπικό πρόβληµα

αρχικών τιµών δίνεται ώς εξής :

Ζητάµε µία συνάρτηση y(t) : [a, b]→ R, τέτοια ώστε :y′(t) = f
(
t, y(t)

)
, a ≤ t ≤ b

y(a) = y0 (αρχική συνθήκη)

(1)

Κάθε συνάρτηση y(t) ∈ C1[a, b] για την οποία ισχύει η (1) λέγεται λύση του
Π.Α.Τ.
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y(a) = y0 (αρχική συνθήκη)

(1)

Κάθε συνάρτηση y(t) ∈ C1[a, b] για την οποία ισχύει η (1) λέγεται λύση του
Π.Α.Τ.

• Το πρόβληµα (1) µπορεί να έχει µία, άπειρες ή καµία λύση στο [a, b],

πράγµα που ϑα πρέπει να γνωρίζουµε πρίν προσπαθήσουµε να

προσεγγίσουµε τη λύση.
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Από τη ϑεωρεία των διαφορικών εξισώσεων είναι γνωστό ότι αν η f(x, y)

είναι συνεχής στο κυρτό σύνολο S µε

S ≡ {(t, y) : a ≤ t ≤ b,−∞ < y < +∞}

και ικανοποιεί µια συνθήκη Lipshitz στο S µε σταθερά L(> 0), δηλ.

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L|y1 − y2|

τότε το πρόβληµα αρχικών τιµών (1) έχει µοναδική λύση για κάθε t ∈ [a, b].
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Από τη ϑεωρεία των διαφορικών εξισώσεων είναι γνωστό ότι αν η f(x, y)
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|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L|y1 − y2|

τότε το πρόβληµα αρχικών τιµών (1) έχει µοναδική λύση για κάθε t ∈ [a, b].

• Στα επόµενα ϑα υποθέτουµε ότι το Π.Α.Τ (1) έχει (πάντα) λύση και ϑα

παρουσιάσουµε αριθµητικές µεθόδους που δίνουν την προσεγγιστική λύση

(τιµή) της y(t) σε τυχόν σηµείο t ∈ (a, b].
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παρουσιάσουµε αριθµητικές µεθόδους που δίνουν την προσεγγιστική λύση

(τιµή) της y(t) σε τυχόν σηµείο t ∈ (a, b].

• Στη συνέχεια διαιρούµε το [a, b] σε N ίσα υποδιαστήµατα µε σηµεία

tn = a+ nh, n = 0, . . . , N, h = (b− a)/N (βήµα ολοκλήρωσης)

και υπολογίζουµε προσεγγίσεις yn των πραγµατικών τιµών y(tn), n = 1, . . . N,

yn ≈ y(tn)
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∆ιακριτοποίηση της λύσης του Π.Α.Τ. (1) µε αρχ. συνθήκη y(t0)=y(a)=a=y0
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Η (άµεση) µέθοδος Euler
• Είναι η απλούστερη αριθµητική µέθοδος επίλυσης Π.Α.Τ για Σ.∆.Ε.

• Χρησιµοποιείται σπάνια στη πράξη, αλλά λόγω της απλότητάς της ϐοηθά στη

κατανόηση εννοιών και ϕαινοµένων που περιλαµβάνονται στην κατασκευή πιο

προηγµένων µεθόδων.
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• Χρησιµοποιείται σπάνια στη πράξη, αλλά λόγω της απλότητάς της ϐοηθά στη

κατανόηση εννοιών και ϕαινοµένων που περιλαµβάνονται στην κατασκευή πιο

προηγµένων µεθόδων.

΄Εστω το καλός ορισµένο πρόβληµα αρχ. τιµών,y′(t) = f
(
t, y(t)

)
, a ≤ t ≤ b

y(a) = y0 (αρχική συνθήκη)

(2)

και ένας οµοιόµορφος διαµερισµός του [a, b] µε a = t0 < t1 < · · · tN . Οι

προσεγγίσεις y1, y2, . . . , yN τις οποίες δίνει η µέθοδος Euler µε ϐήµα

h = (b− a)/N και tn = a+ nh, n = 0, 1, 2, 3, . . . , N , δίνονται από τον

αναδροµικό τύπο

yn+1 = yn+hf(tn, yn), n = 0, . . . , N −1 (3)
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Η (άµεση) µέθοδος Euler

yn+1 = yn + hf(tn, yn), n = 0, . . . , N − 1

µπορεί να κατασκευαστεί ως εξής : το Π.Α.Τ (2) δίνει για t = tn

y′(tn) = f
(
tn, y(tn)

)
προσεγγίζοντας την παράγωγο y′(tn) µε πηλίκο προς τα εµπρός διαφορών
(ϐλ. αριθµητική διαφόριση/παραγώγιση)

y′(tn) ≈ y(tn+1)− y(tn)
h

υποθέτοντας τώρα ότι το yn είναι µια (καλή) προσέγγιση του y(tn) έχουµε

yn+1 − yn

h
= f(tn, yn) → yn+1 = yn + hf(tn, yn)
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Η (άµεση) µέθοδος Euler (γεωµετρική ερµηνεία)

Η y′ δίνει την κλίση της εφαπτοµένης για κάθε σηµείο της y(t). Υπολογίζουµε

την y′0 = f(t0, y0) και ϕέρνουµε την ευθεία (εφαπτόµενη) που περνά από το

(t0, y0) µε κλίση y′0. Επάνω στη εφαπτοµένη αυτή παίρνουµε το επόµενο

σηµείο (t1, y1), υπολογίζουµε τη νέα κλίση y′1 = f(t1, y1) και τη νέα ευθεία

που περνά από το (t1, y1) µε κλίση y′1 και πάνω σε αυτή την ευθεία

παίρνουµε το (t2, y2) κ.ο.κ. (κοκκινη γραµµή, µε µπλέ η ακριβής λύση.)
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Παράδειγµα
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Λύση
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Σύγκριση µε την πραγµατική (ορθή) λύση σε κάθε ϐήµα i
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Εκτίµηση σφαλµάτων στη µέθοδο του Euler. Μας ενδιαφέρει η µέτρηση

ακρίβειας (σφάλµα µεταξύ προσέγγισης, yn, και πραγµατικής τιµής y(tn))

εn = yn − y(tn)
Το σφάλµα µπορεί να προέρχεται από :

• Σφάλµατα αποκοπής (διακριτοποίησης), λόγω της τεχνικής που

εφαρµόζεται.

• Σφάλµατα λόγω πεπερασµένης ακρίβειας του υπολογιστή (σφάλµατα
στρογγύλευσης).
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• Σφάλµατα λόγω πεπερασµένης ακρίβειας του υπολογιστή (σφάλµατα
στρογγύλευσης).

Το (ολικό) σφάλµα αποκοπής (total truncation error) αποτελείται από 2 µέρη :

• Το τοπικό σφάλµα αποκοπής (δηλ. το σφάλµα που γίνεται σε ένα ϐήµα).

• Το διαδιδόµενο σφάλµα αποκοπής (δηλ. συσσώρευση σφαλµάτων από

προηγούµενα ϐήµατα).
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Το άθροισµα των δύο δίνει το ολικό σφάλµα αποκοπής

Ολικό σφάλµα αποκοπής = Τοπικό σφάλµα + ∆ιαδιδόµενο σφάλµα
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Υπολογισµός τοπικού σφάλµατος.

Κάνοντας στη µέθοδο Euler ένα µόνο ϐήµα ξεκινώντας από το σηµείο

(tn, y(tn)) (δηλ. υποθέτουµε ότι ξέρουµε την πραγµατική τιµή της y στο tn ),

τότε το τοπικό σφάλµα δn στον υπολογισµό του yn+1 µε τη µέθοδο Euler είναι :

δn =

yn+1︷ ︸︸ ︷[
y(tn) + hf

(
tn, y(tn)

)]
− y(tn+1), (4)

Αναπτύσσοντας µε Taylor το y(tn+1)

δn =

yn+1︷ ︸︸ ︷[
y(tn) + hf

(
tn, y(tn)

)]
−
[
y(tn) + hy′(tn) +

h2

2
y′′(ξn)

]
, (5)

Συνεπώς

δn = −h
2

2
y′′(ξn)

∆ηλ. η τάξη του τοπικού σφάλµατος όταν το h→ 0 είναι δύο, δηλ. O(h2).
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Υπολογισµός ολικού σφάλµατος.

Θεώρηµα : ΄Εστω το Π.Α.Τ. (2) και y ∈ C2[a, b] η λύση του. ΄Αν

y0, y1, . . . , yN οι προσεγγίσεις που δίνει η µέθοδος Euler µε ϐήµα

h = (b− a)/N , τότε ισχύει

max
0≤n≤N

|yn − y(tn)| ≤ M

2L

(
eL(b−a) − 1

)
h = Ch (6)

όπου L η σταθερά Lipshitz και M = max
t∈[a,b]

|y′′(t)|.
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Υπολογισµός ολικού σφάλµατος.
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2L

(
eL(b−a) − 1

)
h = Ch (6)

όπου L η σταθερά Lipshitz και M = max
t∈[a,b]

|y′′(t)|.

• Παρατηρούµε ότι το ϕράγµα του ολικού σφάλµατος είναι O(h), για αυτό

λέµε ότι η τάξη ακρίβειας της µεθόδου Euler είναι ένα (παρ’ολο που το

τοπικό σφάλµα είναι O(h2)).
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λέµε ότι η τάξη ακρίβειας της µεθόδου Euler είναι ένα (παρ’ολο που το

τοπικό σφάλµα είναι O(h2)).

• Αποδεικνύεται επίσης ότι το ολικό σφάλµα στρογγύλευσης είναι O(h).
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΄Ασκηση : Με τη µέθοδο Euler να ϐρεθεί η προσεγγιστική λύση του Π.Α.Τ. στο

x = 4 για h = 0.5 και h = 0.25

y′(x) = −2x3 + 12x2 − 20x+ 8.5, y(0) = 1
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Ευστάθεια της (άµεσης) µεθόδου του Euler

Θεωρούµε το απλό Π.Α.Τ (δοκιµής){
y′(t) = λy, λ < 0, t ∈ [0,∞)

y(0) = 1 (αρχική συνθήκη)
(7)

Η ακριβής λύση του (7) είναι y(t) = eλt (και ϕθίνει εκθετικά καθώς t→∞.)
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Θεωρούµε το απλό Π.Α.Τ (δοκιµής){
y′(t) = λy, λ < 0, t ∈ [0,∞)

y(0) = 1 (αρχική συνθήκη)
(7)

Η ακριβής λύση του (7) είναι y(t) = eλt (και ϕθίνει εκθετικά καθώς t→∞.)

΄Εστω tn = nh τότε η µέθοδος Euler δίνει{
yn+1 = yn + hλyn, n ≥ 0

y0 = 1
⇒ yn = (1 + hλ)n (8)
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Ευστάθεια της (άµεσης) µεθόδου του Euler

Θεωρούµε το απλό Π.Α.Τ (δοκιµής){
y′(t) = λy, λ < 0, t ∈ [0,∞)

y(0) = 1 (αρχική συνθήκη)
(7)

Η ακριβής λύση του (7) είναι y(t) = eλt (και ϕθίνει εκθετικά καθώς t→∞.)

΄Εστω tn = nh τότε η µέθοδος Euler δίνει{
yn+1 = yn + hλyn, n ≥ 0

y0 = 1
⇒ yn = (1 + hλ)n (8)

Τότε για t σταθερό, έστω t = nh, καθώς h→ 0 τότε n→∞

yn = (1 + hλ)n =
(
1 +

λt

n

)n
→ eλt, για n→∞.
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. . . Ευστάθεια της (άµεσης) µεθόδου του Euler
Στη πράξη όµως οι υπολογισµοί γίνονται µε µικρό αλλά ϑετικό h. Από την (8)

έχουµε |yn| = |1 + hλ|n καί συνεπώς καθώς n→∞ δηλ. καθώς

tn = nh→∞:

|yn| → 0, εφόσον |1 + λh| < 1,

|yn| = 1, εφόσον |1 + λh| = 1, (λάθος συµπεριφορά)

|yn| → ∞, εφόσον |1 + λh| > 1, (αποκλίνει)
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. . . Ευστάθεια της (άµεσης) µεθόδου του Euler
Στη πράξη όµως οι υπολογισµοί γίνονται µε µικρό αλλά ϑετικό h. Από την (8)

έχουµε |yn| = |1 + hλ|n καί συνεπώς καθώς n→∞ δηλ. καθώς

tn = nh→∞:

|yn| → 0, εφόσον |1 + λh| < 1,

|yn| = 1, εφόσον |1 + λh| = 1, (λάθος συµπεριφορά)

|yn| → ∞, εφόσον |1 + λh| > 1, (αποκλίνει)

Συνεπώς οι προσεγγίσεις yn µιµούνται τη λύση y(t) = eλt µόνο όταν

|1 + λh| < 1.
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. . . Ευστάθεια της (άµεσης) µεθόδου του Euler
Στη πράξη όµως οι υπολογισµοί γίνονται µε µικρό αλλά ϑετικό h. Από την (8)

έχουµε |yn| = |1 + hλ|n καί συνεπώς καθώς n→∞ δηλ. καθώς

tn = nh→∞:

|yn| → 0, εφόσον |1 + λh| < 1,

|yn| = 1, εφόσον |1 + λh| = 1, (λάθος συµπεριφορά)

|yn| → ∞, εφόσον |1 + λh| > 1, (αποκλίνει)

Συνεπώς οι προσεγγίσεις yn µιµούνται τη λύση y(t) = eλt µόνο όταν

|1 + λh| < 1.

Ορισµός 1: Λέµε ότι µια αριθµητική µέθοδος για τη λύση Π.Α.Τ. είναι

απόλυτα ευσταθής για κάποιο h > 0, αν, όταν εφαρµοστεί στο πρόβληµα

δοκιµής (7) δίνει προσεγγίσεις yn που τείνουν στο 0 καθώς n→∞.

Το διάστηµα I της µορφής (α, 0), τ.ω. η µέθοδος να είναι η µέθοδος απόλυτα

ευσταθής για λh ∈ I , λέγεται διάστηµα απόλυτης ευστάθειας της µεθόδου.
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. . . Ευστάθεια της (άµεσης) µεθόδου του Euler

΄Αρα η µέθοδος Euler είναι απόλυτα ευσταθής για 0 < h <
−2
λ

, δηλ. το

διάστηµα απόλυτης ευστάθειάς της είναι το I = (−2, 0).
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. . . Ευστάθεια της (άµεσης) µεθόδου του Euler

΄Αρα η µέθοδος Euler είναι απόλυτα ευσταθής για 0 < h <
−2
λ

, δηλ. το

διάστηµα απόλυτης ευστάθειάς της είναι το I = (−2, 0).

΄Αν |λ| � η συνθήκη 0 < h <
−2
λ

αποτελεί σοβαρό περιορισµό στο µέγιστο

επιτρεπόµενο ϐήµα h για να πάρουµε αποδεκτές προσεγγίσεις yn για το

πρόβληµα δοκιµής.
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. . . Ευστάθεια της (άµεσης) µεθόδου του Euler

΄Αρα η µέθοδος Euler είναι απόλυτα ευσταθής για 0 < h <
−2
λ

, δηλ. το

διάστηµα απόλυτης ευστάθειάς της είναι το I = (−2, 0).

΄Αν |λ| � η συνθήκη 0 < h <
−2
λ

αποτελεί σοβαρό περιορισµό στο µέγιστο

επιτρεπόµενο ϐήµα h για να πάρουµε αποδεκτές προσεγγίσεις yn για το

πρόβληµα δοκιµής.

Επέκταση του ορισµού απόλυτης ευστάθειας (λ µιγαδικός)
Θεωρούµε το Π.Α.Τ (δοκιµής){

y′(t) = λy, λ ∈ C, Reλ < 0, t ∈ [0,∞)

y(0) = 1,
(9)

του οποίου η λύση1 είναι y : [0,∞]→ C µε y(t) = eλt και

|y(t)| = e(Reλ)t→ 0, t→∞.

1 d
dt(e

ibt) = −b sin(bt) + ib cos(t) = ib(cos(bt) + i sin(bt)) = ib(eibt)
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. . . Ευστάθεια της (άµεσης) µεθόδου του Euler
Ορισµός 2: Λέµε ότι µια αριθµητική µέθοδος για τη λύση του Π.Α.Τ (1) είναι

απόλυτα ευσταθής για κάποιο h > 0, αν, όταν εφαρµοστεί στο πρόβληµα

δοκιµής (9) δίνει προσεγγίσεις yn τέτοιες ώστε |yn| → 0 καθώς n→∞.

Η περιοχή S του µιγαδικού ηµι-επιπέδου {z ∈ C : Rez < 0}, τ.ω. η

µέθοδος να είναι απόλυτα ευσταθής αν λh ∈ S, λέγεται περιοχή απόλυτης

ευστάθειας της µεθόδου.
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. . . Ευστάθεια της (άµεσης) µεθόδου του Euler
Ορισµός 2: Λέµε ότι µια αριθµητική µέθοδος για τη λύση του Π.Α.Τ (1) είναι

απόλυτα ευσταθής για κάποιο h > 0, αν, όταν εφαρµοστεί στο πρόβληµα

δοκιµής (9) δίνει προσεγγίσεις yn τέτοιες ώστε |yn| → 0 καθώς n→∞.

Η περιοχή S του µιγαδικού ηµι-επιπέδου {z ∈ C : Rez < 0}, τ.ω. η

µέθοδος να είναι απόλυτα ευσταθής αν λh ∈ S, λέγεται περιοχή απόλυτης

ευστάθειας της µεθόδου.

Η περιοχή απόλυτης ευστάθειας της

µεθόδου Euler στο µιγαδικό επίπεδο είναι

S = {z ∈ C : Re z < 0, |1 + z| < 1}

δηλ. ο ανοιχτός δίσκος |1 + z| µε ακτίνα

1 και κέντρο το −1, ο οποίος περιέχεται

ολόκληρος στο µιγαδικό ηµι-επίπεδο.
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Παράδειγµα Ι (αστάθειας/ευστάθειας){
y′(t) = −2.3y, t ∈ [0,∞)

y(0) = 1,

Προσεγγίσεις Euler: Για h = 1 και h = 0.7, η µαύρη γραµή είναι η ακριβής

λύση.

Για ευστάθεια πρέπει 0 < h < 2/2.3 = 0.8696.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 19



Παράδειγµα ΙΙ ΄Εστω f : [0,∞)→ R µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση.

Θεωρούµε το Π.Α.Τ.{
y′(t) = λy(t) + f ′(t)− λf(t), λ ∈ C, Reλ < 0, t ∈ [0,∞)

y(0) = y0,
(10)

µε λύση :
y(t) = f(t) + eλt[y(0)− f(0)]. (11)
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Παράδειγµα ΙΙ ΄Εστω f : [0,∞)→ R µια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση.

Θεωρούµε το Π.Α.Τ.{
y′(t) = λy(t) + f ′(t)− λf(t), λ ∈ C, Reλ < 0, t ∈ [0,∞)

y(0) = y0,
(10)

µε λύση :
y(t) = f(t) + eλt[y(0)− f(0)]. (11)

Στη παραπάνω λύση αν η f δεν µεταβάλλεται γρήγορα µε το t τότε ο

δεύτερος όρος του δεξιού µέλους τείνει πολύ γρήγορα στο 0 και ο

σηµαντικός όρος είναι ο πρώτος.

Το Π.Α.Τ (10) είναι ένα τυπικό παράδειγµα άκαµπτης (ή δύσκαµπτης)

∆ιαφορικής Εξίσωσης, χαρακτηριστικό της οποίας είναι ότι η λύση του

µεταβάλλεται αργά µε το t, όταν αυτό δεν ϐρίσκεται πολύ κοντά σε κάποια

τιµή t?, περιέχει όµως µία συνιστώσα η οποία µεταβάλλεται πολύ γρήγορα

κοντά στο t?, η οποία για t κοντά στο t? δεν επηρεάζει καθόλου τη λύση.

Στο παράδειγµα t? = 0.
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Από την (11) για t = nh ισχύει (για τη πραγµατική λύση)

y(tn+1) = f(tn+1) + eλh[y(tn)− f(tn)] (12)

Η µέθοδος Euler για το Π.Α.Τ. (10) δίνει (προσέγγιση)

yn+1 = yn + h[λyn + f ′(tn)− λf(tn)]
= f(tn) + hf ′(tn) + (1 + λh)[yn − f(tn)] (13)

Συγκρίνοντας τα δεύτερα µέλη των (12) και (13) έχουµε

f(tn+1) = f(tn) + hf ′(tn) +O(h2)

και για τους άλλους όρους |eλh| < 1 γιατί Reλ < 0, ενώ η ανισότητα

|1 + λh| ≤ 1 ισχύει µόνο αν το λh ∈ S.
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Από την (11) για t = nh ισχύει (για τη πραγµατική λύση)

y(tn+1) = f(tn+1) + eλh[y(tn)− f(tn)] (12)

Η µέθοδος Euler για το Π.Α.Τ. (10) δίνει (προσέγγιση)

yn+1 = yn + h[λyn + f ′(tn)− λf(tn)]
= f(tn) + hf ′(tn) + (1 + λh)[yn − f(tn)] (13)

Συγκρίνοντας τα δεύτερα µέλη των (12) και (13) έχουµε

f(tn+1) = f(tn) + hf ′(tn) +O(h2)

και για τους άλλους όρους |eλh| < 1 γιατί Reλ < 0, ενώ η ανισότητα

|1 + λh| ≤ 1 ισχύει µόνο αν το λh ∈ S.

Στην (12) ο όρος eλh[y(tn)− f(tn)], για t πολύ κοντά στο 0, παριστάνει

απλός µια µικρή διαταραχή αν όµως στη (13) το |1 + λh| γίνει µεγάλο ο

αντίστοιχος όρος γίνεται πολύ µεγάλος.
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Παράδειγµα : y′ = −1000y + 3000− 2000e−t, y(0) = 0 µε λύση

y(t) = 3− 0.998e−1000t − 2.002e−t

Η λύση αρχικά καθορίζεται από τον πολύ γρήγορο εκθετικό όρο e−1000t και µετά από µία

µικρή περίοδο (t < 0.005) αυτός ο όρος γίνεται πάρα πολύ µικρός και η λύση καθορίζεται

από τον αργό όρο e−t.
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Παράδειγµα : y′ = −1000y + 3000− 2000e−t, y(0) = 0 µε λύση

y(t) = 3− 0.998e−1000t − 2.002e−t

Η λύση αρχικά καθορίζεται από τον πολύ γρήγορο εκθετικό όρο e−1000t και µετά από µία

µικρή περίοδο (t < 0.005) αυτός ο όρος γίνεται πάρα πολύ µικρός και η λύση καθορίζεται

από τον αργό όρο e−t.

• Σκοπός µας είναι να αναζητήσουµε αριθµητικές µεθόδους για την επίλυση

του Π.Α.Τ. (10), οι οποίες να έχουν µεγάλες περιοχές απόλυτης ευστάθειας.

• Μέθοδοι των οποίων η περιοχή απόλυτης ευστάθειας περιέχει ολόκληρο το
αριστερό µιγαδικό ηµι-επίπεδο λέγονται Α-ευσταθείς.
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Η πεπλεγµένη (ρητή) µέθοδος του Euler

Προσεγγίζοντας την παράγωγο y′(tn) µε πηλίκο προς τα πίσω διαφορών
(ϐλ. αριθµητική διαφόριση)

y′(tn) ≈ y(tn)− y(tn−1)
h

υποθέτοντας τώρα ότι το yn είναι µια καλή προσέγγιση του y(tn) έχουµε

yn − yn−1

h
= f(tn, yn)

και οδηγούµαστε στη πεπλεγµένη µέθοδο του Euler

yn+1 = yn + hf(tn+1, yn+1), n = 0, . . . , N − 1 (14)
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. . . Η πεπλεγµένη µέθοδος του Euler

• Για να υπολογιστεί η (µοναδική) προσέγγιση yn+1 από τη (14) απαιτείται η

λύση µίας µή γραµµικής εξίσωσης (ϐλ. Κεφ. 2) µε x = yn+1. Η συνάρτηση

φ(x) = yn + f(tn+1, x) είναι συστολή στο R και έχει µοναδικό σταθερό

σηµείο το yn+1, συνεπώς µπορεί να εφαρµοστεί (για λίγα ϐήµατα) η

επαναληπτική µέθοδος xk+1 = φ(xk) µε x0 = yn, και να δώσει καλή

προσέγγιση της ϱίζας x? = yn+1.
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. . . Η πεπλεγµένη µέθοδος του Euler

• Για να υπολογιστεί η (µοναδική) προσέγγιση yn+1 από τη (14) απαιτείται η

λύση µίας µή γραµµικής εξίσωσης (ϐλ. Κεφ. 2) µε x = yn+1. Η συνάρτηση

φ(x) = yn + f(tn+1, x) είναι συστολή στο R και έχει µοναδικό σταθερό

σηµείο το yn+1, συνεπώς µπορεί να εφαρµοστεί (για λίγα ϐήµατα) η

επαναληπτική µέθοδος xk+1 = φ(xk) µε x0 = yn, και να δώσει καλή

προσέγγιση της ϱίζας x? = yn+1.

• Εάν εφαρµόσουµε την µέθοδο (14) στο πρόβληµα δοκιµής (9) τότε οι

προσεγγίσης τις λύσης δίνονται ως yn = 1
(1−λh)n .

Η περιοχή απόλυτης ευστάθειας

είναι όλο το αριστερό µιγαδικό ηµι-επίπεδο

γιατί |1− λh| ≥ 1, αφού Reλ ≤ 0.

΄Αρα η πεπλεγµένη

µέθοδος Euler είναι Α-ευσταθής.
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Παρατηρήσεις

• Η πεπλεγµένη µέθοδος του Euler έχει καλύτερες ιδιότητες ευστάθειας και

είναι κατάλληλη για επίλυση άκαµπτων µή-γραµµικών προβληµάτων.
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Παρατηρήσεις

• Η πεπλεγµένη µέθοδος του Euler έχει καλύτερες ιδιότητες ευστάθειας και

είναι κατάλληλη για επίλυση άκαµπτων µή-γραµµικών προβληµάτων.

• Για τον υπολογισµό της λύσης yn+1 µπορούν να εφαρµοστούν µέθοδοι

επίλυσης µή-γραµµικών εξισώσεων όπως η µέθοδος σταθερού σηµείου ή η

µέθοδος Newton-Raphson.
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Παρατηρήσεις

• Η πεπλεγµένη µέθοδος του Euler έχει καλύτερες ιδιότητες ευστάθειας και

είναι κατάλληλη για επίλυση άκαµπτων µή-γραµµικών προβληµάτων.

• Για τον υπολογισµό της λύσης yn+1 µπορούν να εφαρµοστούν µέθοδοι

επίλυσης µή-γραµµικών εξισώσεων όπως η µέθοδος σταθερού σηµείου ή η

µέθοδος Newton-Raphson.

• Η πεπλεγµένη µέθοδος του Euler έχει και αυτή, όπως µπορεί να αποδειχθεί,

τάξη ακρίβειας ίση µε ένα, δηλ. ισχύει η εκτίµηση ολικού σφάλµατος της

µορφής :

max
0≤n≤N

|yn − y(tn)| ≤ Ch

για κάποια σταθερά C ανεξάρτητη του h.
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΄Ασκηση : Με τις µεθόδους (a) Euler και (b) πεπλεγµένη Euler να ϐρεθεί η

προσεγγιστική λύση του Π.Α.Τ. για διαφορες τιµές του h

y′(t) = −1000y + 3000− 2000e−t, y(0) = 0
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΄Ασκηση : Με τις µεθόδους (a) Euler και (b) πεπλεγµένη Euler να ϐρεθεί η

προσεγγιστική λύση του Π.Α.Τ. για διαφορες τιµές του h

y′(t) = −1000y + 3000− 2000e−t, y(0) = 0
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΄Ασκηση : Με τη πεπλεγµένη Euler να ϐρεθεί η προσεγγιστική λύση του Π.Α.Τ.

για t = π µε h = π/2

y′(t) = sin(y), y(0) = y0 = 1
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΄Ασκηση : Με τη πεπλεγµένη Euler να ϐρεθεί η προσεγγιστική λύση του Π.Α.Τ.

για t = π µε h = π/2

y′(t) = sin(y), y(0) = y0 = 1

Λύση

y1 = y0 + h · sin(y1) = 1 +
π

2
sin(y1),

άρα έχουµε µε x = y1 να λύσουµε την g(x) = x− 1− π
2 sin(x) = 0, π.χ. µε

τη µέθοδο σταθερού σηµείου xk+1 = φ(xk) µε x0 = 1 έχουµε (αν η

φ(x) = 1 + 0.5π sin(x) ικανοποιεί το Θ. συστολής)

x1 = 1 + 0.5π sin(x0) ≈ 2.3218

x2 = 1 + 0.5π sin(x1) ≈ 2.1483

. . . . . .

x? ≈ 2.2359 = y1 (ακριβής τιµή y(π/2) = 2.414)
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΄Ασκηση : Με τη πεπλεγµένη Euler να ϐρεθεί η προσεγγιστική λύση του Π.Α.Τ.

για t = π µε h = π/2

y′(t) = sin(y), y(0) = y0 = 1

Λύση

y1 = y0 + h · sin(y1) = 1 +
π

2
sin(y1),

άρα έχουµε µε x = y1 να λύσουµε την g(x) = x− 1− π
2 sin(x) = 0, π.χ. µε

τη µέθοδο σταθερού σηµείου xk+1 = φ(xk) µε x0 = 1 έχουµε (αν η

φ(x) = 1 + 0.5π sin(x) ικανοποιεί το Θ. συστολής)

x1 = 1 + 0.5π sin(x0) ≈ 2.3218

x2 = 1 + 0.5π sin(x1) ≈ 2.1483

. . . . . .

x? ≈ 2.2359 = y1 (ακριβής τιµή y(π/2) = 2.414)

Το δεύτερο ϐήµα : y2 = y1 + h · sin(y2) = 2.2359 + π
2 sin(y

2)
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΄Εχουµε να λύσουµε την εξίσωση g(x) = x− 2.2359− π
2 sin(x) = 0, έστω

τώρα µε τη µέθοδο Newton-Raphson: xk+1 = xk −
g(xk)

g′(xk)
, x0 = 2.2359,
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΄Εχουµε να λύσουµε την εξίσωση g(x) = x− 2.2359− π
2 sin(x) = 0, έστω

τώρα µε τη µέθοδο Newton-Raphson: xk+1 = xk −
g(xk)

g′(xk)
, x0 = 2.2359,

x1 = x0 −
g(x0)

g′(x0)
= 2.2359− −1.5708 sin(2.2359)

1− 1.5708 cos(2.1359)
≈ 2.86349

x2 = x1 −
g(x1)

g′(x1)
= · · · · · · ≈ 2.78527

x3 ≈ 2.78469 . . . x4 ≈ 2.78469
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΄Εχουµε να λύσουµε την εξίσωση g(x) = x− 2.2359− π
2 sin(x) = 0, έστω

τώρα µε τη µέθοδο Newton-Raphson: xk+1 = xk −
g(xk)

g′(xk)
, x0 = 2.2359,

x1 = x0 −
g(x0)

g′(x0)
= 2.2359− −1.5708 sin(2.2359)

1− 1.5708 cos(2.1359)
≈ 2.86349

x2 = x1 −
g(x1)

g′(x1)
= · · · · · · ≈ 2.78527

x3 ≈ 2.78469 . . . x4 ≈ 2.78469

Αρα

y2 ≈ 2.78469(≈ y(π) = 2.983).
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Η µέθοδος Euler για συστήµατα ∆.Ε.

~x′(t) = A(t)~x(t) + ~g(t) ή ~x′ = A~x+ ~g

Η λύση είναι ένα διάνυσµα συναρτήσεων ~x που ικανοποιεί το σύστηµα.
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Η µέθοδος Euler για συστήµατα ∆.Ε.

~x′(t) = A(t)~x(t) + ~g(t) ή ~x′ = A~x+ ~g

Η λύση είναι ένα διάνυσµα συναρτήσεων ~x που ικανοποιεί το σύστηµα.

Παράδειγµα: οι εξισώσεις

x′1(t) = 2tx1 + etx2 + t2 = f1(t, x1, x2)

x′2(t) =
x1
t
− x2 + et = f2(t, x1, x2)
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Η µέθοδος Euler για συστήµατα ∆.Ε.

~x′(t) = A(t)~x(t) + ~g(t) ή ~x′ = A~x+ ~g

Η λύση είναι ένα διάνυσµα συναρτήσεων ~x που ικανοποιεί το σύστηµα.

Παράδειγµα: οι εξισώσεις

x′1(t) = 2tx1 + etx2 + t2 = f1(t, x1, x2)

x′2(t) =
x1
t
− x2 + et = f2(t, x1, x2)

Γράφονται στη µορφή

~x′ =

[
2t et

1/t −1

]
~x+

[
t2

et

]
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Η µέθοδος Euler για συστήµατα ∆.Ε.

~x′(t) = A(t)~x(t) + ~g(t) ή ~x′ = A~x+ ~g

Η λύση είναι ένα διάνυσµα συναρτήσεων ~x που ικανοποιεί το σύστηµα.

Παράδειγµα: οι εξισώσεις

x′1(t) = 2tx1 + etx2 + t2 = f1(t, x1, x2)

x′2(t) =
x1
t
− x2 + et = f2(t, x1, x2)

Γράφονται στη µορφή

~x′ =

[
2t et

1/t −1

]
~x+

[
t2

et

]

• Αν ~g = ~0 το σύστηµα λέγεται οµογενές
• Αν ο A ανεξάρτητος από το t τότε έχει σταθερούς συντελεστές
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Παράδειγµα (οµογενές γραµµικό µε σταθερούς συντελεστές σύστηµα)

x′1 = x1

x′2 = x1 − x2
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Παράδειγµα (οµογενές γραµµικό µε σταθερούς συντελεστές σύστηµα)

x′1 = x1

x′2 = x1 − x2
Με αρχικές συνθήκες x1(0) = 1, x2(0) = 2
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Παράδειγµα (οµογενές γραµµικό µε σταθερούς συντελεστές σύστηµα)

x′1 = x1

x′2 = x1 − x2
Με αρχικές συνθήκες x1(0) = 1, x2(0) = 2

~x′ =

[
1 0

1 −1

]
~x, ~x(0) =

[
1

2

]
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Παράδειγµα (οµογενές γραµµικό µε σταθερούς συντελεστές σύστηµα)

x′1 = x1

x′2 = x1 − x2
Με αρχικές συνθήκες x1(0) = 1, x2(0) = 2

~x′ =

[
1 0

1 −1

]
~x, ~x(0) =

[
1

2

]
΄Εχει λύσεις τις

x1(t) = c1e
t

και x2(t) =
c1
2
et + c2e

−t
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Παράδειγµα (οµογενές γραµµικό µε σταθερούς συντελεστές σύστηµα)

x′1 = x1

x′2 = x1 − x2
Με αρχικές συνθήκες x1(0) = 1, x2(0) = 2

~x′ =

[
1 0

1 −1

]
~x, ~x(0) =

[
1

2

]
΄Εχει λύσεις τις

x1(t) = c1e
t

και x2(t) =
c1
2
et + c2e

−t

X(t) =

[
et 0
1
2e
t e−t

]
X(0)~c = ~x(0) ⇒

[
1 0
1
2 1

]
~c =

[
1

2

]
⇒ ~c =

[
1

3/2

]
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Η µέθοδος Euler δίνει

xn+1
1 = xn1 + hf1(t

n, xn1 , x
n
2)

xn+1
2 = xn2 + hf2(t

n, xn1 , x
n
2)
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Η µέθοδος Euler δίνει

xn+1
1 = xn1 + hf1(t

n, xn1 , x
n
2)

xn+1
2 = xn2 + hf2(t

n, xn1 , x
n
2)

Στο προηγούµενο παράδειγµα για h = 0.5 (για 3 ϐήµατα της µεθόδου)

x11 = x01 + 0.5f1(t
0, x01, x

0
2) = 1 + 0.5 · 1 = 1.5

x12 = x02 + 0.5f2(t
0, x01, x

0
2) = 2 + 0.5 · (1− 2) = 1.5

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 31



Η µέθοδος Euler δίνει

xn+1
1 = xn1 + hf1(t

n, xn1 , x
n
2)

xn+1
2 = xn2 + hf2(t

n, xn1 , x
n
2)

Στο προηγούµενο παράδειγµα για h = 0.5 (για 3 ϐήµατα της µεθόδου)

x11 = x01 + 0.5f1(t
0, x01, x

0
2) = 1 + 0.5 · 1 = 1.5

x12 = x02 + 0.5f2(t
0, x01, x

0
2) = 2 + 0.5 · (1− 2) = 1.5

x21 = x11 + 0.5f1(t
1, x11, x

1
2) = 1.5 + 0.5 · 1.5 = 2.25

x22 = x12 + 0.5f2(t
1, x11, x

1
2) = 1.5 + 0.5 · (1.5− 1.5) = 1.5
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Η µέθοδος Euler δίνει

xn+1
1 = xn1 + hf1(t

n, xn1 , x
n
2)

xn+1
2 = xn2 + hf2(t

n, xn1 , x
n
2)

Στο προηγούµενο παράδειγµα για h = 0.5 (για 3 ϐήµατα της µεθόδου)

x11 = x01 + 0.5f1(t
0, x01, x

0
2) = 1 + 0.5 · 1 = 1.5

x12 = x02 + 0.5f2(t
0, x01, x

0
2) = 2 + 0.5 · (1− 2) = 1.5

x21 = x11 + 0.5f1(t
1, x11, x

1
2) = 1.5 + 0.5 · 1.5 = 2.25

x22 = x12 + 0.5f2(t
1, x11, x

1
2) = 1.5 + 0.5 · (1.5− 1.5) = 1.5

x31 = x21 + 0.5f1(t
2, x21, x

2
2) = 2.25 + 0.5 · 2.25 = 3.375

x32 = x22 + 0.5f2(t
2, x21, x

2
2) = 1.5 + 0.5 · (2.25− 1.5) = 1.875
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Η πεπλεγµένη µέθοδος Euler δίνει

xn+1
1 = xn1 + hf1(t

n+1, xn+1
1 , xn+1

2 )

xn+1
2 = xn2 + hf2(t

n+1, xn+1
1 , xn+1

2 )
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Η πεπλεγµένη µέθοδος Euler δίνει

xn+1
1 = xn1 + hf1(t

n+1, xn+1
1 , xn+1

2 )

xn+1
2 = xn2 + hf2(t

n+1, xn+1
1 , xn+1

2 )

Στο προηγούµενο παράδειγµα για h = 0.5 (για το πρώτο ϐήµα)

x11 = x01 + 0.5f1(t
1, x11, x

1
2) = 1 + 0.5 · x11 ⇒ x11 = 2

x12 = x02 + 0.5f2(t
1, x11, x

1
2) = 2 + 0.5 · (x11 − x12) ⇒ x12 = 2

ϐάζοντας το x11 που υπολογίσαµε στη δεύτερη εξίσωση. ΄Οµως, γενικά, για

οµογενές (γραµµικό) σύστηµα ∆.Ε.
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Η πεπλεγµένη µέθοδος Euler δίνει

xn+1
1 = xn1 + hf1(t

n+1, xn+1
1 , xn+1

2 )

xn+1
2 = xn2 + hf2(t

n+1, xn+1
1 , xn+1

2 )

Στο προηγούµενο παράδειγµα για h = 0.5 (για το πρώτο ϐήµα)

x11 = x01 + 0.5f1(t
1, x11, x

1
2) = 1 + 0.5 · x11 ⇒ x11 = 2

x12 = x02 + 0.5f2(t
1, x11, x

1
2) = 2 + 0.5 · (x11 − x12) ⇒ x12 = 2

ϐάζοντας το x11 που υπολογίσαµε στη δεύτερη εξίσωση. ΄Οµως, γενικά, για

οµογενές (γραµµικό) σύστηµα ∆.Ε.

~xn+1 = ~xn + h ·A(tn+1)~xn+1 ⇒
(
I− hA(tn+1)

)
~xn+1 = ~xn

δηλ. έχουµε να λύσουµε ένα γραµµικό σύστηµα εξισώσεων της µορφής

B~x = ~b σε κάθε ϐήµα.
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Παράδειγµα (ποιό γενική περίπτωση συστήµατος 3 γραµµικών ∆.Ε.)

~x′ =

 2t et t2

t3 −1 t

e−t 2 −t

 ~x+

 t2

et

t

 = A(t)~x+ ~g(t), ~x(0) = ~x0
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Παράδειγµα (ποιό γενική περίπτωση συστήµατος 3 γραµµικών ∆.Ε.)

~x′ =

 2t et t2

t3 −1 t

e−t 2 −t

 ~x+

 t2

et

t

 = A(t)~x+ ~g(t), ~x(0) = ~x0

• Η µέθοδος Euler γράφεται ως :

~xn+1 = ~xn + h · [A(tn)~xn + ~g(tn)]
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Παράδειγµα (ποιό γενική περίπτωση συστήµατος 3 γραµµικών ∆.Ε.)

~x′ =

 2t et t2

t3 −1 t

e−t 2 −t

 ~x+

 t2

et

t

 = A(t)~x+ ~g(t), ~x(0) = ~x0

• Η µέθοδος Euler γράφεται ως :

~xn+1 = ~xn + h · [A(tn)~xn + ~g(tn)]

• Η πεπλεγµένη µέθοδος Euler γράφεται ως :

~xn+1 = ~xn + h ·
[
A(tn+1)~xn+1 + ~g(tn+1)

]
⇒[

I− h ·A(tn+1)
]
~xn+1 = ~xn + h~g(tn+1)
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Παράδειγµα (ποιό γενική περίπτωση συστήµατος 3 γραµµικών ∆.Ε.)

~x′ =

 2t et t2

t3 −1 t

e−t 2 −t

 ~x+

 t2

et

t

 = A(t)~x+ ~g(t), ~x(0) = ~x0

• Η µέθοδος Euler γράφεται ως :

~xn+1 = ~xn + h · [A(tn)~xn + ~g(tn)]

• Η πεπλεγµένη µέθοδος Euler γράφεται ως :

~xn+1 = ~xn + h ·
[
A(tn+1)~xn+1 + ~g(tn+1)

]
⇒[

I− h ·A(tn+1)
]
~xn+1 = ~xn + h~g(tn+1)

• Σε περίπτωση που έχουµε µη-γραµµικό σύστηµα ∆.Ε., τότε πρέπει να λυθεί

ένα µή-γραµµικό σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων σε κάθε ϐήµα (ϐλ. ΚΕΦ.

2) για την πεπλεγµένη Euler.
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