
Αριθµητική Ανάλυση

Αργύρης ∆ελής

∆ιάλεξη 16η

Σχολή Μηχανικών Παραγωγής & ∆ιοίκησης
Πολυτεχνείο Κρήτης

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆.



ΤΥΠΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ GAUSS
Η ολοκλήρωση κατά Gauss ϐασίζεται στην αναζήτηση µιας προνοµιούχου
κατανοµής των κόµβων xi, i = 1, . . . , n του διαστήµατος ολοκλήρωσης [a, b]

τ.ω. ο αντίστοιχος κανόνας ολοκλήρωσης

Qn =

n∑
i=1

wif(xi)

να ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυµα του µέγιστου δυνατού βαθµού.
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i=1

wif(xi)

να ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυµα του µέγιστου δυνατού βαθµού.

Παρατηρήσεις
• Στην ολοκλήρωση Gauss οι κόµβοι xi δεν είναι απαραίτητα οµοιόµορφα

κατανεµηµένοι στο [a, b].
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• Οι άγνωστοι τώρα είναι τα ϐάρη wi αλλά και οι κόµβοι xi.
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• Στην ολοκλήρωση Gauss οι κόµβοι xi δεν είναι απαραίτητα οµοιόµορφα

κατανεµηµένοι στο [a, b].

• Οι άγνωστοι τώρα είναι τα ϐάρη wi αλλά και οι κόµβοι xi.

• Οι τύποι ολοκλήρωσης Gauss µε n κόµβους ολοκληρώνουν ακριβώς
πολυώνυµα βαθµού ≤ 2n− 1 (δηλ. µέχρι 2n− 1 βαθµού).
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Αν είναι γνωστός ο τύπος ολοκλήρωσης Gauss σ’ενα διάστηµα, εύκολα

µπορούµε να προσδιορίσουµε τον τύπο Gauss (µε το ίδιο πλήθος κόµβων)

σ’ενα άλλο διάστηµα.
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Αν είναι γνωστός ο τύπος ολοκλήρωσης Gauss σ’ενα διάστηµα, εύκολα

µπορούµε να προσδιορίσουµε τον τύπο Gauss (µε το ίδιο πλήθος κόµβων)

σ’ενα άλλο διάστηµα.

• ΄Εστω ότι γνωρίζουµε τον τύπο στο [−1, 1] για τον υπολογισµό του

I(g) =
∫ 1

−1 g(x)dx και ϑέλουµε τον αντίστοιχο στο [a, b], τότε, µε αλλαγή

µεταβλητής
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Q̃n(f) =
b− a
2

n∑
i=1

wif
(b− a

2
xi+

b+ a

2

)
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Υπολογισµός τύπων ολοκλήρωσης Gauss στο [−1, 1]

΄Εστω ότι ολοκλήρωµα I(f) προσεγγίζεται µε τύπο ολοκλήρωσης Gauss Qn

I(f) ≈ Qn(f) =

n∑
i=1

wif(xi) (1)
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Υπολογισµός τύπων ολοκλήρωσης Gauss στο [−1, 1]

΄Εστω ότι ολοκλήρωµα I(f) προσεγγίζεται µε τύπο ολοκλήρωσης Gauss Qn

I(f) ≈ Qn(f) =

n∑
i=1

wif(xi) (1)

Ζητάµε να προσδιορίσουµε τα ϐάρη και τους κόµβους ώστε ο τύπος Qn να

είναι ακριβής για όλα τα πολυώνυµα βαθµού ≤ 2n− 1.

∆ηλ. αν f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ a2n−1x
2n−1 τότε, ∀ πολυώνυµο ϐαθµού

≤ 2n− 1.
Rn =

∫ 1

−1
f(x)dx−Qn(f) = 0,
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Αν χρησιµοποιήσουµε σαν ϐάση των πολυώνυµων τις συναρτήσεις

φj(x) = xj, j = 0, 1, . . . , 2n− 1 από τη παραπάνω σχέση έχουµε το

γραµµικό σύστηµα
n∑

i=1

wix
j
i =

∫ 1

−1
xjdx, j = 0, . . . , 2n− 1 (2)
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Τύπος ολοκλήρωσης Gauss στο [−1, 1] για n = 1

Ο τύπος είναι Q1 = w1f(x1) και ϑέλουµε να είναι ακριβής για γραµµικά
πολυώνυµα.

Από την (2) και για j = 0, 1 έχουµε

w1 · 1 =

∫ 1

−1
1dx = 2 ⇒ w1 = 2 (3)

w1 · x1 =

∫ 1

−1
xdx = 0 ⇒ x1 = 0 (4)
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Τύπος ολοκλήρωσης Gauss στο [−1, 1] για n = 1

Ο τύπος είναι Q1 = w1f(x1) και ϑέλουµε να είναι ακριβής για γραµµικά
πολυώνυµα.

Από την (2) και για j = 0, 1 έχουµε

w1 · 1 =

∫ 1

−1
1dx = 2 ⇒ w1 = 2 (3)

w1 · x1 =

∫ 1

−1
xdx = 0 ⇒ x1 = 0 (4)

΄Αρα ∫ 1

−1
f(x)dx ≈ 2f(0) (κανόνας του µέσου)
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Τύπος ολοκλήρωσης Gauss στο [−1, 1] για n = 2

Ο τύπος είναι Q1 = w1f(x1) + w2f(x2) και ϑέλουµε να είναι ακριβής για

κυβικά πολυώνυµα. Από την (6) και για j = 0, 1, 2, 3 έχουµε το σύστηµα

w1 · 1 + w2 · 1 =

∫ 1

−1
1dx = 2 ⇒ w1 + w2 = 2

w1 · x1 + w2 · x2 =

∫ 1

−1
xdx = 0 ⇒ w1x1 + w2x2 = 0

w1 · x21 + w2 · x22 =

∫ 1

−1
x2dx = 0 ⇒ w1x

2
1 + w2x

2
2 =

2

3

w1 · x31 + w2 · x32 =

∫ 1

−1
x3dx = 0 ⇒ w1x

3
1 + w2x

3
2 = 0
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Τύπος ολοκλήρωσης Gauss στο [−1, 1] για n = 2

Ο τύπος είναι Q1 = w1f(x1) + w2f(x2) και ϑέλουµε να είναι ακριβής για

κυβικά πολυώνυµα. Από την (6) και για j = 0, 1, 2, 3 έχουµε το σύστηµα

w1 · 1 + w2 · 1 =

∫ 1

−1
1dx = 2 ⇒ w1 + w2 = 2

w1 · x1 + w2 · x2 =

∫ 1

−1
xdx = 0 ⇒ w1x1 + w2x2 = 0

w1 · x21 + w2 · x22 =

∫ 1

−1
x2dx = 0 ⇒ w1x

2
1 + w2x

2
2 =

2

3

w1 · x31 + w2 · x32 =

∫ 1

−1
x3dx = 0 ⇒ w1x

3
1 + w2x

3
2 = 0

Λύνοντας έχουµε w1 = w2 = 1 και x2 = −x1 = 1√
3

συνεπώς∫ 1

−1
f(x)dx ≈ f(− 1√

3
) + f(

1√
3
)
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Τύπος ολοκλήρωσης Gauss στο [−1, 1] για n = 3

Ο τύπος είναι Q1 = w1f(x1) + w2f(x2) + w3f(x3) και ϑέλουµε να είναι

ακριβής για πολυώνυµα 5ου βαθµού.
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Τύπος ολοκλήρωσης Gauss στο [−1, 1] για n = 3

Ο τύπος είναι Q1 = w1f(x1) + w2f(x2) + w3f(x3) και ϑέλουµε να είναι

ακριβής για πολυώνυµα 5ου βαθµού.

Από την (6) και για j = 0, 1, 2, 3, 4, 5 κατασκευάζουµε το γραµµικό σύστηµα

και λύνοντας (άσκηση)

w1 = w3 =
5

9
, w2 =

8

9

x1 = −x3 = −
√

3

5
, x2 = 0
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΄Ασκηση Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 4

0
te2tdt µε τους τύπους του

Gauss 2, 3 και 4 σηµείων υπολογίστε τα αντίστοιχα % σφάλµατα.
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Gauss 2, 3 και 4 σηµείων υπολογίστε τα αντίστοιχα % σφάλµατα.

Λύση : Κατάρχήν αλλάζουµε µεταβλητή από το διάστηµα [0, 4]→ [−1, 1]
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Υπολογισµός µε τον τύπο Gauss 3 σηµείων
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Υπολογισµός µε τον τύπο Gauss 3 σηµείων

Υπολογισµός µε τον τύπο Gauss 4 σηµείων
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Υπολογισµός µε τον τύπο Gauss 3 σηµείων
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• Οι παραπάνω τύποι ολοκλήρωσης Gauss, για το διάστηµα [−1, 1]
ονοµάζονται και τύποι Gauss-Legendre.
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• Οι παραπάνω τύποι ολοκλήρωσης Gauss, για το διάστηµα [−1, 1]
ονοµάζονται και τύποι Gauss-Legendre.

Αυτό γιατί οι κόµβοι xi είναι ρίζες των αντίστοιχων πολυωνύµων Legendre.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 9



• Οι παραπάνω τύποι ολοκλήρωσης Gauss, για το διάστηµα [−1, 1]
ονοµάζονται και τύποι Gauss-Legendre.

Αυτό γιατί οι κόµβοι xi είναι ρίζες των αντίστοιχων πολυωνύµων Legendre.

• Υπενθυµίζεται ότι, τα πολυώνυµα Legendre, Pn, είναι ορθογώνια ως προς

(·, ·) στο [−1, 1] και ικανοποιούν την αναδροµική σχέση

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x), n ≥ 1

όπου P0(x) = 1 και P1(x) = x.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 9



• Οι παραπάνω τύποι ολοκλήρωσης Gauss, για το διάστηµα [−1, 1]
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(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x), n ≥ 1

όπου P0(x) = 1 και P1(x) = x.

∆ηλαδή

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3), κ.ο.κ
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΄Ασκηση (επαναληπτική)
Για την προσσέγγιση του παρακάτω ολοκληρώµατος

I(f) =

∫ 3

1

x6 − x2 sin(2x)dx = 317.3442466

(α) Προσσεγγίστε την τιµή του I(f) µε τον κλειστό τύπο Newton-Cotes µε

n = 1, τον ανοιχτό τύπο Newton-Cotes µε n = 1 και τον τύπο Gauss µε n = 2

και συγκρίνετε τα αποτελέσµατα.

(β) Προσσεγγίστε την τιµή του I(f) µε τον κλειστό τύπο Newton-Cotes µε

n = 2, τον ανοιχτό τύπο Newton-Cotes µε n = 2 και τον τύπο Gauss µε n = 3

και συγκρίνετε τα αποτελέσµατα.
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΄Ασκηση (επαναληπτική)
Για την προσσέγγιση του παρακάτω ολοκληρώµατος

I(f) =

∫ 3

1

x6 − x2 sin(2x)dx = 317.3442466

(α) Προσσεγγίστε την τιµή του I(f) µε τον κλειστό τύπο Newton-Cotes µε

n = 1, τον ανοιχτό τύπο Newton-Cotes µε n = 1 και τον τύπο Gauss µε n = 2

και συγκρίνετε τα αποτελέσµατα.

(β) Προσσεγγίστε την τιµή του I(f) µε τον κλειστό τύπο Newton-Cotes µε

n = 2, τον ανοιχτό τύπο Newton-Cotes µε n = 2 και τον τύπο Gauss µε n = 3

και συγκρίνετε τα αποτελέσµατα.

Λύση (α) Ο κλειστός τύπος Newton-Cotes µε n = 1 είναι αυτός του

τραπεζίου
2

2
[f(1) + f(3)] = 731.6054420.
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΄Ασκηση (επαναληπτική)
Ο ανοιχτός τύπος Newton-Cotes µε n = 1 είναι αυτός της σελ. 11 στη

∆ιάλεξη 15
2

2
[f(5/3) + f(7/3)] = 188.7856682.
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΄Ασκηση (επαναληπτική)
Ο ανοιχτός τύπος Newton-Cotes µε n = 1 είναι αυτός της σελ. 11 στη

∆ιάλεξη 15
2

2
[f(5/3) + f(7/3)] = 188.7856682.

Για τον τύπο του Gauss µε n = 2 πρώτα µετασχηµατίζουµε το ολοκλήρωµα στο

[−1, 1]∫ 3

1

x6 − x2 sin(2x)dx =

∫ 1

−1
(t+ 2)6 − (t+ 2)2 sin(2(t+ 2))dt

΄Αρα µε w1 = 1 = w2 και t1 = −1/
√
3 και t2 = 1/

√
3 έχουµε

I(f) ≈ 1 · f(−1/
√
3 + 2) + 1 · f(−1/

√
3 + 2) = 306.8199344

Κάθε µέθοδος χρειάστηκε 2 τιµές της f(x) και ποιο ακριβής είναι ο τύπος του

Gauss.
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΄Ασκηση (επαναληπτική)
(β) Ο κλειστός τύπος Newton-Cotes µε n = 2 είναι αυτός του Simpson 1/3

1

3
[f(1) + 4f(2) + f(3)] = 333.2380940
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΄Ασκηση (επαναληπτική)
(β) Ο κλειστός τύπος Newton-Cotes µε n = 2 είναι αυτός του Simpson 1/3

1

3
[f(1) + 4f(2) + f(3)] = 333.2380940

Ο ανοιχτός τύπος Newton-Cotes µε n = 3 είναι αυτός του Milne της σελ. 13

στη ∆ιάλεξη 15

2

3
[2f(1.5)− f(2) + 2f(2.5) = 303.5912023]
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΄Ασκηση (επαναληπτική)
(β) Ο κλειστός τύπος Newton-Cotes µε n = 2 είναι αυτός του Simpson 1/3

1

3
[f(1) + 4f(2) + f(3)] = 333.2380940

Ο ανοιχτός τύπος Newton-Cotes µε n = 3 είναι αυτός του Milne της σελ. 13

στη ∆ιάλεξη 15

2

3
[2f(1.5)− f(2) + 2f(2.5) = 303.5912023]

Για τον τύπο του Gauss µε n = 3 έχουµε t1 = −t3 = −
√

3/5, t2 = 0 και

w1 = w3 = 5/9 και w2 = 8/9

I(f)≈w1f(−0.774596+2)+w2f(2)+w3f(0.774596+2)=317.2641516.

Πολύ καλύτερη προσσέγγιση µε τον τύπο του Gauss µε χρήση 3 τιµών της f .
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα
΄Ολες οι τεχνικές που ειδαµε µέχρι τώρα µπορούν να εφαρµοστούν

κατάλληλα και για την προσσέγγιση διπλών ολοκληρωµάτων της µορφής∫∫
R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx

µε R = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα
΄Ολες οι τεχνικές που ειδαµε µέχρι τώρα µπορούν να εφαρµοστούν

κατάλληλα και για την προσσέγγιση διπλών ολοκληρωµάτων της µορφής∫∫
R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx

µε R = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Κανόνας Τραπεζίου
Για να εφαρµόσουµε το σύνθετο κανόνα του τραπεζίου σε 2 υποδιαστήµατα,

ανα κατεύθυνση, και µε h = (b− a)/2 και k = (d− c)/2
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Κανόνας Τραπεζίου
Για να εφαρµόσουµε το σύνθετο κανόνα του τραπεζίου σε 2 υποδιαστήµατα,

ανα κατεύθυνση, και µε h = (b− a)/2 και k = (d− c)/2

Το εσωτερικό ολοκλήρωµα αρχικά προσεγγίζεται ως προς y σαν∫ d

c

f(x, y)dy ≈ k

2

[
f(x, c) + 2f

(
x,
c+ d

2

)
+ f(x, d)

]
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Κανόνας Τραπεζίου
Για να εφαρµόσουµε το σύνθετο κανόνα του τραπεζίου σε 2 υποδιαστήµατα,

ανα κατεύθυνση, και µε h = (b− a)/2 και k = (d− c)/2

Το εσωτερικό ολοκλήρωµα αρχικά προσεγγίζεται ως προς y σαν∫ d

c

f(x, y)dy ≈ k

2

[
f(x, c) + 2f

(
x,
c+ d

2

)
+ f(x, d)

]
Για το ολοκλήρωµα ως προς x έχουµε∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx ≈

∫ b

a

k

2

[
f(x, c) + 2f

(
x,
c+ d

2

)
+ f(x, d)

]
dx
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Κανόνας Τραπεζίου
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Κανόνας Simpson 1/3-Παράδειγµα

Θέλουµε να προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα

I(f) =

∫ 2

1.4

∫ 1.5

1

ln(x+ 2y)dydx

µε n = 4 υποδιαστήµατα ως προς x και m = 2 υποδιαστήµατα ως προς y
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Κανόνας Simpson 1/3-Παράδειγµα

Θέλουµε να προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα

I(f) =

∫ 2

1.4

∫ 1.5

1

ln(x+ 2y)dydx

µε n = 4 υποδιαστήµατα ως προς x και m = 2 υποδιαστήµατα ως προς y

Στο σχήµα µε µπλε είναι τα ϐάρη wij που πολλαπλασιάζουν της τιµές της συνάρτησης f(x, y)

στα σηµεία του πλέγµατος.
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Κανόνας Simpson 1/3-Παράδειγµα

I(f)=

∫ 2

1.4

∫ 1.5

1

ln(x+ 2y)dydx ≈ (0.15)(0.25)

9

4∑
i=0

2∑
j=0

wij ln(xi + 2yi)

= 0.4295524387
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Κανόνας Simpson 1/3-Παράδειγµα

I(f)=

∫ 2

1.4

∫ 1.5

1

ln(x+ 2y)dydx ≈ (0.15)(0.25)

9

4∑
i=0

2∑
j=0

wij ln(xi + 2yi)

= 0.4295524387

Η πραγµατική τιµή είναι I(f) = 0.4295545265.

Η προσσέγγισή µας έχει σφάλµα 2.1 · 10−6.
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Κανόνας Simpson 1/3-Παράδειγµα

I(f)=

∫ 2

1.4

∫ 1.5

1

ln(x+ 2y)dydx ≈ (0.15)(0.25)

9

4∑
i=0

2∑
j=0

wij ln(xi + 2yi)

= 0.4295524387

Η πραγµατική τιµή είναι I(f) = 0.4295545265.

Η προσσέγγισή µας έχει σφάλµα 2.1 · 10−6.

΄Οµως χρειάστηκαν 15 τιµές της f(x, y) για να το πετύχουµε.
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Ολοκλήρωση Gauss-Παράδειγµα
Θέλουµε να προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα

I(f) =

∫ 2

1.4

∫ 1.5

1

ln(x+ 2y)dydx

Πρώτα πρέπει να µετασχηµατίσουµε το χωρίο ολοκλήρωσης (αλλαγή

µεταβλητών)
R = {(x, y) | 1.4 ≤ x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ 1.5}

στο

R̃ = {(u, v) | − 1 ≤ u ≤ 1, −1 ≤ v ≤ 1}

x =
2− 1.4

2
u+

1.4 + 2

2
= 0.3u+ 1.7 και y = 0.25v + 1.25

Αρα

I(f)=

∫ 2

1.4

∫ 1.5

1

ln(x+2y)dydx = 0.075

∫ 1

−1

∫ 1

−1
ln(0.3u+0.5v+4.2)dvdu
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Ολοκλήρωση Gauss-Παράδειγµα
Εφαρµόζοντας τον τύπο του Gauss για n = 3 (ϐλεπε σελ. 6) κατά κατεύθυνση

έχουµε

I(f) ≈ 0.075

3∑
i=1

3∑
j=1

wiwj ln(0.3ui + 0.5vj + 4.2)

= 0.4295545213
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Ολοκλήρωση Gauss-Παράδειγµα
Εφαρµόζοντας τον τύπο του Gauss για n = 3 (ϐλεπε σελ. 6) κατά κατεύθυνση

έχουµε

I(f) ≈ 0.075

3∑
i=1

3∑
j=1

wiwj ln(0.3ui + 0.5vj + 4.2)

= 0.4295545213

Η πραγµατική τιµή είναι I(f) = 0.4295545265.

Η προσσέγγισή µας έχει σφάλµα 4.8 · 10−9.
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∆ιπλά Ολοκληρώµατα-Ολοκλήρωση Gauss-Παράδειγµα
Εφαρµόζοντας τον τύπο του Gauss για n = 3 (ϐλεπε σελ. 6) κατά κατεύθυνση

έχουµε

I(f) ≈ 0.075

3∑
i=1

3∑
j=1

wiwj ln(0.3ui + 0.5vj + 4.2)

= 0.4295545213

Η πραγµατική τιµή είναι I(f) = 0.4295545265.

Η προσσέγγισή µας έχει σφάλµα 4.8 · 10−9.

΄Οµως χρειάστηκαν µόνο 9 τιµές της f(x, y) για να το πετύχουµε.
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