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ΚΕΦ. 5 (ΜΕΡΟΣ Β): ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ

Στόχος η αριθµητική η προσέγγιση ολοκληρωµάτων της µορφής

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx, [a, b] ⊂ R f : [a, b]→ R.
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ΚΕΦ. 5 (ΜΕΡΟΣ Β): ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ

Στόχος η αριθµητική η προσέγγιση ολοκληρωµάτων της µορφής

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx, [a, b] ⊂ R f : [a, b]→ R.

Αν F είναι µία παράγουσα της f τότε
∫ b

a
f(x)dx = F (a)− F (b). ΄Οµως η F

µπορεί να είναι δύσκολο να υπολογιστεί και να είναι πολύπλοκη, ακόµη και για

µία απλή f .

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 1



ΚΕΦ. 5 (ΜΕΡΟΣ Β): ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ

Στόχος η αριθµητική η προσέγγιση ολοκληρωµάτων της µορφής

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx, [a, b] ⊂ R f : [a, b]→ R.

Αν F είναι µία παράγουσα της f τότε
∫ b

a
f(x)dx = F (a)− F (b). ΄Οµως η F

µπορεί να είναι δύσκολο να υπολογιστεί και να είναι πολύπλοκη, ακόµη και για

µία απλή f .

Στην αριθµητική ολοκλήρωση το ολοκλήρωµα I(f) προσεγγίζεται µε τύπους
(κανόνες) ολοκλήρωσης, Qn+1, δηλ.

I(f) ≈ Qn+1(f) = w0f(x0) + w1f(x1) + · · ·+ wnf(xn) =

n∑
i=0

wif(xi)

(1)
΄Οπου xi κόµβοι στο [a, b] και wi τα βάρη (∈ R).
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I(f) ≈ Qn+1(f) =

n∑
i=0

wif(xi)
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I(f) ≈ Qn+1(f) =

n∑
i=0

wif(xi)

Η ιδέα εδώ είναι να προσεγγιστεί ένα ολοκλήρωµα µε µικρά αθροίσµατα
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Τύποι ολοκλήρωσης Newton-Cotes
΄Εστω [a, b] ⊂ R και n+ 1 (οµοιόµορφα κατανεµηµένοι) κόµβοι

xi = a+ ih, i = 0, . . . , n µε ϐήµα h = (b− a)/n.

• Οι κλειστοί τύποι Newton-Cotes χρησιµοποιούν όλους τους κόµβους.

• Οι ανοιχτοί τύποι Newton-Cotes δεν χρησιµοποιούν τους κόµβους στα άκρα.
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Τύποι ολοκλήρωσης Newton-Cotes
΄Εστω [a, b] ⊂ R και n+ 1 (οµοιόµορφα κατανεµηµένοι) κόµβοι

xi = a+ ih, i = 0, . . . , n µε ϐήµα h = (b− a)/n.

• Οι κλειστοί τύποι Newton-Cotes χρησιµοποιούν όλους τους κόµβους.

• Οι ανοιχτοί τύποι Newton-Cotes δεν χρησιµοποιούν τους κόµβους στα άκρα.

΄Εστω ότι η f(x) προσεγγίζεται µε ένα πολυώνυµο παρεµβολής pn(x)

f(x) ≈ pn(x)
Τότε

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

pn(x)dx
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Τύποι ολοκλήρωσης Newton-Cotes
΄Εστω [a, b] ⊂ R και n+ 1 (οµοιόµορφα κατανεµηµένοι) κόµβοι
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΄Εστω ότι η f(x) προσεγγίζεται µε ένα πολυώνυµο παρεµβολής pn(x)

f(x) ≈ pn(x)
Τότε

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

pn(x)dx

Θέλουµε να κατασκευάσουµε τύπους ολοκλήρωσης Qn+1 τ.ώ.

Qn+1(f) = I(pn) =

∫ b

a

pn(x)dx

δηλ. να υπολογίζουν ακριβώς το ολόκλήρωµα του πολυωνύµου παρεµβολής.

Τότε λέµε ότι ο τύπος Qn+1 ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυµα n− βαθµού.
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Κανόνας (απλός τύπος) του τραπεζίου
΄Εστω το p1 πολυώνυµο παρεµβολής της f ∈ C[a, b] (στα x0 = a, x1 = b).

Τότε

p1(x) = f(x0)L0(x) + f(x1)L1(x) = f(x0)
x− x1
x0 − x1

+ f(x1)
x− x0
x1 − x0
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Κανόνας (απλός τύπος) του τραπεζίου
΄Εστω το p1 πολυώνυµο παρεµβολής της f ∈ C[a, b] (στα x0 = a, x1 = b).

Τότε

p1(x) = f(x0)L0(x) + f(x1)L1(x) = f(x0)
x− x1
x0 − x1

+ f(x1)
x− x0
x1 − x0

Ολοκληρώνοντας∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

p1(x)dx = · · · = (b− a)
2

[
f(a) + f(b)

]
= Q2(f)
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Σφάλµα στην αριθµητική ολοκλήρωση
Γενικά για παρεµβολή µε πολυώνυµο n−ϐαθµού από το σφάλµα
πολυωνυµικής παρεµβολής έχουµε

Rn+1(f) = I(f)−Qn+1(f) = I(f)− I(pn) =
∫ b

a

[f(x)− pn(x)]dx

=
1

(n+ 1)!

∫ b

a

f (n+1)(ξ)

n∏
i=0

(x− xi)dx, για ξ ∈ (a, b),
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Γενικά για παρεµβολή µε πολυώνυµο n−ϐαθµού από το σφάλµα
πολυωνυµικής παρεµβολής έχουµε

Rn+1(f) = I(f)−Qn+1(f) = I(f)− I(pn) =
∫ b

a

[f(x)− pn(x)]dx

=
1

(n+ 1)!

∫ b

a

f (n+1)(ξ)

n∏
i=0

(x− xi)dx, για ξ ∈ (a, b),

Για n = 1 έχουµε

R2(f) = −
1

2!

∫ b

a

(x− a)(b− x)f ′′(ξ)dx

Με χρήση του θεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής του διαφορικού λογισµού

R2(f) = −
(b− a)3

12
f ′′(ξ) (Τοπικό σφάλµα αποκοπής)
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Βελτίωση της προσέγγισης
Εφαρµογή του απλού τύπου του τραπεζίου σε περισσότερα διαστήµατα στο

διάστηµα ολοκλήρωσης [a, b]
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Βελτίωση της προσέγγισης
∆ιαιρούµε το [a, b] σε n ίσα διαστήµατα, µήκους h = (b− a)/n και σε κάθε

[xi+1 − xi] από αυτά εφαρµόζεται ο απλός τύπος του τραπεζίου.

Εφόσον

I(f) =

∫ b=xn

a=x0

f(x)dx =

∫ x1

x0

f(x)dx+

∫ x2

x1

f(x)dx+ · · ·+
∫ xn

xn−1

f(x)dx

έχουµε

QT
n+1 = h

[1
2
f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xn−1) +

1

2
f(xn)

]
που είναι ο σύνθετος τύπος του τραπεζίου.
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Σφάλµα για το σύνθετο τύπος του τραπεζίου

Αθροίζοντας για κάθε υποδιάστηµα [xi, xi+1], i = 0, . . . , n το αντίστοιχο

τοπικό σφάλµα συνεπάγεται ότι το ολικό σφάλµα αποκοπής δίνεται ως

∀f ∈ C2[a, b] ∃ξ ∈ (a, b) RT
n+1 = −

b− a
12

h2f ′′(ξ)

⇒ |RT
n+1| ≤

b− a
12

h2||f ′′||∞ ∀f ∈ C2[a, b]

Το σφάλµα είναι τάξης δύο (για h→ 0) δηλ. O(h2).
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Σφάλµα για το σύνθετο τύπος του τραπεζίου

Αθροίζοντας για κάθε υποδιάστηµα [xi, xi+1], i = 0, . . . , n το αντίστοιχο

τοπικό σφάλµα συνεπάγεται ότι το ολικό σφάλµα αποκοπής δίνεται ως

∀f ∈ C2[a, b] ∃ξ ∈ (a, b) RT
n+1 = −

b− a
12

h2f ′′(ξ)

⇒ |RT
n+1| ≤

b− a
12

h2||f ′′||∞ ∀f ∈ C2[a, b]

Το σφάλµα είναι τάξης δύο (για h→ 0) δηλ. O(h2).

Η παραπάνω εκτίµηση για το ϕράγµα του σφάλµατος µπορεί να µας δώσει εκ
των προτέρων ένα πλήθος κόµβων n που εξασφαλίζει ότι το αποτέλεσµα ϑα

έχει ακρίβεια k− σηµαντικών δεκαδικών ψηφίων δηλ. ότι,

|RT
n+1| ≤

1

2
· 10−k
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Παράδειγµα Θέλουµε να προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα I(f) στο [0, 1] της

f(x) = e−x
2

µε το σύνθετο τύπο του τραπεζίου και µε ακρίβεια 5 δεκαδικών

ψηφίων.
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Παράδειγµα Θέλουµε να προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα I(f) στο [0, 1] της

f(x) = e−x
2

µε το σύνθετο τύπο του τραπεζίου και µε ακρίβεια 5 δεκαδικών

ψηφίων.

Θέλουµε δηλ.

|RT
n+1| ≤

b− a
12

h2||f ′′||∞ ≤
1

2
· 10−5 (2)

΄Εχουµε

f ′′(x) = 2(2x2 − 1)e−x
2

και ||f ′′||∞ = max
x∈[0,1]

|f ′′| = 2

Συνεπώς από την (2)

1

12
· 1
n2
· 1 ≤ 1

2
· 10−5 ⇒ n > 183

΄Αρα, ο σύνθετος τύπος χρειάζεται περισσότερους από 184 οµοιόµορφα

κατανεµηµένους κόµβους για να πετύχει τη Ϲητούµενη ακρίβεια.
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΄Ασκηση Υπολογίστε την ακριβή τιµή του ολοκλήρώµατος I(f) =
∫ 4

0
xe2xdx

και στη συνέχεια εφαρµόστε το σύνθετο τύπο του τραπεζίου για διάφορες

τιµές κόµβων. Πιο είναι το πλήθος κόµβων n που εξασφαλίζει ότι το

αποτέλεσµα ϑα έχει ακρίβεια 4 σηµαντικών δεκαδικών ψηφίων ;
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΄Ασκηση Υπολογίστε την ακριβή τιµή του ολοκλήρώµατος I(f) =
∫ 4

0
xe2xdx

και στη συνέχεια εφαρµόστε το σύνθετο τύπο του τραπεζίου για διάφορες

τιµές κόµβων. Πιο είναι το πλήθος κόµβων n που εξασφαλίζει ότι το

αποτέλεσµα ϑα έχει ακρίβεια 4 σηµαντικών δεκαδικών ψηφίων ;

Λύση : Η πραγµατική τιµή είναι I(f) = 5216.926477.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 10



Παρατηρήσεις

• Η ϑεωρητική πρόβλεψη για τα σηµεία είναι γενικά κάπως απαισιόδοξη σε

σύγκριση µε την πράξη (χρειαζονται λιγότεροι κόµβοι για να πετύχουµε

δεδοµένη ακρίβεια).
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Παρατηρήσεις

• Η ϑεωρητική πρόβλεψη για τα σηµεία είναι γενικά κάπως απαισιόδοξη σε

σύγκριση µε την πράξη (χρειαζονται λιγότεροι κόµβοι για να πετύχουµε

δεδοµένη ακρίβεια).

• ΄Οµως για να πετύχουµε ικανοποιητική ακρίβεια µε το τύπο του τραπεζίου

χρειάζονται πολλοί κόµβοι, ακόµη και για ολοκλήρωση οµαλών συναρτήσεων.
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Παρατηρήσεις
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• ΄Οµως για να πετύχουµε ικανοποιητική ακρίβεια µε το τύπο του τραπεζίου

χρειάζονται πολλοί κόµβοι, ακόµη και για ολοκλήρωση οµαλών συναρτήσεων.

•Για µεγαλύτερη ακρίβεια χρειάζονται πολλοί περισσότεροι. Η αύξηση όµως

των κόµβων µπορεί να έχει σαν συνέπεια την αλλοίωση του αποτελέσµατος

λόγω σφαλµάτων στρογγύλευσης
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Παρατηρήσεις
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•Για µεγαλύτερη ακρίβεια χρειάζονται πολλοί περισσότεροι. Η αύξηση όµως

των κόµβων µπορεί να έχει σαν συνέπεια την αλλοίωση του αποτελέσµατος

λόγω σφαλµάτων στρογγύλευσης

• Υπάρχουν τύποι ολοκλήρωσης που µε πολύ λιγότερους κόµβους δίνουν

αποτελέσµατα υψηλότερης ακρίβειας.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 11



Παρατηρήσεις
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•Για µεγαλύτερη ακρίβεια χρειάζονται πολλοί περισσότεροι. Η αύξηση όµως

των κόµβων µπορεί να έχει σαν συνέπεια την αλλοίωση του αποτελέσµατος

λόγω σφαλµάτων στρογγύλευσης

• Υπάρχουν τύποι ολοκλήρωσης που µε πολύ λιγότερους κόµβους δίνουν

αποτελέσµατα υψηλότερης ακρίβειας.

•Ο σύνθετος τύπος του τραπεζίου µπορεί να εφαρµοστεί και σε µη
οµοιόµορφες διαµερήσεις ως

QT
n+1 =

n∑
i=1

xi − xi−1
2

[f(xi−1)− f(xi)]
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Παράδειγµα : Με ϐάση την τελευταία παρατήρηση υπολογίστε το ολοκλήρωµα

I(f) =
∫ 4

0
xe2xdx µε το σύνθετο τύπο του τραπεζίου στο [0, 4] και µε

υποδιαστήµατα h1 = 2, h2 = 1, h3 = 0.5, h4 = 0.5 και υπολογίστε το %

σφάλµα.
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Ο (απλός) τύπος του Simpson 1/3
Αν παρεµβάλουµε την συνάρτηση προς ολοκλήρωση µέ το πολυώνυµο 2ου

ϐαθµού στα σηµεία x0 = a, x1 =
a+ b

2
, x2 = b τότε
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Ο (απλός) τύπος του Simpson 1/3
Αν παρεµβάλουµε την συνάρτηση προς ολοκλήρωση µέ το πολυώνυµο 2ου

ϐαθµού στα σηµεία x0 = a, x1 =
a+ b

2
, x2 = b τότε

Τότε I(f) =

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

p2(x)dx =

∫ b

a

2∑
i=0

f(xi)Li(x)dx

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 13



Ο (απλός) τύπος του Simpson 1/3
Αν παρεµβάλουµε την συνάρτηση προς ολοκλήρωση µέ το πολυώνυµο 2ου

ϐαθµού στα σηµεία x0 = a, x1 =
a+ b

2
, x2 = b τότε

Τότε I(f) =

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

p2(x)dx =

∫ b

a

2∑
i=0

f(xi)Li(x)dx

Συνεπώς

Q3(f) =

∫ b

a

p2(x)dx = · · · = (b− a)
2

[1
3
f(a) +

4

3
f(
a+ b

2
) +

1

3
f(b)

]
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Θέτωντας h = (b− a)/2 ο απλός τύπος του Simpson 1/3 γράφεται

Q3(f) =
h

3

[
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

]
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Θέτωντας h = (b− a)/2 ο απλός τύπος του Simpson 1/3 γράφεται

Q3(f) =
h

3

[
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

]
Ο τύπος του Simpson αναµένεται να ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυµα 2ου

ϐαθµού. ΄Οµως για f(x) = x3 . . . . . .
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Θέτωντας h = (b− a)/2 ο απλός τύπος του Simpson 1/3 γράφεται

Q3(f) =
h

3

[
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

]
Ο τύπος του Simpson αναµένεται να ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυµα 2ου

ϐαθµού. ΄Οµως για f(x) = x3 . . . . . .

I(x3)−Q3(x
3) =

∫ b

a

x3dx− b− a
6

[
a3 + 4

(a+ b

2

)3
+ b3

]
= · · · = 0!

Συνεπώς ο τύπος του Simpson 1/3 υπολογίζει ακριβώς τα ολοκληρώµατα
(ολοκληρώνει ακριβώς) πολυωνύµων µέχρι και τρίτου βαθµού.
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Σφάλµα στην αριθµητική ολοκλήρωση µε τον απλό τύπος του Simpson 1/3

Για παρεµβολή µε πολυώνυµο 2ου ϐαθµού και από το σφάλµα πολυωνυµικής

παρεµβολής έχουµε

R3(f) = −
1

3!

∫ b

a

(x− a)(x− a+ b

2
)(b− x)f (3)(ξ)

Με χρήση του θεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής του διαφορικού λογισµού

R3(f) = −
(b− a)5

24 · 180
f (4)(ξ) = −h

5

90
f (4)(ξ)

Από τον τύπο του σφάλµατος µπορούµε επίσης να ϐγάλουµε το συµπέρασµα

ότι ο τύπος του Simpson 1/3 είναι ακριβής για πολυώνυµα ϐαθµού ≤ 3 (γιατι αν

f(x) ≡ p3(x) τότε f (4) ≡ p(4)3 = 0 και άρα R3(f) = 0).
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Ο σύνθετος τύπος του Simpson 1/3

΄Εστω ότι ο αριθµός των διαστηµάτων n είναι άρτιος, µε

xi = a+ ih, i = 0, 1, . . . , n και εφαρµόζουµε το τύπο του Simpson 1/3 στα

[x0, x2], [x2, x4], . . . , [xn−2, xn].
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Ο σύνθετος τύπος του Simpson 1/3

΄Εστω ότι ο αριθµός των διαστηµάτων n είναι άρτιος, µε

xi = a+ ih, i = 0, 1, . . . , n και εφαρµόζουµε το τύπο του Simpson 1/3 στα

[x0, x2], [x2, x4], . . . , [xn−2, xn].

Κάνοντας δηλ. αρχίκα µία κατά τµήµατα παραβολική παρεµβολή και

αθροίζοντας τα τοπικά ολοκληρώµατα, προκύπτει ο σύνθετος τύπος του

Simpson 1/3 ως

QS
n+1 =

h

3

[
f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) · · ·+ 4f(xn−1) + f(xn)

]
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Παράδειγµα Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 4

0
xe2xdx µε το σύνθετο

τύπο του Simpson 1/3 στο [0, 4] µε χρήση 3 και 5 κόµβων και υπολογίστε το %

σφάλµα.
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Παράδειγµα Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 4

0
xe2xdx µε χρήση του

τύπου Simpson 1/3 στούς κόµβους

x0 = 0, x1 = 1.5, x2 = 3, x3 = 3.5, x4 = 4και υπολογίστε το % σφάλµα.
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Σφάλµα για το σύνθετο τύπος του Simpson 1/3

Αθροίζοντας για κάθε υποδιάστηµα [xi, xi+2], το αντίστοιχο τοπικό σφάλµα

συνεπάγεται ότι το ολικό σφάλµα δίνεται ως

∀f ∈ C4[a, b] ∃ξ ∈ (a, b) RS
n+1 = −

b− a
180

h4f (4)(ξ)

⇒ |RS
n+1| ≤

(b− a)
180

h4||f (4)||∞ ∀f ∈ C4[a, b]

Το σφάλµα είναι τάξης τέσσερα (για h→ 0) δηλ. O(h4).
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Αθροίζοντας για κάθε υποδιάστηµα [xi, xi+2], το αντίστοιχο τοπικό σφάλµα

συνεπάγεται ότι το ολικό σφάλµα δίνεται ως

∀f ∈ C4[a, b] ∃ξ ∈ (a, b) RS
n+1 = −

b− a
180

h4f (4)(ξ)

⇒ |RS
n+1| ≤

(b− a)
180

h4||f (4)||∞ ∀f ∈ C4[a, b]

Το σφάλµα είναι τάξης τέσσερα (για h→ 0) δηλ. O(h4).

Η παραπάνω εκτίµηση για το ϕράγµα του σφάλµατος µπορεί επίσης να µας

δώσει εκ των προτέρων ένα πλήθος κόµβων n που εξασφαλίζει ότι το

αποτέλεσµα ϑα έχει ακρίβεια k−σηµαντικών δεκαδικών ψηφίων δηλ. ότι,

|RS
n+1| ≤

1

2
· 10−k
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