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ΜΕΡΟΣ Α: ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ (∆ΙΑΦΟΡΙΣΗ)

• Πολλές ϕορές η παράγωγος, καθώς και παράγωγοι ανώτερης τάξης, µίας

συνάρτησης f είναι δύσκολο να υπολογιστούν, λόγω της πολυπλοκότητάς της.
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ΜΕΡΟΣ Α: ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ (∆ΙΑΦΟΡΙΣΗ)

• Πολλές ϕορές η παράγωγος, καθώς και παράγωγοι ανώτερης τάξης, µίας

συνάρτησης f είναι δύσκολο να υπολογιστούν, λόγω της πολυπλοκότητάς της.

• ΄Αλλες ϕορές γνωρίζουµε διακριτές τιµές µίας συνάρτησης ή έχουµε

δεδοµένα (xi, yi) και ϑέλουµε να υπολογίσουµε την παράγωγο (µεταβολή)

σε κάποιο από τα xi ή και σε σηµεία x 6= xi.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆., 2014 2
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• ΄Αλλες ϕορές γνωρίζουµε διακριτές τιµές µίας συνάρτησης ή έχουµε

δεδοµένα (xi, yi) και ϑέλουµε να υπολογίσουµε την παράγωγο (µεταβολή)

σε κάποιο από τα xi ή και σε σηµεία x 6= xi.

• Η κατασκευή αριθµητικών τύπων παραγώγισης κυρίως στηρίζεται σε χρήση
αναπτυγµάτων Taylor και η ακρίβεια των παραγώµενων τύπων εξαρτάται

κυρίως από το πλήθος των όρων των αναπτυγµάτων που χρησιµοποιούνται

καθώς και από τη µορφή της συνάρτησης.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆., 2014 2



ΜΕΡΟΣ Α: ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ (∆ΙΑΦΟΡΙΣΗ)

• Πολλές ϕορές η παράγωγος, καθώς και παράγωγοι ανώτερης τάξης, µίας

συνάρτησης f είναι δύσκολο να υπολογιστούν, λόγω της πολυπλοκότητάς της.

• ΄Αλλες ϕορές γνωρίζουµε διακριτές τιµές µίας συνάρτησης ή έχουµε

δεδοµένα (xi, yi) και ϑέλουµε να υπολογίσουµε την παράγωγο (µεταβολή)

σε κάποιο από τα xi ή και σε σηµεία x 6= xi.

• Η κατασκευή αριθµητικών τύπων παραγώγισης κυρίως στηρίζεται σε χρήση
αναπτυγµάτων Taylor και η ακρίβεια των παραγώµενων τύπων εξαρτάται

κυρίως από το πλήθος των όρων των αναπτυγµάτων που χρησιµοποιούνται

καθώς και από τη µορφή της συνάρτησης.

• ΄Ενας άλλος τρόπος υπολογισµού παραγώγων είναι µε χρήση παρεµβολής
(πολυωνυµικής, spline κ.τ.λ.)
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Υπολογισµός Παραγώγων µέσω αναπτυγµάτων Taylor
Γνωρίζουµε ότι για συνάρτηση f : R→ R η παράγωγος σ’ενα σηµείο x

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h
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Υπολογισµός Παραγώγων µέσω αναπτυγµάτων Taylor
Γνωρίζουµε ότι για συνάρτηση f : R→ R η παράγωγος σ’ενα σηµείο x

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

Η πιο απλή προσέγγιση της παραγώγου µπορεί να δωθεί τότε ως

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)
h

, (τέµνουσα)
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h→0

f(x+ h)− f(x)
h

Η πιο απλή προσέγγιση της παραγώγου µπορεί να δωθεί τότε ως

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)
h

, (τέµνουσα)

΄Εστω τώρα το ανάπτυγµα Taylor για την f(x) ∈ Cn[a, b] γύρω από το x

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + h2

2!f
′′(x) + h3

3!f
′′′(x) + · · ·+ hn

n!f
(n)(ξ1) (1)

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) + h2

2!f
′′(x)− h3

3!f
′′′(x) + · · ·+ hn

n!f
(n)(ξ2) (2)
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3!f
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n!f
(n)(ξ1) (1)

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) + h2

2!f
′′(x)− h3

3!f
′′′(x) + · · ·+ hn

n!f
(n)(ξ2) (2)

Κρατώντας τους δύο πρώτους όρους

(1) ⇒ f ′(x)= f(x+h)−f(x)
h − h

2!f
′′(ξ1) (προς τα εµπρός διαφορά) (3)

(2) ⇒ f ′(x)= f(x)−f(x−h)
h + h

2!f
′′(ξ2) (προς τα πίσω διαφορά) (4)
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Αφαιρώντας τώρα την (2) από την (1)⇒

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
−h

2

12
[f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)] (κεντρική διαφορά)

(5)
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Αφαιρώντας τώρα την (2) από την (1)⇒

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
−h

2

12
[f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)] (κεντρική διαφορά)

(5)

΄Εστω η συνάρτηση f(x) ∈ [a, b] σε σηµεία xi = a+ ih, i = 0, . . . , n
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Αφαιρώντας τώρα την (2) από την (1)⇒

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
−h

2

12
[f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)] (κεντρική διαφορά)

(5)

΄Εστω η συνάρτηση f(x) ∈ [a, b] σε σηµεία xi = a+ ih, i = 0, . . . , n

f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi)

h
+O(h)

f ′(xi) =
f(xi)− f(xi−1)

h
+O(h)

f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi−1)

2h
+O(h2)

• Οι όροι O(·) είναι η ποσότητα σφάλµατος της κάθε προσέγγισης λόγω αποκοπής των όρων

στα αναπτύγµατα Taylor.
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• Οι όροι O(·) είναι η ποσότητα σφάλµατος της κάθε προσέγγισης λόγω αποκοπής των όρων

στα αναπτύγµατα Taylor.

• Μιά ποσότητα ψ, που εξαρτάται από το h, είναι τάξης k, αν και µόνο αν καθώς το h→ 0

∃ C ∈ R : |ψ(h)| ≤ Chk , διαβάζεται O του hk και γράφουµε ψ(h) = O(hk).
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Προσθέτωντας τις (1) και (2) υπολογίζουµε µια προσέγγιση της f ′′(x)

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
− h

2

24
[f (4)(ξ1) + f (4)(ξ2)] (6)

=⇒
f ′′(xi) =

f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

h2
+O(h2) (7)

(Κεντρική διαφορά 3 σηµείων).
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Προσθέτωντας τις (1) και (2) υπολογίζουµε µια προσέγγιση της f ′′(x)

f ′′(x) =
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h2
− h

2

24
[f (4)(ξ1) + f (4)(ξ2)] (6)

=⇒
f ′′(xi) =

f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

h2
+O(h2) (7)

(Κεντρική διαφορά 3 σηµείων).

Αντικαθιστώντας την (7) στο ανάπτυγµα Taylor γύρω από το xi

f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi)

h
− h

2
f ′′(xi) +O(h2)⇒

f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi)

h
− h

2

f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

h2
+O(h2)⇒

f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi−1)

2h
+O(h2)
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΄Ασκηση Χρησιµοποιήστε εµπρός, πίσω και κεντρικές διαφορές για να

εκτιµήσετε την πρώτη και δεύτερη παράγωγο στο x = 0.5 της

f(x) = −0.1x4 − 0.15x3 − 0.5x2 − 0.25x+ 1.2, µε ϐήµα h = 0.5 και ϐήµα

h = 0.25 και συγκρίνεται µε την πραγµατική τιµή για κάθε περίπτωση.
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΄Ασκηση Χρησιµοποιήστε εµπρός, πίσω και κεντρικές διαφορές για να

εκτιµήσετε την πρώτη και δεύτερη παράγωγο στο x = 0.5 της

f(x) = −0.1x4 − 0.15x3 − 0.5x2 − 0.25x+ 1.2, µε ϐήµα h = 0.5 και ϐήµα

h = 0.25 και συγκρίνεται µε την πραγµατική τιµή για κάθε περίπτωση.

Λύση Για h = 0.5 υπολογίζουµε τα

xi−1 = 0 f(xi−1) = 1.2

xi = 0.5 f(xi) = 0.925

xi+1 = 1.0 f(xi+1) = 0.2

Τότε

(Ε.∆) f ′(0.5) ≈ 0.2− 0.925

0.5
= −1.45, (Π.∆) f ′(0.5) ≈ 0.925− 1.2

0.5
= −0.55

(Κ.∆) f ′(0.5) ≈ 0.2− 1.2

2 · 0.5
= −1.0
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Τύποι προσέγγισης παραγώγων µε προς τα εµπρός διαφορές

f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi)

h
+O(h) (8)

f ′(xi) =
−f(xi+2) + 4f(xi+1)− 3f(xi)

2h
+O(h2) (9)

f ′′(xi) =
f(xi+2)− 2f(xi+1) + f(xi)

h2
+O(h) (10)

f ′′(xi) =
−f(xi+3) + 4f(xi+2)− 5f(xi+1) + 2f(xi)

h2
+O(h2) (11)

f ′′′(xi) =
f(xi+3)− 3f(xi+2) + 3f(xi+1)− f(xi)

h3
+O(h) (12)

f ′′′(xi) =
−3f(xi+4) + 14f(xi+3)− 24f(xi+2) + 18f(xi+1)− 5f(xi)

2h3
+O(h2)(13)
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Τύποι προσέγγισης παραγώγων µε προς τα πίσω διαφορές

f ′(xi) =
f(xi)− f(xi−1)

h
+O(h) (14)

f ′(xi) =
3f(xi)− 4f(xi−1) + f(xi−2)

2h
+O(h2) (15)

f ′′(xi) =
f(xi)− 2f(xi−1) + f(xi−2)

h2
+O(h) (16)

f ′′(xi) =
2f(xi)− 5f(xi−1) + 4f(xi−2)− f(xi−3)

h2
+O(h2) (17)

f ′′′(xi) =
f(xi)− 3f(xi−1) + 3f(xi−2)− f(xi−3)

h3
+O(h) (18)

f ′′′(xi) =
5f(xi)− 18f(xi−1) + 24f(xi−2)− 14f(xi−3) + 3f(xi−4)

2h3
+O(h2) (19)

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆., 2014 8



Τύποι προσέγγισης παραγώγων µε κεντρικές διαφορές

f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi−1)

2h
+O(h2) (20)

f ′(xi) =
−f(xi+2) + 8f(xi+1)− 8f(xi−1) + f(xi−2)

12h
+O(h4) (21)

f ′′(xi) =
f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

h2
+O(h2) (22)

f ′′(xi) =
−f(xi+2) + 16f(xi+1)− 30f(xi) + 16f(xi−1)− f(xi−2)

12h2
+O(h4) (23)

f ′′′(xi) =
f(xi+2)− 2f(xi+1) + 2f(xi−1)− f(xi−2)

2h3
+O(h2) (24)

f ′′′(xi) =
−f(xi+3)+ 8f(xi+2)−13f(xi+1)+13f(xi−1)− 8f(xi−2)+f(xi−3)

8h3
+O(h4)
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Τύποι προσέγγισης παραγώγων µε κεντρικές διαφορές

f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi−1)

2h
+O(h2) (20)

f ′(xi) =
−f(xi+2) + 8f(xi+1)− 8f(xi−1) + f(xi−2)

12h
+O(h4) (21)

f ′′(xi) =
f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

h2
+O(h2) (22)

f ′′(xi) =
−f(xi+2) + 16f(xi+1)− 30f(xi) + 16f(xi−1)− f(xi−2)

12h2
+O(h4) (23)

f ′′′(xi) =
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8h3
+O(h4)

΄Ασκηση Αποδείξτε τους τύπους (9), (15), (16), (17), (21) και (22) και

εφαρµόστε τους στην προηγούµενη άσκηση για ϐήµα h = 0.25.
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Παραγώγιση µέσω πολυωνυµικής παρεµβολής
Υπενθυµίζεται ότι αν f ∈ Cn+1[a, b] και x0, x1, . . . , xn ανά δύο διαφορετικά

µεταξύ τους σηµεία. ΄Εαν pn ∈ Pn το πολυώνυµο παρεµβολής στα {xi}ni=0

τότε ισχύουν ∀x ∈ [a, b]

f(x)− pn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

n∏
i=0

(x− xi), για ξ ∈ (a, b), (25)

όπου

pn(x) =

n∑
i=0

f(xi)Li(x) (µορφή Langrange) (26)
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Παραγώγιση µέσω πολυωνυµικής παρεµβολής
Υπενθυµίζεται ότι αν f ∈ Cn+1[a, b] και x0, x1, . . . , xn ανά δύο διαφορετικά

µεταξύ τους σηµεία. ΄Εαν pn ∈ Pn το πολυώνυµο παρεµβολής στα {xi}ni=0

τότε ισχύουν ∀x ∈ [a, b]

f(x)− pn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

n∏
i=0

(x− xi), για ξ ∈ (a, b), (25)

όπου

pn(x) =

n∑
i=0

f(xi)Li(x) (µορφή Langrange) (26)

Συνεπώς παραγωγίζοντας την (25)

f ′(x) =
n∑

i=0

f(xi)L
′
i(x) +

d

dx

[∏n
i=0(x− xi)
(n+ 1)!

]
f (n+1)(ξ) +

+

∏n
i=0(x− xi)
(n+ 1)!

d

dx
[f (n+1)(ξ)] (27)
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΄Αν το x πάρει µία τιµή από τις x0, x1, . . . , xn ο τρίτος όρος του αθροίσµατος

στην (27) µηδενίζεται και συνεπώς

f ′(xi) =

n∑
i=0

f(xi)L
′
i(xi) +

n∏
i=0
i6=j

(xi − xj)
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(28)
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΄Αν το x πάρει µία τιµή από τις x0, x1, . . . , xn ο τρίτος όρος του αθροίσµατος

στην (27) µηδενίζεται και συνεπώς

f ′(xi) =

n∑
i=0

f(xi)L
′
i(xi) +

n∏
i=0
i6=j

(xi − xj)
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(28)

• Αν τα σηµεία xi είναι ισαπέχοντα τότε από την σχέση (28) παράγουµε τους

αντίστοιχους τύπους προσέγγισης της πρώτης παραγώγου όπως και µε τη

χρήση αναπτυγµάτων Taylor, επιλέγοντας ϕυσικά τα κατάλληλα σηµεία που

πρέπει να χρησιµοποιηθούν. (΄Ασκηση)
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΄Αν το x πάρει µία τιµή από τις x0, x1, . . . , xn ο τρίτος όρος του αθροίσµατος

στην (27) µηδενίζεται και συνεπώς

f ′(xi) =

n∑
i=0

f(xi)L
′
i(xi) +

n∏
i=0
i6=j

(xi − xj)
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(28)

• Αν τα σηµεία xi είναι ισαπέχοντα τότε από την σχέση (28) παράγουµε τους

αντίστοιχους τύπους προσέγγισης της πρώτης παραγώγου όπως και µε τη

χρήση αναπτυγµάτων Taylor, επιλέγοντας ϕυσικά τα κατάλληλα σηµεία που

πρέπει να χρησιµοποιηθούν. (΄Ασκηση)

• Η παραγώγιση µε παρεµβολή είναι ιδιαίτερα χρήσιµη όταν τα σηµεία (η τα

δεδοµένα) δεν είναι ισαπέχοντα.
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δεδοµένα) δεν είναι ισαπέχοντα.

• Υπενθυµίζεται ότι η για παραγώγιση µε παρεµβολή κυβικών splines έχουµε

και αντίστοιχες εκτιµήσεις σφάλµατος µέχρι παραγώγους τρίτης τάξης.
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Παράδειγµα Η ϱοή ϑερµότητας στο µέτωπο αέρα/επιφάνεια του εδάφους

όπως δίνεται από το νόµο Fourier είναι

q
∣∣∣
z=0

= −kρCdT
dz

∣∣∣
z=0

όπου

q = ϱοή ϑερµότητας, > 0 από τον αέρα στο έδαφος, σε W/m2,

k = συντελεστής ϑερµικής διάχυσης στο έδαφος ≈ 3.5 · 10−7m2/s

ρ = πυκνότητα εδάφους ≈ 1800Kgr/m3

C = ειδική ϑερµότητα εδάφους ≈ 840J/(Kgr ·o C)
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Παράδειγµα Η ϱοή ϑερµότητας στο µέτωπο αέρα/επιφάνεια του εδάφους

όπως δίνεται από το νόµο Fourier είναι

q
∣∣∣
z=0

= −kρCdT
dz

∣∣∣
z=0

όπου

q = ϱοή ϑερµότητας, > 0 από τον αέρα στο έδαφος, σε W/m2,

k = συντελεστής ϑερµικής διάχυσης στο έδαφος ≈ 3.5 · 10−7m2/s

ρ = πυκνότητα εδάφους ≈ 1800Kgr/m3

C = ειδική ϑερµότητα εδάφους ≈ 840J/(Kgr ·o C)

Χρησιµοποιήστε αριθµητική διαφόριση για τον υπολογισµό της αλλαγής

ϑερµοκρασίας (dT/dz) στο µέτωπο (z = 0) αέρα/έδαφος και υπολογίστε το

q στην επιφάνεια του εδάφους έχοντας τα πειραµατικά δεδοµένα

zi(cm) 0 1.25 3.75

Ti(
oC) 13.5 12 10
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Από τον τύπο (28) και χωρίς τον όρο του σφάλµατος, χρειάζεται να

υπολογιστούν τα πολυώνυµα L0(z), L1(z), L2(z) καθώς και τα

L′0(z), L
′
1(z), L

′
2(z) έτσι ώστε

dT

dz

∣∣∣
z=0

= T ′(0) =

n∑
i=0

TiL
′
i(zi)
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Από τον τύπο (28) και χωρίς τον όρο του σφάλµατος, χρειάζεται να

υπολογιστούν τα πολυώνυµα L0(z), L1(z), L2(z) καθώς και τα

L′0(z), L
′
1(z), L

′
2(z) έτσι ώστε

dT

dz

∣∣∣
z=0

= T ′(0) =

n∑
i=0

TiL
′
i(zi)

΄Εχουµε

L′0(z) =
2z − z1 − z2

(z0 − z1)(z0 − z2)
L′1(z) =

2z − z0 − z2
(z1 − z0)(z1 − z2)

, L′2(z) =
2z − z0 − z1

(z2 − z0)(z2 − z1)
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Από τον τύπο (28) και χωρίς τον όρο του σφάλµατος, χρειάζεται να

υπολογιστούν τα πολυώνυµα L0(z), L1(z), L2(z) καθώς και τα

L′0(z), L
′
1(z), L

′
2(z) έτσι ώστε

dT

dz

∣∣∣
z=0

= T ′(0) =

n∑
i=0

TiL
′
i(zi)

΄Εχουµε

L′0(z) =
2z − z1 − z2

(z0 − z1)(z0 − z2)
L′1(z) =

2z − z0 − z2
(z1 − z0)(z1 − z2)

, L′2(z) =
2z − z0 − z1

(z2 − z0)(z2 − z1)

Αντικαθιστώντας

T ′(0) = 13.5
2(0)− 1.25− 3.75

(0− 1.25)(0− 3.75)
+12

2(0)− 0− 3.75

(1.25− 0)(1.25− 3.75)
+10

2(0)− 0− 1.25

(3.75− 0)(3.75− 1.25)

⇒ T ′(0) = −1.333333oC/cm = −133.3333oC/m
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Από τον τύπο (28) και χωρίς τον όρο του σφάλµατος, χρειάζεται να
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L′0(z), L
′
1(z), L

′
2(z) έτσι ώστε

dT

dz

∣∣∣
z=0

= T ′(0) =

n∑
i=0

TiL
′
i(zi)

΄Εχουµε

L′0(z) =
2z − z1 − z2

(z0 − z1)(z0 − z2)
L′1(z) =

2z − z0 − z2
(z1 − z0)(z1 − z2)

, L′2(z) =
2z − z0 − z1

(z2 − z0)(z2 − z1)

Αντικαθιστώντας

T ′(0) = 13.5
2(0)− 1.25− 3.75

(0− 1.25)(0− 3.75)
+12

2(0)− 0− 3.75

(1.25− 0)(1.25− 3.75)
+10

2(0)− 0− 1.25

(3.75− 0)(3.75− 1.25)

⇒ T ′(0) = −1.333333oC/cm = −133.3333oC/m
΄Αρα q

∣∣∣
z=0

= 70.56W/m2. (1W = 1J/s)
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Αριθµητική παραγώγιση µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών
Εστω ότι δίνονται διακριτές τιµές (xi, f(xi)) και έστω ότι ϑέλουµε να

κατασκευάσουµε έναν τύπο αριθµητικής παραγώγισης της µορφής

w0f(x0) + w1f(x1) + · · ·+ wnf(xn) ≈ f ′(xk),
ϑέλουµε τότε να υπολογίσουµε τα w0, w1, . . . , wn (τα λεγόµενα βάρη), ώστε

να είναι όσο το δυνατόν πιό ακριβής.
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Εστω ότι δίνονται διακριτές τιµές (xi, f(xi)) και έστω ότι ϑέλουµε να

κατασκευάσουµε έναν τύπο αριθµητικής παραγώγισης της µορφής

w0f(x0) + w1f(x1) + · · ·+ wnf(xn) ≈ f ′(xk),
ϑέλουµε τότε να υπολογίσουµε τα w0, w1, . . . , wn (τα λεγόµενα βάρη), ώστε

να είναι όσο το δυνατόν πιό ακριβής.

Για να το πετύχουµε αυτό ζητάµε ο τύπος να παραγωγίζει ακριβώς
πολυώνυµα έως και n−βαθµού.
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να είναι όσο το δυνατόν πιό ακριβής.

Για να το πετύχουµε αυτό ζητάµε ο τύπος να παραγωγίζει ακριβώς
πολυώνυµα έως και n−βαθµού.

∆ηλαδή, αν η f(x) ≡ pn(x), τότε σε κάποιο σηµείο xk, k ∈ 0, 1, 2, . . . , n

p′n(xk) = w0pn(x0) + w1pn(x1) + · · ·+ wnpn(xn)

Χρησιµοποιώντας τη ϐάση του Pn, φi(x) = xi, i = 0, . . . , n έχουµε ϑέτωντας

διαδοχικά pn(x) = xi για i = 0, . . . , n
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φ′0(xk) = w0φ0(x0) + w1φ0(x1) + · · ·+ wnφ0(xn)

φ′1(xk) = w0φ1(x0) + w1φ1(x1) + · · ·+ wnφ1(xn)

φ′2(xk) = w0φ2(x0) + w1φ2(x1) + · · ·+ wnφ2(xn)

...
...

φ′n(xk) = w0φn(x0) + w1φn(x1) + · · ·+ wnφn(xn)

και λύνουµε το γραµµικό (n+ 1)× (n+ 1) σύστηµα ως προς τα ϐάρη
w0, w1, . . . , wn.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆., 2014 15
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φ′n(xk) = w0φn(x0) + w1φn(x1) + · · ·+ wnφn(xn)

και λύνουµε το γραµµικό (n+ 1)× (n+ 1) σύστηµα ως προς τα ϐάρη
w0, w1, . . . , wn.

Παράδειγµα Να υπολογιστούν τα ϐάρη w−1, w1 έτσι ώστε ο προσεγγιστικος

τύπος της αριθµητικής παραγώγισης w−1f(x−1) + w1f(x1) να είναι όσο το

δυνατόν πιό ακριβής, για την προσέγγιση του f ′(x0), στα σηµεία

xi = x0 + ih, i = −1, 0, 1.
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w0, w1, . . . , wn.

Παράδειγµα Να υπολογιστούν τα ϐάρη w−1, w1 έτσι ώστε ο προσεγγιστικος

τύπος της αριθµητικής παραγώγισης w−1f(x−1) + w1f(x1) να είναι όσο το

δυνατόν πιό ακριβής, για την προσέγγιση του f ′(x0), στα σηµεία

xi = x0 + ih, i = −1, 0, 1.

Λύση Για f(x) = p(x) = 1 και f(x) = p(x) = x έχουµε
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1′ = 0 = w−1 · 1 + w1 · 1
x′ = 1 = w−1 · x−1 + w1 · x1 = w−1 · (x0 − h) + w1 · (x0 + h)

⇒
w−1 + w1 = 0

(−w−1 + w1)h = 1

⇒ w1 = −w−1 = 1
h. Συνεπώς

f ′(x0) ≈
f(x1)− f(x−1)

2h
(κεντρική διαφορά)
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1′ = 0 = w−1 · 1 + w1 · 1
x′ = 1 = w−1 · x−1 + w1 · x1 = w−1 · (x0 − h) + w1 · (x0 + h)

⇒
w−1 + w1 = 0

(−w−1 + w1)h = 1

⇒ w1 = −w−1 = 1
h. Συνεπώς

f ′(x0) ≈
f(x1)− f(x−1)

2h
(κεντρική διαφορά)

΄Ασκηση Να προσδιοριστούν τα w0, w1, w2 ώστε ο προσεγγιστικός τύπος της

αριθµητικής παραγώγισης

(
w0f(x0) +w1f(x1) +w2f(x2)

)
/h να είναι όσο

το δυνατόν πιό ακριβής, για την προσέγγιση του f ′(x0), µε

xi = x0 + ih, i = 0, 1, 2.
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Η µέθοδος παρεκβολής (extrapolation) Richardson

Η τεχνική αυτή εφαρµόζεται για να δώσει αποτελέµατα υψηλής ακρίβειας

χρησιµοποιώντας τύπους χαµηλής τάξης σφάλµατος.

Η ιδέα: ΄Εστω µία ποσότητα D που προσεγγίζεται από έναν υπολογιστικό τύπο

q(h) µέ σφάλµα O(h) ως

D = q(h) + c1h+ c2h
2 + c3h

3 + · · · , h > 0, ci κατάλληλες σταθερές

(29)

Αν αντικαταστήσουµε το h µε
h

2
στην (29) έχουµε

D = q(
h

2
) + c1

h

2
+ c2

h2

4
+ c3

h3

8
+ · · · (30)

∆ιπλασιάζουµε την (30) και αφαιρούµε την (29) (απαλείφουµε το c1)

D =
[
q(
h

2
) +

(
q(
h

2
)− q(h)

)]
+ c2

(h2
2
− h2

)
+ c3

(h3
4
− h3

)
+ · · · (31)

Η νέα αυτή προσέγγιση του D έχει σφάλµα O(h2)
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Θέτωντας

q1(h) = q(h) και

q2(h) =
[
q1(
h

2
) +

(
q1(
h

2
)− q1(h)

)]
τότε

D = q2(h)− c2
h2

2
− c3

3h3

4
− · · · (32)

Αν αντικαταστήσουµε το h µε
h

2
στη (32) και τετραπλασιάσουµε, τότε

αφαιρώντας την (31) (απαλείφουµε το c2) έχουµε

D =
[
q2(
h

2
) +

q2(
h
2)− q2(h)

3

]
+ c3

7h3

32
+ · · ·

Η νέα αυτή προσέγγιση του D έχει σφάλµα O(h3) και ϑέτουµε

q3(h) =
[
q2(
h

2
) +

q2(
h
2)− q2(h)

3

]
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Συνεχίζοντας τη διαδικασία κατασκευάζουµε για k = 2, 3, , . . . ,m τον

προσεγγιστικό τύπο µε σφάλµα O(hk)

qk(h) =
2k−1qk−1(

h
2)− qk−1(h)

2k−1 − 1
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Συνεχίζοντας τη διαδικασία κατασκευάζουµε για k = 2, 3, , . . . ,m τον

προσεγγιστικό τύπο µε σφάλµα O(hk)

qk(h) =
2k−1qk−1(

h
2)− qk−1(h)

2k−1 − 1

΄Αν ο αρχικός προσεγγιστικός τύπος έχει στους όρους σφάλµατος άρτιες
δυνάµεις του h, τότε ϑα έχουµε σφάλµα προσέγγισης O(h2k) και

qk(h) =
4k−1qk−1(

h
2)− qk−1(h)

4k−1 − 1

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆., 2014 19



΄Ασκηση Να ϐρεθεί η προσεγγιστική τιµή της πρώτης παραγώγου της

συνάρτησης f(x) = x lnx στο σηµείο x0 = 2 µε h = 0.1 µε ακρίβεια O(h4)

και χρήση της τεχνικής Richardson.
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΄Ασκηση Να ϐρεθεί η προσεγγιστική τιµή της πρώτης παραγώγου της

συνάρτησης f(x) = x lnx στο σηµείο x0 = 2 µε h = 0.1 µε ακρίβεια O(h4)

και χρήση της τεχνικής Richardson.

Λύση Ξεκινώντας από το τύπο κεντρικών διαφορών (µε άρτια τάξη
σφάλµατος)

f ′(x0) =
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
+O(h2)

ϑέτουµε

q1(h) =
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
⇒

q1(0.1) =
1

0.2

[
(2.1) · ln(2.1)− (1.9) · ln(1.9) = 1.692728

και

q1(h/2) =
1

h

[
f(x0 + h/2)− f(x0 − h/2)

]
⇒

q1(0.05) =
1

0.1

[
(2.05) · ln(2.05)− (1.95) · ln(1.95)

]
= 1.693043
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Για k = 2 έχουµε

q2(h) =
4q1(

h
2)− q1(h)
4− 1

⇒

q2(0.1) =
4q1(0.05)− q1(0.1)

3
= 1.693148
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Για k = 2 έχουµε

q2(h) =
4q1(

h
2)− q1(h)
4− 1

⇒

q2(0.1) =
4q1(0.05)− q1(0.1)

3
= 1.693148

Η ακριβής τιµή της παραγώγου είναι

f ′(2) = ln(2) + 1 = 1.693147

΄Εχουµε δηλ. σωστά 5 δεκαδικά ψηφία ενώ στις q1(0.1) και q1(0.05) µόνο 2

και 3, αντίστοιχα !
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