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Γραµµική Προσέγγιση Ελαχίστων Τετραγώνων

Με τον όρο (ϐέλτιστη) γραµµική προσέγγιση εννοούµε την προσαρµογή ενός

πολυωνύµου p(x), ϐαθµού το πολύ ένα (ευθεία παλινδρόµησης), σε ένα

πλήθος σηµείων (xi, yi), i = 1, . . . , n, δηλ. ψάχνουµε την

p(x) = ax+ b
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Γραµµική Προσέγγιση Ελαχίστων Τετραγώνων

Με τον όρο (ϐέλτιστη) γραµµική προσέγγιση εννοούµε την προσαρµογή ενός

πολυωνύµου p(x), ϐαθµού το πολύ ένα (ευθεία παλινδρόµησης), σε ένα

πλήθος σηµείων (xi, yi), i = 1, . . . , n, δηλ. ψάχνουµε την

p(x) = ax+ b

Θέλουµε να προσδιορίσουµε τις σταθερές a και b, ε.ω. η συνάρτηση E

E(a, b) =

n∑
i=1

[
yi − (axi + b)

]2
, να ελαχιστοποιείται.
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Η ελαχιστοποίηση επιτυγχάνεται όταν

∂E

∂a
= 0 ⇒ −2

n∑
i=1

[
yi − (axi + b)

]
xi = 0

∂E

∂b
= 0 ⇒ −2

n∑
i=1

[
yi − (axi + b)

]
= 0
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Η ελαχιστοποίηση επιτυγχάνεται όταν

∂E

∂a
= 0 ⇒ −2

n∑
i=1

[
yi − (axi + b)

]
xi = 0

∂E

∂b
= 0 ⇒ −2

n∑
i=1

[
yi − (axi + b)

]
= 0

Οι παραπάνω σχέσεις δίνουν τις εξισώσεις (ΚΑΝΟΝΟΝΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ)

a

n∑
i=1

x2i + b

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

xiyi

a

n∑
i=1

xi + nb =

n∑
i=1

yi

και σε µορφή πινάκων
n∑
i=1

x2i

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

xi n


[
a
b

]
=


n∑
i=1

xiyi

n∑
i=1

yi


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Η ορίζουσα του πίνακα είναι

δ =
1

2

n∑
i,j=1
j 6=i

(xi − xj)2 6= 0

Η (µοναδική) λύση του συστήµατος είναι

a =
1

δ

[
n

n∑
i=1

xiyi −
n∑
i=1

xi

n∑
i=1

yi

]
b =

1

δ

[ n∑
i=1

x2i

n∑
i=1

yi −
n∑
i=1

xiyi

n∑
i=1

xi

]
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Υπάρχουν περιπτώσεις που τα δεδοµένα (xi, yi), i = 1, . . . , n δεν είναι

εµφανώς διεσπαρµένα κατά τη διεύθυνση κάποιας ευθείας. Το ερώτηµα

είναι, κατά πόσο η επιλεγείσα προσαρµογή της γραµµικής προσέγγισης στα

σηµεία είναι ικανοποιητική ή όχι.
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Υπάρχουν περιπτώσεις που τα δεδοµένα (xi, yi), i = 1, . . . , n δεν είναι

εµφανώς διεσπαρµένα κατά τη διεύθυνση κάποιας ευθείας. Το ερώτηµα

είναι, κατά πόσο η επιλεγείσα προσαρµογή της γραµµικής προσέγγισης στα

σηµεία είναι ικανοποιητική ή όχι.

Για την αντιµετώπιση αυτού του προβλήµατος χρησιµοποιούµε τον Συντελεστή
Συσχέτισης r και το r2 Συντελεστής Προσδιορισµού.

r =

n

n∑
i=1

xiyi −
n∑
i=1

xi

n∑
i=1

yi√√√√√
n n∑

i=1

x2i −

(
n∑
i=1

xi

)2
n n∑

i=1

y2i −

(
n∑
i=1

yi

)2

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r =
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n∑
i=1
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n∑
i=1

xi

n∑
i=1

yi√√√√√
n n∑

i=1

x2i −

(
n∑
i=1

xi
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n n∑

i=1

y2i −

(
n∑
i=1

yi
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

Ο συντελεστής r παίρνει τιµές από −1 µέχρι 1 (και το r2 ∈ [0, 1]) ΄Οσο πιο

µικρή είναι η διασπορά των σηµείων ακατέρωθεν της ευθείας ελαχίστων

τετραγώνων η τόσο η απόλυτη τιµή του συντελεστή τείνει προς τη µονάδα,

άρα τόσο καλύτερη η προσέγγιση.
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Ο Συντελεστή Συσχέτισης (ή Προσδιορισµού) µετρά την εξάρτηση µεταξύ των

xi και yi. ΄Οσο πιό µικρή είναι η διασπορά των σηµείων εκατέρωθεν της

ευθείας, τόσο η εξάρτηση είναι πιο ισχυρή.
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΄Ασκηση ∆ίνονται τα σηµεία (1, 0), (2, 3), (3, 5), (4, 8), (5, 10), (6, 13). Να

προσδιοριστεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, καθώς και ο συντελεστης

συσχέτισης.
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΄Ασκηση ∆ίνονται τα σηµεία (1, 0), (2, 3), (3, 5), (4, 8), (5, 10), (6, 13). Να

προσδιοριστεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, καθώς και ο συντελεστης

συσχέτισης.

Λύση Με τα παραπάνω δεδοµένα σχηµατίζουµε τον πίνακα

i xi yi x2i y2i xiyi
1 1 0 1 0 0

2 2 3 4 9 6

3 3 5 9 25 15

4 4 8 16 64 32

5 5 10 25 100 50

6 6 13 36 169 78∑
= 21 39 91 367 181
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΄Ασκηση ∆ίνονται τα σηµεία (1, 0), (2, 3), (3, 5), (4, 8), (5, 10), (6, 13). Να

προσδιοριστεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, καθώς και ο συντελεστης

συσχέτισης.

Λύση Με τα παραπάνω δεδοµένα σχηµατίζουµε τον πίνακα

i xi yi x2i y2i xiyi
1 1 0 1 0 0

2 2 3 4 9 6

3 3 5 9 25 15

4 4 8 16 64 32

5 5 10 25 100 50

6 6 13 36 169 78∑
= 21 39 91 367 181

Λύνοντας τις κανονικές εξισώσεις[
91 21

21 6

] [
a

b

]
=

[
181

39

]
⇒ a = 2.543, b = −2.4

και r2 = 0.998 (πολύ ικανοποιητική προσαρµογή).
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Μη-γραµµικές προσεγγίσεις

Προφανώς το γραµµικό µοντέλο (ευθεία) δεν µπορεί να περιγράψει τα

δεδοµένα !
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Εκθετική Προσέγγιση
Για περιπτώσεις που τα δεδοµένα (xi, yi), i = 1, . . . , n σχετίζονται µεταξύ

τους εκθετικά και όχι γραµµικά.
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Εκθετική Προσέγγιση
Για περιπτώσεις που τα δεδοµένα (xi, yi), i = 1, . . . , n σχετίζονται µεταξύ

τους εκθετικά και όχι γραµµικά.

Προσαρµογή (βέλτιστης) εκθετικής συνάρτησης, αν το µοντέλο, δηλ. η

συνάρτηση προσαρµογής, είναι της µορφής

y = AeBx
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Εκθετική Προσέγγιση
Για περιπτώσεις που τα δεδοµένα (xi, yi), i = 1, . . . , n σχετίζονται µεταξύ

τους εκθετικά και όχι γραµµικά.

Προσαρµογή (βέλτιστης) εκθετικής συνάρτησης, αν το µοντέλο, δηλ. η

συνάρτηση προσαρµογής, είναι της µορφής

y = AeBx

Λογαριθµίζοντας παίρνουµε τη γραµµική σχέση (ως προς x)

ln y = lnA+Bx = b+ ax, b = lnA, a = B

Με τη (γραµµική) µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων, η εύρεση της ϐέλτιστης

συνάρτησης, συνεπάγεται ελαχιστοποίηση της

E(a, b) =

n∑
i=1

[
ln yi − (lnA+Bxi)

]2
=

n∑
i=1

[
ln yi − (b+ axi)

]2
Η ελαχιστοποίηση επιτυγχάνεται όταν

∂E
∂a = 0 και

∂E
∂b = 0
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Οι κανονικές εξισώσεις (όµοια µε πριν) είναι

a
n∑
i=1

x2i + b

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

xi ln yi

a

n∑
i=1

xi + nb =

n∑
i=1

ln yi

Λύνοντας ως προς a και b έχουµε A = eb και B = a
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΄Ασκηση Να προσδιοριστεί η συνάρτηση y = AeBx που προσεγγίζει τα

παρακάτω δεδοµένα και να υπολογιστεί η τιµή του y για x = 0.3.

(0, 9.532), (0.25, 7.983), (0.4, 4.826), (0.5, 5.503)
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΄Ασκηση Να προσδιοριστεί η συνάρτηση y = AeBx που προσεγγίζει τα

παρακάτω δεδοµένα και να υπολογιστεί η τιµή του y για x = 0.3.

(0, 9.532), (0.25, 7.983), (0.4, 4.826), (0.5, 5.503)

Λύση Με τα παραπάνω δεδοµένα σχηµατίζουµε τον πίνακα

i xi yi ln yi x2i xi ln yi
1 0.00 9.532 2.255 0.00 0.00

2 0.25 7.983 2.077 0.063 0.519

3 0.40 4.826 1.574 0.160 0.630

4 0.5 5.503 1.705 0.250 0.853∑
= 1.15 7.611 0.473 2.002

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 10



΄Ασκηση Να προσδιοριστεί η συνάρτηση y = AeBx που προσεγγίζει τα

παρακάτω δεδοµένα και να υπολογιστεί η τιµή του y για x = 0.3.
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Λύση Με τα παραπάνω δεδοµένα σχηµατίζουµε τον πίνακα

i xi yi ln yi x2i xi ln yi
1 0.00 9.532 2.255 0.00 0.00

2 0.25 7.983 2.077 0.063 0.519

3 0.40 4.826 1.574 0.160 0.630

4 0.5 5.503 1.705 0.250 0.853∑
= 1.15 7.611 0.473 2.002

Από τις κανονικές εξισώσεις παίρνουµε

b = 2.821⇒ A = e2.821⇒ A = 9.787, και B = a = −1.316

΄Αρα η Ϲητούµενη συνάρτηση προσαρµογής είναι y = 9.787e−1.326x. Οπότε

για x = 0.3

y(0.3) = 9.787e−1.326·0.3 = 9.787e−0.395 = 6.595
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Προσαρµογή συνάρτησης δύναµης
΄Αν η συνάρτηση προσαρµογής είναι της µορφής

y = AxB
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Προσαρµογή συνάρτησης δύναµης
΄Αν η συνάρτηση προσαρµογής είναι της µορφής

y = AxB

Λογαριθµίζοντας παίρνουµε

ln y = lnA+B lnx = b+ ax̃, a = B, b = lnA

Με τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων, η εύρεση της ϐέλτιστης συνάρτησης,

συνεπάγεται ελαχιστοποίηση της

E(a, b) =

n∑
i=1

[
ln yi − (lnA+B lnxi)

]2
=

n∑
i=1

[
ln yi − (b+ ax̃i)

]2
Η ελαχιστοποίηση επιτυγχάνεται όταν

∂E
∂a = 0 και

∂E
∂b = 0
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Οι κανονικές εξισώσεις (όµοια µε πριν) είναι

a
n∑
i=1

(lnxi)
2 + b

n∑
i=1

lnxi =

n∑
i=1

lnxi ln yi

a

n∑
i=1

lnxi + bn =

n∑
i=1

ln yi

Λύνοντας ως προς a και b έχουµε A = eb και B = a
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Οι κανονικές εξισώσεις (όµοια µε πριν) είναι

a
n∑
i=1

(lnxi)
2 + b

n∑
i=1

lnxi =

n∑
i=1

lnxi ln yi

a

n∑
i=1

lnxi + bn =

n∑
i=1

ln yi

Λύνοντας ως προς a και b έχουµε A = eb και B = a
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΄Ασκηση Να προσδιοριστεί η συνάρτηση y = AxB που προσεγγίζει τα

παρακάτω δεδοµένα και να υπολογιστεί η τιµή του y για x = 0.3.

(1, 2.87), (2, 4.51), (4, 6.11), (10, 9.43)
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΄Ασκηση Να προσδιοριστεί η συνάρτηση y = AxB που προσεγγίζει τα

παρακάτω δεδοµένα και να υπολογιστεί η τιµή του y για x = 0.3.

(1, 2.87), (2, 4.51), (4, 6.11), (10, 9.43)

Λύση Με τα παραπάνω δεδοµένα σχηµατίζουµε τον πίνακα

i xi yi lnxi ln yi ln2 xi lnxi ln yi
1 1 2.87 0.000 1.054 0.000 0.000

2 2 4.51 0.693 1.506 0.480 1.044

3 4 6.11 1.386 1.810 1.922 2.509

4 10 9.43 2.303 2.244 5.302 5.167∑
= 4.382 6.614 7.704 8.720
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΄Ασκηση Να προσδιοριστεί η συνάρτηση y = AxB που προσεγγίζει τα

παρακάτω δεδοµένα και να υπολογιστεί η τιµή του y για x = 0.3.

(1, 2.87), (2, 4.51), (4, 6.11), (10, 9.43)

Λύση Με τα παραπάνω δεδοµένα σχηµατίζουµε τον πίνακα

i xi yi lnxi ln yi ln2 xi lnxi ln yi
1 1 2.87 0.000 1.054 0.000 0.000

2 2 4.51 0.693 1.506 0.480 1.044

3 4 6.11 1.386 1.810 1.922 2.509

4 10 9.43 2.303 2.244 5.302 5.167∑
= 4.382 6.614 7.704 8.720

Από τις κανονικές εξισώσεις παίρνουµε

b = 1.098⇒ A = e1.098⇒ A = 2.997, και B = a = 0.508

΄Αρα η Ϲητούµενη συνάρτηση προσαρµογής είναι y = 2.997x0.508.
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Προσαρµογή άλλων µή-γραµµικών συναρτήσεων
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Προσαρµογή άλλων µή-γραµµικών συναρτήσεων

• ΄Αν η συνάρτηση προσαρµογής είναι της µη γραµµικής µορφής

y =
Ax

B + x ⇒

1

y
=
B

A

1

x
+

1

A
⇒

ỹ = ax̃+ b
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Προσαρµογή άλλων µή-γραµµικών συναρτήσεων

• ΄Αν η συνάρτηση προσαρµογής είναι της µη γραµµικής µορφής

y =
Ax

B + x ⇒

1

y
=
B

A

1

x
+

1

A
⇒

ỹ = ax̃+ b

• ΄Αν η συνάρτηση προσαρµογής είναι λογαριθµικής µορφής

y = a+ b lnx
⇒

y = a+ bx̃
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Προσαρµογή άλλων µή-γραµµικών συναρτήσεων

• ΄Αν η συνάρτηση προσαρµογής είναι της µη γραµµικής µορφής

y =
Ax

B + x ⇒

1

y
=
B

A

1

x
+

1

A
⇒

ỹ = ax̃+ b

• ΄Αν η συνάρτηση προσαρµογής είναι λογαριθµικής µορφής

y = a+ b lnx
⇒

y = a+ bx̃

Σε κάθε περίπτωση εφαρµόζουµε γραµµική προσέγγιση ελαχίστων
τετραγώνων στην γραµµικοποιηµένη µορφή.
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Προσαρµογή άλλων µή-γραµµικών συναρτήσεων

• y = AxBx

• y = AeB/x

• y = AxBx

• y = eAx
2

• y = AxB/x

• y = A cos(Bx) ή y = A sin(Bx)

• y = Ae−Bx + C

• y = A
1+10B(C−x)
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Πολυωνυµική Προσέγγιση (Προσαρµογή)

Γενικεύοντας την ιδέα της γραµµική προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων

προσαρµόζουµε στα δεδοµένα (xi, yi), i = 1, . . . , n ένα πολυώνυµο p,

k−ϐαθµού (µε k � n), µε p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ akx

k
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Πολυωνυµική Προσέγγιση (Προσαρµογή)

Γενικεύοντας την ιδέα της γραµµική προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων

προσαρµόζουµε στα δεδοµένα (xi, yi), i = 1, . . . , n ένα πολυώνυµο p,

k−ϐαθµού (µε k � n), µε p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ akx

k

Θέλουµε τώρα να προσδιορίσουµε τους συντελεστές a0, . . . ak, ε.ω. η

συνάρτηση E να ελαχιστοποιείται, όπου

E(a0, . . . , ak) =

n∑
i=1

[
yi − (a0 + a1xi + a2x

2
i + · · ·+ akx

k
i )
]2
,
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Πολυωνυµική Προσέγγιση (Προσαρµογή)

Γενικεύοντας την ιδέα της γραµµική προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων

προσαρµόζουµε στα δεδοµένα (xi, yi), i = 1, . . . , n ένα πολυώνυµο p,

k−ϐαθµού (µε k � n), µε p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ akx

k

Θέλουµε τώρα να προσδιορίσουµε τους συντελεστές a0, . . . ak, ε.ω. η

συνάρτηση E να ελαχιστοποιείται, όπου

E(a0, . . . , ak) =

n∑
i=1

[
yi − (a0 + a1xi + a2x

2
i + · · ·+ akx

k
i )
]2
,

Για να ισχύει αυτό ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι k + 1 συνθήκες

∂E

∂aj
= −2

n∑
i=1

xji

(
yi − a0 − a1xi − · · · − akxik

)
= 0, j = 0, 1, . . . , k

οι οποίες δίνουν ένα (συµµετρικό) γραµµικό (k + 1)× (k + 1)σύστηµα
κανονικών εξισώσεων.
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Το σύστηµα κανονικών εξισώσεων είναι :

k∑
m=0

am

n∑
i=1

xj+mi =

n∑
i=1

xjiyi, j = 0, 1, . . . , k, δηλαδή
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Το σύστηµα κανονικών εξισώσεων είναι :

k∑
m=0

am

n∑
i=1

xj+mi =

n∑
i=1

xjiyi, j = 0, 1, . . . , k, δηλαδή

a0n+ a1

n∑
i=1

xi + a2

n∑
i=1

x2i + · · ·+ ak

n∑
i=1

xki =

n∑
i=1

yi

a0

n∑
i=1

xi + a1

n∑
i=1

x2i + a2

n∑
i=1

x3i + · · ·+ ak

n∑
i=1

xk+1
i =

n∑
i=1

xiyi

a0

n∑
i=1

x2i + a1

n∑
i=1

x3i + a2

n∑
i=1

x4i + · · ·+ ak

n∑
i=1

xk+2
i =

n∑
i=1

x2iyi

...
...

...
...

a0

n∑
i=1

xki + a1

n∑
i=1

xk+1
i + a2

n∑
i=1

xk+2
i + · · ·+ ak

n∑
i=1

x2ki =

n∑
i=1

xki yi

Λύνοντας το σύστηµα των παραπάνω εξισώσεων υπολογίζουµε τους

συντελεστές a0, . . . ak
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Γραµµική προσέγγιση και προσέγγιση µε πολυώνυµο βαθµού 4 στα ίδια δεδοµένα
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Γραµµική προσέγγιση και προσέγγιση µε πολυώνυµο βαθµού 4 στα ίδια δεδοµένα

Αναδιάταξη των δεδοµένων και προσέγγιση µε πολυώνυµο βαθµού 4
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Γραµµική προσέγγιση και προσέγγιση µε πολυώνυµο βαθµού 4 στα ίδια δεδοµένα

Αναδιάταξη των δεδοµένων και προσέγγιση µε πολυώνυµο βαθµού 4

΄Ασκηση Να προσδιοριστεί το πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού µε τη µέθοδο

ελαχ. τετραγώνων που να προσεγγίζει ϐέλτιστα τα δεδοµένα

xi 0.05 0.11 .15 0.31 0.46 0.52 0.70 0.74 0.82 0.98 1.17

yi 0.956 0.890 0.832 0.717 0.571 0.539 0.378 0.370 0.306 0.242 0104
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Λύση Κατασκευάζουµε τον πίνακα

i xi yi x2i x3i x4i xiyi x2iyi
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11∑
= 6.01 5.905 4.6545 4.1150 3.9161 2.1839 1.3347

Με ϐάση τις παραπάνω σχέσεις λύνουµε το γραµµικό σύστηµα των
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κανονικών εξισώσεων

11a0 + 6.01a1 + 4.6545a2 = 5.9050

6.01a0 + 4.6545a1 + 4.1150a2 = 2.1839

4.6545a0 + 4.1150a1 + 3.9161a2 = 1.3357

που έχει λύση

a0 = 0.998, a1 = −1.018, a2 = 0.225.

Συνεπώς το πολυώνυµο ϐέλτιστης προσέγγισης (από των χώρο των

πολυωνύµων 2ου ϐαθµού) στα δεδοµένα είναι

p2(x) = 0.998− 1.018x+ 0.225x2.
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Πολλαπλή γραµµική προσέγγιση
Εαν τα δεδοµένα που ϑέλουµε να προσεγγίσουµε εξαρτώνται από δύο ή
περισσότερες µεταβλητές.

Παράδειγµα, η περίπτωση όπου η συνάρτηση προσαρµογής εξαρτάται

γραµµικά από δύο µεταβλητές x1, x2 (δηλ. είναι ένα επίπεδο)

y = a+bx1+cx2

σε ένα δοσµένο πλήθος σηµείων (x1i, x2i, yi).
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Με τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων ϑέλουµε τα a, b, c, έ.ώ.

E(a, b, c) =
n∑
i=1

[
yi − (a+ bx1i + cx2i)

]2
,
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Με τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων ϑέλουµε τα a, b, c, έ.ώ.

E(a, b, c) =
n∑
i=1

[
yi − (a+ bx1i + cx2i)

]2
,

Η ελαχιστοποίηση της E επιτυγχάνεται όταν

∂E

∂a
= 0,

∂E

∂b
= 0,

∂E

∂c
= 0.
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Τότε το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων είναι

an+ b

n∑
i=1

x1i + c
n∑
i=1

x2i =
n∑
i=1

yi

a

n∑
i=1

x1i + b

n∑
i=1

x21i + c

n∑
i=1

x1ix2i =

n∑
i=1

x1iyi

a

n∑
i=1

x2i + b

n∑
i=1

x1ix2i + c

n∑
i=1

x22i =

n∑
i=1

x2iyi

Το οποίο έχει µοναδική λύση, όταν τα σηµεία x1i και x2i, i = 1, . . . , n είναι

διαφορετικά.
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Τότε το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων είναι

an+ b

n∑
i=1

x1i + c
n∑
i=1

x2i =
n∑
i=1

yi

a

n∑
i=1

x1i + b

n∑
i=1

x21i + c

n∑
i=1

x1ix2i =

n∑
i=1

x1iyi

a

n∑
i=1

x2i + b

n∑
i=1

x1ix2i + c

n∑
i=1

x22i =

n∑
i=1

x2iyi

Το οποίο έχει µοναδική λύση, όταν τα σηµεία x1i και x2i, i = 1, . . . , n είναι

διαφορετικά.
Ο συντελεστής πολλαπλής γραµµικής συσχέτισης

Ryx1x2 =

√
(r2yx1)

2 + (r2yx2)
2 − 2(r2yx1)

2(r2x1x2)
2(r2yx1)

2

1− (r2x1x2)
2

απαντά στο ερώτηµα του κατά πόσο ικανοποιητική είναι η επιλογή της

συνάρτησης προσαρµογής στα δεδοµένα.
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΄Ασκηση Χρησιµοποιήστε πολλαπλή γραµµική παλινδρόµηση για να

προσαρµόσετε τα παρακάτω δεδοµένα (την y = a0 + a1x1 + a2x2)
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΄Ασκηση Χρησιµοποιήστε πολλαπλή γραµµική παλινδρόµηση για να

προσαρµόσετε τα παρακάτω δεδοµένα (την y = a0 + a1x1 + a2x2)

Λύση Βοηθητικός πίνακας
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Το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων

΄Εχει λύση a0 = 5, a1 = 4, a2 = −3.

Μάλιστα ο συντελεστήε συσχέτισης είναι r2 = 1.
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Το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων

΄Εχει λύση a0 = 5, a1 = 4, a2 = −3.

Μάλιστα ο συντελεστήε συσχέτισης είναι r2 = 1.

Παρατήρηση Η πολλαπλή γραµµική παλινδρόµηση είναι χρήσιµη και για την

προσαρµογή µοντέλων της µορφής

y = a0x
a1
1 x

a2
2 . . . xamm
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Το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων

΄Εχει λύση a0 = 5, a1 = 4, a2 = −3.

Μάλιστα ο συντελεστήε συσχέτισης είναι r2 = 1.

Παρατήρηση Η πολλαπλή γραµµική παλινδρόµηση είναι χρήσιµη και για την

προσαρµογή µοντέλων της µορφής

y = a0x
a1
1 x

a2
2 . . . xamm

όπου λογαριθµίζοντας

log y = log a0 + a1 log x1 + a2 log x2 + · · · am log xm
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ΚΕΦ 4: ΜΕΡΟΣ Β
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Γενίκευση-Βέλτιστες Προσεγγίσεις σε Ευκλείδιους Χώρους

Θέλουµε να προσεγγίσουµε κάποιο στοιχείο ενός δεδοµένου συνόλου X

(π.χ. των συνεχών συναρτήσεων) µε το ¨καλύτερο¨ δυνατό τρόπο από ένα

άλλο χώρο Y (π.χ. πολυωνύµων συγκεκριµένου ϐαθµού).
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Γενίκευση-Βέλτιστες Προσεγγίσεις σε Ευκλείδιους Χώρους

Θέλουµε να προσεγγίσουµε κάποιο στοιχείο ενός δεδοµένου συνόλου X

(π.χ. των συνεχών συναρτήσεων) µε το ¨καλύτερο¨ δυνατό τρόπο από ένα

άλλο χώρο Y (π.χ. πολυωνύµων συγκεκριµένου ϐαθµού).

Από τα διακριτά δεδοµένα πηγαίνουµε τώρα σε συνεχή.
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Γενίκευση-Βέλτιστες Προσεγγίσεις σε Ευκλείδιους Χώρους

Θέλουµε να προσεγγίσουµε κάποιο στοιχείο ενός δεδοµένου συνόλου X

(π.χ. των συνεχών συναρτήσεων) µε το ¨καλύτερο¨ δυνατό τρόπο από ένα

άλλο χώρο Y (π.χ. πολυωνύµων συγκεκριµένου ϐαθµού).

Από τα διακριτά δεδοµένα πηγαίνουµε τώρα σε συνεχή.

Ορισµός : ΄Εστω (X, || · ||) ένας γραµµικός χώρος µε νόρµα, και Y ⊂ X , µε

x ∈ X . Το y ∈ Y για το οποίο ισχύει

∀z ∈ Y ||x− y|| ≤ ||x− z||
λέγεται βέλτιστη προσέγγιση του x από το Y .
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Γενίκευση-Βέλτιστες Προσεγγίσεις σε Ευκλείδιους Χώρους

Θέλουµε να προσεγγίσουµε κάποιο στοιχείο ενός δεδοµένου συνόλου X

(π.χ. των συνεχών συναρτήσεων) µε το ¨καλύτερο¨ δυνατό τρόπο από ένα

άλλο χώρο Y (π.χ. πολυωνύµων συγκεκριµένου ϐαθµού).

Από τα διακριτά δεδοµένα πηγαίνουµε τώρα σε συνεχή.

Ορισµός : ΄Εστω (X, || · ||) ένας γραµµικός χώρος µε νόρµα, και Y ⊂ X , µε

x ∈ X . Το y ∈ Y για το οποίο ισχύει

∀z ∈ Y ||x− y|| ≤ ||x− z||
λέγεται βέλτιστη προσέγγιση του x από το Y .

Ευκλείδειος Χώρος: ΄Ενας πραγµατικός γραµµικός χώρος στον οποίο έχει

ορισθεί ένα εσωτερικό γινόµενο.
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Παραδείγµατα:

• Στον χώρο διανυσµάτων Rn, ξέρουµε ότι το εσωτερικό γινόµενο δύο

διανυσµάτων x, y είναι

<x, y>=

n∑
i=1

xiyi −→ <x, x>=

n∑
i=1

x2i = ‖x‖22
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Παραδείγµατα:

• Στον χώρο διανυσµάτων Rn, ξέρουµε ότι το εσωτερικό γινόµενο δύο

διανυσµάτων x, y είναι

<x, y>=

n∑
i=1

xiyi −→ <x, x>=

n∑
i=1

x2i = ‖x‖22

• Στον χώρο των συνεχών συναρτήσεων C[a, b], το εσωτ. γινόµενο δύο

συναρτήσεων f και g ορίζεται ως

<f, g>=

∫ b

a

f(x)g(x)dx −→ <f, f >=

∫ b

a

f(x)2dx

Συνεπώς η Ευκλείδεια νόρµα στον C[a, b] δίνεται ώς

||f ||22 =
∫ b

a

f(x)2dx
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• Στη συνεχή προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων αναφερόµαστε στην

εύρεση της ϐέλτιστης προσέγγισης µίας συνάρτησης f(x) ∈ C[a, b] από ένα

άλλο χώρο συναρτήσεων (π.χ. πολυωνύµων Pn)
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• Στη συνεχή προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων αναφερόµαστε στην

εύρεση της ϐέλτιστης προσέγγισης µίας συνάρτησης f(x) ∈ C[a, b] από ένα

άλλο χώρο συναρτήσεων (π.χ. πολυωνύµων Pn)

• Η ϐέλτιστης προσέγγιση ελαχιστοποιεί την απόσταση που υπολογίζεται από

τη νόρµα που προέρχεται από το εσωτερικό γινόµενο στον χώρο C[a, b], δηλ.

||E||22 =
∫ b

a

[f(x)− pn(x)]2dx→ min
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• Η ϐέλτιστης προσέγγιση ελαχιστοποιεί την απόσταση που υπολογίζεται από

τη νόρµα που προέρχεται από το εσωτερικό γινόµενο στον χώρο C[a, b], δηλ.

||E||22 =
∫ b

a

[f(x)− pn(x)]2dx→ min

• ΄Εστω pn(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n =

∑n
i=0 aix

i, τότε απαιτούµε

∂E

∂aj
= 0, j = 0, . . . , n. δηλ.,

n∑
i=0

ai

(∫ b

a

xi+jdx
)
=

∫ b

a

xjf(x)dx, j = 0, . . . , n

ΚΑΝΟΝΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ
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Εναλλακτικά οι ΚΑΝΟΝΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

n∑
i=0

ai(x
i, xj) = (f, xj), j = 0, . . . , n , δηλ.,

(x0, x0)a0 + (x1, x0)a1 + · · ·+ (xn, x0)an = (f, x0)

(x0, x1)a0 + (x2, x1)a1 + · · ·+ (xn, x1)an = (f, x1)

... ...

(x1, xn)a0 + (x2, xn)a1 + · · ·+ (xn, xn)an = (f, xn)

• Ο πίνακας G του γραµµικού συστήµατος λέγεται πίνακας του Gram.
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Εναλλακτικά οι ΚΑΝΟΝΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

n∑
i=0

ai(x
i, xj) = (f, xj), j = 0, . . . , n , δηλ.,

(x0, x0)a0 + (x1, x0)a1 + · · ·+ (xn, x0)an = (f, x0)

(x0, x1)a0 + (x2, x1)a1 + · · ·+ (xn, x1)an = (f, x1)

... ...

(x1, xn)a0 + (x2, xn)a1 + · · ·+ (xn, xn)an = (f, xn)

• Ο πίνακας G του γραµµικού συστήµατος λέγεται πίνακας του Gram.

• Τα πολυώνυµα φi = xi, i = 0, . . . , n αποτελούν µία βάση του χώρου Pn.
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Εναλλακτικά οι ΚΑΝΟΝΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

n∑
i=0

ai(x
i, xj) = (f, xj), j = 0, . . . , n , δηλ.,

(x0, x0)a0 + (x1, x0)a1 + · · ·+ (xn, x0)an = (f, x0)

(x0, x1)a0 + (x2, x1)a1 + · · ·+ (xn, x1)an = (f, x1)

... ...

(x1, xn)a0 + (x2, xn)a1 + · · ·+ (xn, xn)an = (f, xn)

• Ο πίνακας G του γραµµικού συστήµατος λέγεται πίνακας του Gram.

• Τα πολυώνυµα φi = xi, i = 0, . . . , n αποτελούν µία βάση του χώρου Pn.

΄Ασκηση Να ϐρεθεί το πολυώνυµο p2 ∈ P2 το οποίο είναι η ϐέλτιστη

προσέγγιση της f(x) = cosπx, από τον P2 στο [−1, 1], καθώς και το

σφάλµα ||f − p2||.
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Λύση Οι κανονικές εξισώσεις δίνουν 2 0 2
3

0 2
3 0

2
3 0 2

5


 a0
a1
a2

 =

 0

0
−2
π2


Η λύση είναι a0 =

15
4π2
, a1 = 0, a2 = − 45

4π2
, και συνεπώς το

p2(x) =
15

4π2
(1− 3x2).
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Λύση Οι κανονικές εξισώσεις δίνουν 2 0 2
3

0 2
3 0

2
3 0 2

5


 a0
a1
a2

 =

 0

0
−2
π2


Η λύση είναι a0 =

15
4π2
, a1 = 0, a2 = − 45

4π2
, και συνεπώς το

p2(x) =
15

4π2
(1− 3x2).

Το σφάλµα της βέλτιστης προσέγγισης

||f − p2|| =
(∫ 1

−1
(cosπx− p2(x))2dx

)1/2
=
(
1− 45

2π4

)1/2
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Γενικά υποθέτουµε ότι µια συνάρτηση ϑα προσεγγίζεται από την

y = a0φ0(x) + a1φ1(x) + a2φ2(x) + · · ·+ anφn(x)
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Γενικά υποθέτουµε ότι µια συνάρτηση ϑα προσεγγίζεται από την

y = a0φ0(x) + a1φ1(x) + a2φ2(x) + · · ·+ anφn(x)

Μερικές ϕορές η επιλογή συναρτήσεων ϐάσης φi(x) = xi, i = 0, . . . , n

µπορεί να δώσει πίνακα G του Gram κακής κατάστασης.
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Γενικά υποθέτουµε ότι µια συνάρτηση ϑα προσεγγίζεται από την

y = a0φ0(x) + a1φ1(x) + a2φ2(x) + · · ·+ anφn(x)

Μερικές ϕορές η επιλογή συναρτήσεων ϐάσης φi(x) = xi, i = 0, . . . , n

µπορεί να δώσει πίνακα G του Gram κακής κατάστασης.

Μπορούµε να ϐρούµε κατάλληλες ϐάσεις ώστε να γραφεί το σύστηµα των

κανονικών εξισώσεων στην απλούστερη µορφή, δηλαδή G = I . Ψάχνουµε

να ϐρούµε λοιπόν ορθοκανονικές βάσεις φi(x)i = 0, . . . , n.
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Γενικά υποθέτουµε ότι µια συνάρτηση ϑα προσεγγίζεται από την

y = a0φ0(x) + a1φ1(x) + a2φ2(x) + · · ·+ anφn(x)

Μερικές ϕορές η επιλογή συναρτήσεων ϐάσης φi(x) = xi, i = 0, . . . , n

µπορεί να δώσει πίνακα G του Gram κακής κατάστασης.

Μπορούµε να ϐρούµε κατάλληλες ϐάσεις ώστε να γραφεί το σύστηµα των

κανονικών εξισώσεων στην απλούστερη µορφή, δηλαδή G = I . Ψάχνουµε

να ϐρούµε λοιπόν ορθοκανονικές βάσεις φi(x)i = 0, . . . , n.

Σε µία ορθοκανονική ϐάση ισχύει (φi, φj) = 0, i 6= j και ||φi|| = 1,∀i.
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Γενικά υποθέτουµε ότι µια συνάρτηση ϑα προσεγγίζεται από την

y = a0φ0(x) + a1φ1(x) + a2φ2(x) + · · ·+ anφn(x)

Μερικές ϕορές η επιλογή συναρτήσεων ϐάσης φi(x) = xi, i = 0, . . . , n

µπορεί να δώσει πίνακα G του Gram κακής κατάστασης.

Μπορούµε να ϐρούµε κατάλληλες ϐάσεις ώστε να γραφεί το σύστηµα των

κανονικών εξισώσεων στην απλούστερη µορφή, δηλαδή G = I . Ψάχνουµε

να ϐρούµε λοιπόν ορθοκανονικές βάσεις φi(x)i = 0, . . . , n.

Σε µία ορθοκανονική ϐάση ισχύει (φi, φj) = 0, i 6= j και ||φi|| = 1,∀i.

Τότε ϑα έπεται αµέσως (από τις κανονικές εξισώσεις) ότι

ai = (f, φi)
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Γενικά υποθέτουµε ότι µια συνάρτηση ϑα προσεγγίζεται από την

y = a0φ0(x) + a1φ1(x) + a2φ2(x) + · · ·+ anφn(x)

Μερικές ϕορές η επιλογή συναρτήσεων ϐάσης φi(x) = xi, i = 0, . . . , n

µπορεί να δώσει πίνακα G του Gram κακής κατάστασης.

Μπορούµε να ϐρούµε κατάλληλες ϐάσεις ώστε να γραφεί το σύστηµα των

κανονικών εξισώσεων στην απλούστερη µορφή, δηλαδή G = I . Ψάχνουµε

να ϐρούµε λοιπόν ορθοκανονικές βάσεις φi(x)i = 0, . . . , n.

Σε µία ορθοκανονική ϐάση ισχύει (φi, φj) = 0, i 6= j και ||φi|| = 1,∀i.

Τότε ϑα έπεται αµέσως (από τις κανονικές εξισώσεις) ότι

ai = (f, φi)

Για τη ϐέλτιστη προσέγγιση συνεχών συναρτήσεων από των υπόχωρο των

πολυωνύµων Pn, για να γίνει ο πίνακα G του Gram διαγώνιος,

κατασκευάζουµε µια κατάλληλη ϐάση του Pn που αποτελείται από τα

λεγόµενα ορθογώνια πολυώνυµα.
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Μια σηµαντική κατηγορία ορθογώνιων πολυωνύµων, που αποτελούν και ϐάση

του Pn, είναι τα πολυώνυµα Legendre.
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Μια σηµαντική κατηγορία ορθογώνιων πολυωνύµων, που αποτελούν και ϐάση

του Pn, είναι τα πολυώνυµα Legendre.

Πρόταση Τα πολυώνυµα Legendre, Pn, είναι ορθογώνια ως προς (·, ·) στο

[−1, 1] και ικανοποιούν την αναδροµική σχέση

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x), n ≥ 1

όπου P0(x) = 1 και P1(x) = x.
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Μια σηµαντική κατηγορία ορθογώνιων πολυωνύµων, που αποτελούν και ϐάση

του Pn, είναι τα πολυώνυµα Legendre.

Πρόταση Τα πολυώνυµα Legendre, Pn, είναι ορθογώνια ως προς (·, ·) στο

[−1, 1] και ικανοποιούν την αναδροµική σχέση

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x), n ≥ 1

όπου P0(x) = 1 και P1(x) = x.

∆ηλαδή

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3), κ.ο.κ
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Μια σηµαντική κατηγορία ορθογώνιων πολυωνύµων, που αποτελούν και ϐάση

του Pn, είναι τα πολυώνυµα Legendre.

Πρόταση Τα πολυώνυµα Legendre, Pn, είναι ορθογώνια ως προς (·, ·) στο

[−1, 1] και ικανοποιούν την αναδροµική σχέση

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x), n ≥ 1

όπου P0(x) = 1 και P1(x) = x.

∆ηλαδή

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3), κ.ο.κ

Επιπλέον ισχύει
(Pi, Pi) =

2

2i+ 1
, ∀i. (1)
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΄Ασκηση Να ϐρεθεί το πολυώνυµο p2 ∈ P2 το οποίο είναι η ϐέλτιστη

προσέγγιση της f(x) = cosπx, από τον χώρο P2 στο [−1, 1]
χρησιµοποιώντας ως ϐάση του P2 τα πολυώνυµα Legendre.
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΄Ασκηση Να ϐρεθεί το πολυώνυµο p2 ∈ P2 το οποίο είναι η ϐέλτιστη

προσέγγιση της f(x) = cosπx, από τον χώρο P2 στο [−1, 1]
χρησιµοποιώντας ως ϐάση του P2 τα πολυώνυµα Legendre.

Λύση ΄Εστω ότι η ϐέλτιστη προσέγγιση ότι γράφεται συναρτήσει των

πολυώνύµων Legendre ως

y = p2 = a0φ0(x) + a1φ1(x) + a2φ2(x) = a0P0(x) + a1P1(x) + a2P2(x)
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΄Ασκηση Να ϐρεθεί το πολυώνυµο p2 ∈ P2 το οποίο είναι η ϐέλτιστη

προσέγγιση της f(x) = cosπx, από τον χώρο P2 στο [−1, 1]
χρησιµοποιώντας ως ϐάση του P2 τα πολυώνυµα Legendre.

Λύση ΄Εστω ότι η ϐέλτιστη προσέγγιση ότι γράφεται συναρτήσει των

πολυώνύµων Legendre ως

y = p2 = a0φ0(x) + a1φ1(x) + a2φ2(x) = a0P0(x) + a1P1(x) + a2P2(x)

Το διαγώνιο σύστηµα κανονοκών εξισώσεων είναι :

(Pi, Pi)ai = (f, Pi), i = 0, 1, 2
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΄Ασκηση Να ϐρεθεί το πολυώνυµο p2 ∈ P2 το οποίο είναι η ϐέλτιστη

προσέγγιση της f(x) = cosπx, από τον χώρο P2 στο [−1, 1]
χρησιµοποιώντας ως ϐάση του P2 τα πολυώνυµα Legendre.

Λύση ΄Εστω ότι η ϐέλτιστη προσέγγιση ότι γράφεται συναρτήσει των

πολυώνύµων Legendre ως

y = p2 = a0φ0(x) + a1φ1(x) + a2φ2(x) = a0P0(x) + a1P1(x) + a2P2(x)

Το διαγώνιο σύστηµα κανονοκών εξισώσεων είναι :

(Pi, Pi)ai = (f, Pi), i = 0, 1, 2
Από την (1) τότε έχουµε

ai =
2i+ 1

2

∫ 1

−1
Pi(x) cosπxdx, i = 0, 1, 2

από τις οποίες υπολογίζουµε

a0 = 0, a1 = 0, a2 =
−15
2π2

΄Αρα, η ϐέλτιστη προσέγγιση είναι

y = p2(x) =
15

4π2
(1− 3x2)
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