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Εκτίµηση Σφάλµατος Πολυωνυµικής Παρεµβολής

Θεώρηµα ΄Εστω f ∈ Cn+1[a, b] και x0, x1, . . . , xn ανά δύο διαφορετικά

µεταξύ τους σηµεία. ΄Εαν p ∈ Pn το πολυώνυµο παρεµβολής στα {xi}ni=0

τότε ισχύουν ∀x ∈ [a, b]

f(x)− p(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

n∏
i=0

(x− xi), για ξ ∈ (a, b),

και
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Εκτίµηση Σφάλµατος Πολυωνυµικής Παρεµβολής

Θεώρηµα ΄Εστω f ∈ Cn+1[a, b] και x0, x1, . . . , xn ανά δύο διαφορετικά

µεταξύ τους σηµεία. ΄Εαν p ∈ Pn το πολυώνυµο παρεµβολής στα {xi}ni=0

τότε ισχύουν ∀x ∈ [a, b]

f(x)− p(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

n∏
i=0

(x− xi), για ξ ∈ (a, b),

και

||f(x)− p(x)||∞ ≤ max
a≤x≤b

∣∣∣ n∏
i=0

(x− xi)
∣∣∣||f (n+1)||∞

(n+ 1)!
.

||g||∞ = max
a≤x≤b

|g(x)|
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Παράδειγµα : ΄Εστω f(x) ∈ C2[a, b] και ϑέλουµε το µέγιστο σφάλµα του

γραµµικού πολυωνύµου παρεµβολής δηλ. το πολυώνυµο px(x) που

παρεµβάλλεται στα σηµεία x = a και x = b.
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Παράδειγµα : ΄Εστω f(x) ∈ C2[a, b] και ϑέλουµε το µέγιστο σφάλµα του

γραµµικού πολυωνύµου παρεµβολής δηλ. το πολυώνυµο px(x) που

παρεµβάλλεται στα σηµεία x = a και x = b.

p1(x) = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a)
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Παράδειγµα : ΄Εστω f(x) ∈ C2[a, b] και ϑέλουµε το µέγιστο σφάλµα του

γραµµικού πολυωνύµου παρεµβολής δηλ. το πολυώνυµο px(x) που

παρεµβάλλεται στα σηµεία x = a και x = b.

p1(x) = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

Βάσει του ϑεωρήµατος το σφάλµα είναι

||f(x)− p1(x)||∞ ≤ 1
2

max
a≤x≤b

|(x− a)(x− b)| · ||f (2)||∞
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Παράδειγµα : ΄Εστω f(x) ∈ C2[a, b] και ϑέλουµε το µέγιστο σφάλµα του

γραµµικού πολυωνύµου παρεµβολής δηλ. το πολυώνυµο px(x) που

παρεµβάλλεται στα σηµεία x = a και x = b.

p1(x) = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

Βάσει του ϑεωρήµατος το σφάλµα είναι

||f(x)− p1(x)||∞ ≤ 1
2

max
a≤x≤b

|(x− a)(x− b)| · ||f (2)||∞

=
(b− a)2

8
max
a≤x≤b

|f ′′(x)|
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Παράδειγµα : ΄Εστω f(x) ∈ C2[a, b] και ϑέλουµε το µέγιστο σφάλµα του

γραµµικού πολυωνύµου παρεµβολής δηλ. το πολυώνυµο px(x) που

παρεµβάλλεται στα σηµεία x = a και x = b.

p1(x) = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

Βάσει του ϑεωρήµατος το σφάλµα είναι

||f(x)− p1(x)||∞ ≤ 1
2

max
a≤x≤b

|(x− a)(x− b)| · ||f (2)||∞

=
(b− a)2

8
max
a≤x≤b

|f ′′(x)|

Αριθµητική Ανάλυση, 3ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 2



Παράδειγµα :

΄Εστω το p2 πολυώνυµο που παρεµβάλει την f(x) = sin(x) στα

x0 = 0, x1 = π/4, x2 = π/2

|| sin(x)− p2(x)||∞ ≤ 1
3!

max
0≤x≤π2

∣∣∣x(x− π
4

)(x− π
2

)
∣∣∣ · || sin(3)(x)||∞
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Παράδειγµα :

΄Εστω το p2 πολυώνυµο που παρεµβάλει την f(x) = sin(x) στα

x0 = 0, x1 = π/4, x2 = π/2

|| sin(x)− p2(x)||∞ ≤ 1
3!

max
0≤x≤π2

∣∣∣x(x− π
4

)(x− π
2

)
∣∣∣ · || sin(3)(x)||∞

=
1
3!
·
√

3π3

288
· 1 ≈ 0.031

(΄Ασκηση)
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΄Ασκηση Κατασκευάστε το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange στα σηµεία

x0 = −2π/3, x1 = −π/3, x2 = π/3, x3 = 2π/3 της f(x) = sin(x) στο

[−π, π], και υπολογίστε µια εκτίµηση του σφάλµατος. Παρουσιάστε τα

αποτελέσµατα και γραφικά.
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΄Ασκηση Κατασκευάστε το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange στα σηµεία

x0 = −2π/3, x1 = −π/3, x2 = π/3, x3 = 2π/3 της f(x) = sin(x) στο

[−π, π], και υπολογίστε µια εκτίµηση του σφάλµατος. Παρουσιάστε τα

αποτελέσµατα και γραφικά.

Λύση Ισχύει ότι sin(x0) = sin(x1) = −
√

3/2 και sin(x2) = sin(x3) =
√

3/2.
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΄Ασκηση Κατασκευάστε το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange στα σηµεία

x0 = −2π/3, x1 = −π/3, x2 = π/3, x3 = 2π/3 της f(x) = sin(x) στο

[−π, π], και υπολογίστε µια εκτίµηση του σφάλµατος. Παρουσιάστε τα

αποτελέσµατα και γραφικά.

Λύση Ισχύει ότι sin(x0) = sin(x1) = −
√

3/2 και sin(x2) = sin(x3) =
√

3/2.

Τα πολυώνυµα Lagrange, 3ου ϐαθµού, είναι

L0(x) =
(x+ π

3)(x− π
3)(x− 2π

3 )
(x0 + π

3)(x0 − π
3)(x0 − 2π

3 )
=
−9(x+ π

3)(x− π
3)(x− 2π

3 )
4π3

L1(x) =
(x+ 2π

3 )(x− π
3)(x− 2π

3 )
(x1 + 2π

3 )(x1 − π
3)(x1 − 2π

3 )
=

9(x+ 2π
3 )(x− π

3)(x− 2π
3 )

2π3

L2(x) =
(x+ 2π

3 )(x+ π
3)(x− 2π

3 )
(x2 + 2π

3 )(x2 + π
3)(x2 − 2π

3 )
=
−9(x+ 2π

3 )(x+ π
3)(x− 2π

3 )
2π3

L3(x) =
(x+ 2π

3 )(x+ π
3)(x− π

3)
(x3 + 2π

3 )(x3 + π
3)(x3 − π

3)
=

9(x+ 2π
3 )(x+ π

3)(x− π
3)

4π3
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Το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή Lagrange τότε

p(x) =
−
√

3
2

L0(x)−
√

3
2
L1(x) +

√
3

2
L2(x) +

√
3

2
L3(x)

=
9
√

3
8π3

(
(x+

π

3
)(x− π

3
)(x− 2π

3
)− 2(x+

2π
3

)(x− π
3

)(x− 2π
3

)

−2(x+
2π
3

)(x+
π

3
)(x− 2π

3
) + (x+

2π
3

)(x+
π

3
)(x− π

3
)
)
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Το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή Lagrange τότε

p(x) =
−
√

3
2

L0(x)−
√

3
2
L1(x) +

√
3

2
L2(x) +

√
3

2
L3(x)

=
9
√

3
8π3

(
(x+

π

3
)(x− π

3
)(x− 2π

3
)− 2(x+

2π
3

)(x− π
3

)(x− 2π
3

)

−2(x+
2π
3

)(x+
π

3
)(x− 2π

3
) + (x+

2π
3

)(x+
π

3
)(x− π

3
)
)

p(x)−−−
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Εκτίµηση Σφάλµατος

f(x)− p(x) =
1
4!
f (4)(ξ)

3∏
i=0

(x− xi) =
1
24

sin(ξ(x))
3∏
i=0

(x− xi)⇒

||f(x)− p(x)||∞ ≤
1
24
|| sin(x)||∞||

3∏
i=0

(x− xi)||∞ ≤
1
24
· 1 · max

x∈[−π,π]

∣∣∣ 3∏
i=0

(x− xi)
∣∣∣
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Εκτίµηση Σφάλµατος

f(x)− p(x) =
1
4!
f (4)(ξ)

3∏
i=0

(x− xi) =
1
24

sin(ξ(x))
3∏
i=0

(x− xi)⇒

||f(x)− p(x)||∞ ≤
1
24
|| sin(x)||∞||

3∏
i=0

(x− xi)||∞ ≤
1
24
· 1 · max

x∈[−π,π]

∣∣∣ 3∏
i=0

(x− xi)
∣∣∣

Πραγµατικό σφάλµα |sin(x)− p(x)| και εκτίµηση (−−−)
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Εκτίµηση Σφάλµατος

f(x)− p(x) =
1
4!
f (4)(ξ)

3∏
i=0

(x− xi) =
1
24

sin(ξ(x))
3∏
i=0

(x− xi)⇒

||f(x)− p(x)||∞ ≤
1
24
|| sin(x)||∞||

3∏
i=0

(x− xi)||∞ ≤
1
24
· 1 · max

x∈[−π,π]

∣∣∣ 3∏
i=0

(x− xi)
∣∣∣

Πραγµατικό σφάλµα |sin(x)− p(x)| και εκτίµηση (−−−)

Παρατηρείστε ότι στα σηµεία παρεµβολής τό σφάλµα είναι 0.
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΄Ασκηση ∆ίνεται η f(x) = ex, x ∈ [−1, 1]. Να υπολογιστεί η απόσταση h των

σηµείων έτσι ώστε να προσεγγίζεται η f(x) από το p2(x) µε ακρίβεια k

δεκαδικών ψηφίων.
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΄Ασκηση ∆ίνεται η f(x) = ex, x ∈ [−1, 1]. Να υπολογιστεί η απόσταση h των

σηµείων έτσι ώστε να προσεγγίζεται η f(x) από το p2(x) µε ακρίβεια k

δεκαδικών ψηφίων.

Λύση Από το ϑεώρηµα σφάλµατος στα σηµεία x0, x1, x2

ex − p2(x) =
1
3!

(x− x0)(x− x1)(x− x2)eξ

Για την παραµβολή ϑέτουµε h = x1 − x0 = x2 − x1 και x0 ≤ x ≤ x2

||ex − p2(x)||∞ ≤
1
3!

max
x∈[−1,1]|

∣∣∣(x− x0)(x− x1)(x− x2)
∣∣∣e1
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΄Ασκηση ∆ίνεται η f(x) = ex, x ∈ [−1, 1]. Να υπολογιστεί η απόσταση h των

σηµείων έτσι ώστε να προσεγγίζεται η f(x) από το p2(x) µε ακρίβεια k

δεκαδικών ψηφίων.

Λύση Από το ϑεώρηµα σφάλµατος στα σηµεία x0, x1, x2

ex − p2(x) =
1
3!

(x− x0)(x− x1)(x− x2)eξ

Για την παραµβολή ϑέτουµε h = x1 − x0 = x2 − x1 και x0 ≤ x ≤ x2

||ex − p2(x)||∞ ≤
1
3!

max
x∈[−1,1]|

∣∣∣(x− x0)(x− x1)(x− x2)
∣∣∣e1

Υποθέτοντας x1 = 0, x0 = −h, x2 = h τότε

w(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x2)

6
=
x3 − xh2

6
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΄Ασκηση ∆ίνεται η f(x) = ex, x ∈ [−1, 1]. Να υπολογιστεί η απόσταση h των

σηµείων έτσι ώστε να προσεγγίζεται η f(x) από το p2(x) µε ακρίβεια k

δεκαδικών ψηφίων.

Λύση Από το ϑεώρηµα σφάλµατος στα σηµεία x0, x1, x2

ex − p2(x) =
1
3!

(x− x0)(x− x1)(x− x2)eξ

Για την παραµβολή ϑέτουµε h = x1 − x0 = x2 − x1 και x0 ≤ x ≤ x2

||ex − p2(x)||∞ ≤
1
3!

max
x∈[−1,1]|

∣∣∣(x− x0)(x− x1)(x− x2)
∣∣∣e1

Υποθέτοντας x1 = 0, x0 = −h, x2 = h τότε

w(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x2)

6
=
x3 − xh2

6

Για την εύρεση του max της w(x)

w′(x) =
3x2 − h2

6
= 0 ⇒ x = ±h/

√
3
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Συνεπώς

max
x∈[−1,1]

∣∣∣(x− x0)(x− x1)(x− x2)
6

∣∣∣ =
∣∣∣w(±h/

√
3)
∣∣∣ =

h3

9
√

3

και

||ex − p2(x)||∞ ≤
h3

9
√

3
e ≈ 0.174h3
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Συνεπώς

max
x∈[−1,1]

∣∣∣(x− x0)(x− x1)(x− x2)
6

∣∣∣ =
∣∣∣w(±h/

√
3)
∣∣∣ =

h3

9
√

3

και

||ex − p2(x)||∞ ≤
h3

9
√

3
e ≈ 0.174h3

Αν ϑέλουµε ακρίβεια k δεκαδικών ψηφίων.

h3

9
√

3
e ≤ 1

2
10−k ⇒ h ≤ 3

√
9
√

3
2e10k

≈ 3

√
2.87
10k

.
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Παράσταση του πολυωνύµου παρεµβολής στη µορφή Νεύτωνα

΄Εστω x0, x1, . . . , xn ∈ R ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία και

y0, y1, . . . , yn ∈ R γράφουµε το πολυώνυµο pn(x) για το οποίο pn(xi) = yi
ως

pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·
+ an(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)

Τότε υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, a2, . . . , an διαδοχικά
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Παράσταση του πολυωνύµου παρεµβολής στη µορφή Νεύτωνα

΄Εστω x0, x1, . . . , xn ∈ R ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία και

y0, y1, . . . , yn ∈ R γράφουµε το πολυώνυµο pn(x) για το οποίο pn(xi) = yi
ως

pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·
+ an(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)

Τότε υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, a2, . . . , an διαδοχικά

p(x0) = y0 → a0 = y0
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Παράσταση του πολυωνύµου παρεµβολής στη µορφή Νεύτωνα

΄Εστω x0, x1, . . . , xn ∈ R ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία και

y0, y1, . . . , yn ∈ R γράφουµε το πολυώνυµο pn(x) για το οποίο pn(xi) = yi
ως

pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·
+ an(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)

Τότε υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, a2, . . . , an διαδοχικά

p(x0) = y0 → a0 = y0

p(x1) = y1 → a1 =
y1 − a0

x1 − x0

Αριθµητική Ανάλυση, 3ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 9



Παράσταση του πολυωνύµου παρεµβολής στη µορφή Νεύτωνα

΄Εστω x0, x1, . . . , xn ∈ R ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία και

y0, y1, . . . , yn ∈ R γράφουµε το πολυώνυµο pn(x) για το οποίο pn(xi) = yi
ως

pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·
+ an(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)

Τότε υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, a2, . . . , an διαδοχικά

p(x0) = y0 → a0 = y0

p(x1) = y1 → a1 =
y1 − a0

x1 − x0

p(x2) = y2 → a2 =
(y2 − a0

x2 − x0
− a1

)/
(x2 − x1)
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Παράσταση του πολυωνύµου παρεµβολής στη µορφή Νεύτωνα

΄Εστω x0, x1, . . . , xn ∈ R ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία και

y0, y1, . . . , yn ∈ R γράφουµε το πολυώνυµο pn(x) για το οποίο pn(xi) = yi
ως

pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·
+ an(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)

Τότε υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, a2, . . . , an διαδοχικά

p(x0) = y0 → a0 = y0

p(x1) = y1 → a1 =
y1 − a0

x1 − x0

p(x2) = y2 → a2 =
(y2 − a0

x2 − x0
− a1

)/
(x2 − x1)

p(x3) = y3 → a3 = · · · · · ·
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Παράδειγµα Να κατασκευαστεί το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή
Νεύτωνα που παρεµβάλλεται στις τιµές της f(x) = 1/x στα σηµεία

x0 = 2, x1 = 2.5, x2 = 4.
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Νεύτωνα που παρεµβάλλεται στις τιµές της f(x) = 1/x στα σηµεία

x0 = 2, x1 = 2.5, x2 = 4.

Το πολυώνυµο ϑα είναι 2ου ϐαθµού της µορφής

p2(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1)

Υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, a2 διαδοχικά
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Παράδειγµα Να κατασκευαστεί το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή
Νεύτωνα που παρεµβάλλεται στις τιµές της f(x) = 1/x στα σηµεία

x0 = 2, x1 = 2.5, x2 = 4.

Το πολυώνυµο ϑα είναι 2ου ϐαθµού της µορφής

p2(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1)

Υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, a2 διαδοχικά

p(2) = 1/2 → a0 =
1
2
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Παράδειγµα Να κατασκευαστεί το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή
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Υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, a2 διαδοχικά

p(2) = 1/2 → a0 =
1
2

p(2.5) = 2/5 → a1 =
2.5− 1/2

0.5
= −1

5
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Υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, a2 διαδοχικά

p(2) = 1/2 → a0 =
1
2

p(2.5) = 2/5 → a1 =
2.5− 1/2

0.5
= −1

5

p(4) = 1/4 → a2 =
(2/5− 1/2

2
+ 1/5

)/
(1.5) =

1
20
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Παράδειγµα Να κατασκευαστεί το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή
Νεύτωνα που παρεµβάλλεται στις τιµές της f(x) = 1/x στα σηµεία

x0 = 2, x1 = 2.5, x2 = 4.

Το πολυώνυµο ϑα είναι 2ου ϐαθµού της µορφής

p2(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1)

Υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, a2 διαδοχικά

p(2) = 1/2 → a0 =
1
2

p(2.5) = 2/5 → a1 =
2.5− 1/2

0.5
= −1

5

p(4) = 1/4 → a2 =
(2/5− 1/2

2
+ 1/5

)/
(1.5) =

1
20

Συνεπώς

p2(x) = 0.5−0.2(x−2) + 0.05(x−2)(x−2.5) = 0.05x2−0.425x+ 1.15
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΄Ασκηση ∆ίνεται ο πίνακας τιµών (της f(x) = 1 + x3)

xi 0 1 2 3

f(xi) = yi 1 2 9 28

Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή Νεύτωνα για τα 4 σηµεία

καθώς και για τα 3 πρώτα και 3 τελευταία σηµεία και να προσεγγιστεί η τιµή

f(1.5) για καθένα από αυτά.
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΄Ασκηση ∆ίνεται ο πίνακας τιµών (της f(x) = 1 + x3)

xi 0 1 2 3

f(xi) = yi 1 2 9 28

Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή Νεύτωνα για τα 4 σηµεία

καθώς και για τα 3 πρώτα και 3 τελευταία σηµεία και να προσεγγιστεί η τιµή

f(1.5) για καθένα από αυτά.

Λύση Το πολυώνυµο για όλα τα σηµεία είναι

p3(x) = 1 + 1 · x+ 6
x(x− 1)

2
+ 6

x(x− 1)(x− 2)
6

= 1 + x3

Συνεπώς f(1.5) = p3(1.5) = 4.375.
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΄Ασκηση ∆ίνεται ο πίνακας τιµών (της f(x) = 1 + x3)

xi 0 1 2 3

f(xi) = yi 1 2 9 28

Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή Νεύτωνα για τα 4 σηµεία

καθώς και για τα 3 πρώτα και 3 τελευταία σηµεία και να προσεγγιστεί η τιµή

f(1.5) για καθένα από αυτά.

Λύση Το πολυώνυµο για όλα τα σηµεία είναι

p3(x) = 1 + 1 · x+ 6
x(x− 1)

2
+ 6

x(x− 1)(x− 2)
6

= 1 + x3

Συνεπώς f(1.5) = p3(1.5) = 4.375.

Αν χρησιµοποιηθούν τα τρία πρώτα σηµεία

p2(x) = 1 + 1 · x+ 6
x(x− 1)

2

Τότε p2(1.5) = 4.75.
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Σύγκριση πολυωνύµου παρεµβολής σε µορφή Lagrange και Νεύτωνα

Το πολυώνυµο παρεµβολής είναι µοναδικό συνεπώς και οι δύο µορφές
δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα
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Σύγκριση πολυωνύµου παρεµβολής σε µορφή Lagrange και Νεύτωνα

Το πολυώνυµο παρεµβολής είναι µοναδικό συνεπώς και οι δύο µορφές
δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα

• Η απλότητα της µορφής Lagrange είναι το ϐασικό πλεονέκτηµα όµως εάν

προστεθεί ένα επιπλέον σηµείο παρεµβολής xn+1 απαιτείται υπολογισµός εξ

αρχής όλων των νέων πολυωνύµων Lagrange Li, πράγµα ασύµφορο.
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Σύγκριση πολυωνύµου παρεµβολής σε µορφή Lagrange και Νεύτωνα

Το πολυώνυµο παρεµβολής είναι µοναδικό συνεπώς και οι δύο µορφές
δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα

• Η απλότητα της µορφής Lagrange είναι το ϐασικό πλεονέκτηµα όµως εάν

προστεθεί ένα επιπλέον σηµείο παρεµβολής xn+1 απαιτείται υπολογισµός εξ

αρχής όλων των νέων πολυωνύµων Lagrange Li, πράγµα ασύµφορο.

• Στη µορφή Νεύτωνα αν προστεθεί επιπλέον σηµείο παρεµβολής τότε

χρειάζεται µόνο ο υπολογισµός του συντελεστή an+1, οι υπόλοιποι µένουν ως

έχουν. Μπορούµε να κάνουµε οικονοµία στις πράξεις αν ϑέλουµε να

υπολογίσουµε τα πολυώνυµα παρεµβολής που προκύπτουν αν αφαιρέσουµε

ή προσθέσουµε σηµεία παρεµβολής ή αν µεταβάλλουµε κάποια από τα yi.
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δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα

• Η απλότητα της µορφής Lagrange είναι το ϐασικό πλεονέκτηµα όµως εάν

προστεθεί ένα επιπλέον σηµείο παρεµβολής xn+1 απαιτείται υπολογισµός εξ

αρχής όλων των νέων πολυωνύµων Lagrange Li, πράγµα ασύµφορο.

• Στη µορφή Νεύτωνα αν προστεθεί επιπλέον σηµείο παρεµβολής τότε

χρειάζεται µόνο ο υπολογισµός του συντελεστή an+1, οι υπόλοιποι µένουν ως

έχουν. Μπορούµε να κάνουµε οικονοµία στις πράξεις αν ϑέλουµε να

υπολογίσουµε τα πολυώνυµα παρεµβολής που προκύπτουν αν αφαιρέσουµε

ή προσθέσουµε σηµεία παρεµβολής ή αν µεταβάλλουµε κάποια από τα yi.

•Ο υπολογισµός της τιµής του πολυωνύµου σε ένα σηµείο x (διαφορετικό

από τα σηµεία παρεµβολής) µε τη µορφή Lagrange απαιτεί περισσότερες

πράξεις από ότι στη µορφή Νεύτωνα όπου αφού υπολογιστούν οι συντελεστές

ai η τιµή υπολογίζεται σε O(n) πράξεις µε το σχήµα Horner (ϐλ. Κεφ. 1).
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Κατασκευή του πολυωνύµου παρεµβολής µε ∆ιαιρεµένες ∆ιαφορές

΄Εστω f ∈ C[a, b] και x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] µε xi 6= xj, i 6= j. ΄Ορίζουµε

επαγωγικά ως προς i

∆0(x0)(f) = f(x0)

∆1(x0, x1)(f) =
∆0(x1)(f)−∆0(x0)(f)

x1 − x0
=
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
... ... ...

∆i(x0, x1, . . . xi)(f) =
∆i−1(x1, x2, . . . xi)(f)−∆i−1(x0, x1, . . . xi−1)(f)

xi − x0

ο αριθµός ∆i(x0, x1, . . . xi)(f) λέγεται διαιρεµένη διαφορά τάξεως i της f
προς τα x0, . . . , xi.
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επαγωγικά ως προς i

∆0(x0)(f) = f(x0)

∆1(x0, x1)(f) =
∆0(x1)(f)−∆0(x0)(f)

x1 − x0
=
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
... ... ...

∆i(x0, x1, . . . xi)(f) =
∆i−1(x1, x2, . . . xi)(f)−∆i−1(x0, x1, . . . xi−1)(f)

xi − x0

ο αριθµός ∆i(x0, x1, . . . xi)(f) λέγεται διαιρεµένη διαφορά τάξεως i της f
προς τα x0, . . . , xi.

΄Εστω το πολυώνυµο παρεµβολής στη µορφή Νεύτωνα

pn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·
+ an(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)
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Υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, . . . , an ως

ai = ∆i(x0, x1, . . . xi)(f), i = 0, . . . , n
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Υπολογίζω τους (άγνωστους) συντελεστές a0, a1, . . . , an ως

ai = ∆i(x0, x1, . . . xi)(f), i = 0, . . . , n

Πίνακας ∆ιαιρεµένων ∆ιαφορών

x0 f(x0)↘
∆1(x0, x1)(f)↘

x1 f(x1)↗ ∆2(x0, x1, x2)(f)
∆1(x1, x2)(f)↗ ∆3(x0, x1, x2, x3)(f)

x2 f(x2) ∆2(x1, x2, x3)(f) ... . . .

∆1(x2, x3)(f) ...

x3 f(x3) ...

... ...

Τότε a0 = f(x0), a1 = ∆1(x0, x1)(f), a2 = ∆2(x0, x1, x2)(f)
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Παράδειγµα ΄Εστω f(x) = x2 − 4x+ 1 και x0 = 2, x1 = 3, x2 = 5 να

ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής µε χρήση διαιρεµένων διαφορών.
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Παράδειγµα ΄Εστω f(x) = x2 − 4x+ 1 και x0 = 2, x1 = 3, x2 = 5 να

ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής µε χρήση διαιρεµένων διαφορών.

Ξεκινάµε γράφωντας τις δύο πρώτες στήλες µέ τα xi και f(xi)
2 −3
3 −2
5 6

Υπολογίζουµε την επόµενη στήλη, αρχίζοντας από το ∆1(x0, x1).

∆1(x0, x1) =
(−2)− (−3)
x1 − x0

=
(−2)− (−3)

3− 2
1
1

= 1,

και έχουµε 2 −3↘
1

3 −2↗

5 6

.

Στη συνέχεια υπολογίζουµε το ∆1(x1, x2),
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∆1(x1, x2) =
6− (−2)

5− 3
=

8
2

= 4,

και έχουµε 2 −3
1

3 −2↘
4

5 6↗

.

και τελικά στη τρίτη στήλη το ∆2(x0, x1, x2) ως

∆2(x0, x1, x2) =
4− 1
5− 2

=
3
3

= 1,

και έχουµε τον πίνακα διαφορών

2 −3
1↘

3 −2 1
4↗

5 6

.
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Το πολυώνυµο παρεµβολής δίνεται

p2(x) = −3 + 1 · (x− 2) + 1 · (x− 2)(x− 3)

= 1− 4x+ x2.

Η παρεµβολή είναι ακριβής (µηδενικό σφάλµα) µία που παρεµβάλλουµε µια
συνάρτηση f που είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού
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Το πολυώνυµο παρεµβολής δίνεται

p2(x) = −3 + 1 · (x− 2) + 1 · (x− 2)(x− 3)

= 1− 4x+ x2.

Η παρεµβολή είναι ακριβής (µηδενικό σφάλµα) µία που παρεµβάλλουµε µια
συνάρτηση f που είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού

Παράδειγµα Για τα παρακάτω δεδοµένα να κατασκευασθεί ο πίνακας

διαιρεµένων διαφορών και να προσδιοριστεί το πολυώνυµο παρεµβολής,

xi 1 3/2 0 2

f(xi) = yi 3 13/4 3 5/3
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Το πολυώνυµο παρεµβολής δίνεται

p2(x) = −3 + 1 · (x− 2) + 1 · (x− 2)(x− 3)

= 1− 4x+ x2.

Η παρεµβολή είναι ακριβής (µηδενικό σφάλµα) µία που παρεµβάλλουµε µια
συνάρτηση f που είναι πολυώνυµο δευτέρου βαθµού

Παράδειγµα Για τα παρακάτω δεδοµένα να κατασκευασθεί ο πίνακας

διαιρεµένων διαφορών και να προσδιοριστεί το πολυώνυµο παρεµβολής,

xi 1 3/2 0 2

f(xi) = yi 3 13/4 3 5/3

Το πολυώνυµο παρεµβολής ϑα είναι το πολύ τρίτου ϐαθµού (p ∈ P3)

Ο πίνακας διαφορών δίνεται ως εξής :
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1 3↘
1/2↘

3/2 13/4↗ 1/3↘
1/6↗ −2

0 3 −5/3↗
2/3

2 5/3
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1 3↘
1/2↘

3/2 13/4↗ 1/3↘
1/6↗ −2

0 3 −5/3↗
2/3

2 5/3
Οι συντελεστές του πολυωνύµου παρεµβολής δίνονται από

a0 = ∆0(x0)(f) = 3

a1 = ∆1(x0, x1)(f) = 1/2

a2 = ∆2(x0, x1, x2)(f) = 1/3

a3 = ∆3(x0, x1, x2, x3)(f) = −2

΄Αρα

p3(x) = 3 +
1
2
(x− 1) +

1
3
(x− 1)(x− 3/2)−2(x− 1)(x− 3/2)x
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Συµπεριφορά πολυωνυµικής παρεµβολής για µεγάλο n

Γνωρίζουµε από την εκτίµηση σφάλµατος της πολ. παρεµβολής ότι

||f(x)− p(x)||∞ ≤ max
a≤x≤b

∣∣∣ n∏
i=0

(x− xi)
∣∣∣||f (n+1)||∞

(n+ 1)!

ϑέτωντας Φn+1 =
∏n
i=0(x− xi) έχουµε

||f(x)− p(x)||∞ ≤ ||Φn+1||∞
||f (n+1)||∞

(n+ 1)!

Για [a, b] = [−1, 1] και οµοιόµορφα κατανεµηµένα σηµεία xi = −1 + ih µε

h = 2
n ισχύει

||f(x)− p(x)||∞ ≤
n!
4
hn+1||f (n+1)||∞

(n+ 1!)
≤ hn+1||f (n+1)||∞

(n+ 1)

Αριθµητική Ανάλυση, 3ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 19



Συµπεριφορά πολυωνυµικής παρεµβολής για µεγάλο n

Γνωρίζουµε από την εκτίµηση σφάλµατος της πολ. παρεµβολής ότι

||f(x)− p(x)||∞ ≤ max
a≤x≤b

∣∣∣ n∏
i=0

(x− xi)
∣∣∣||f (n+1)||∞

(n+ 1)!

ϑέτωντας Φn+1 =
∏n
i=0(x− xi) έχουµε

||f(x)− p(x)||∞ ≤ ||Φn+1||∞
||f (n+1)||∞

(n+ 1)!

Για [a, b] = [−1, 1] και οµοιόµορφα κατανεµηµένα σηµεία xi = −1 + ih µε

h = 2
n ισχύει

||f(x)− p(x)||∞ ≤
n!
4
hn+1||f (n+1)||∞

(n+ 1!)
≤ hn+1||f (n+1)||∞

(n+ 1)

Αναµένουµε λοιπόν

∀f ∈ C[−1, 1] lim
n→∞

||f − pn|| = 0
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. . .΄Οµως . . . έστω η f(x) = 1
1+25x2, x ∈ [−1, 1] και έστω τα πολυώνυµα

παρεµβολής p5 και p9 σε (6 και 10 αντίστοιχα) οµοίοµορφα κατανεµηµένους

κόµβους στο [−1, 1].
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. . .΄Οµως . . . έστω η f(x) = 1
1+25x2, x ∈ [−1, 1] και έστω τα πολυώνυµα

παρεµβολής p5 και p9 σε (6 και 10 αντίστοιχα) οµοίοµορφα κατανεµηµένους

κόµβους στο [−1, 1].

Για αυτή τη συνάρτηση (παράδειγµα του Runge) ισχύει

lim
n→∞

||f − pn|| =∞
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Το πρόβληµα ϕαίνεται να οφείλεται στον οµοιόµορφο διαµερισµό

xi = −1 + 2i
n = −1 + ih, i = 0, . . . , n
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Το πρόβληµα ϕαίνεται να οφείλεται στον οµοιόµορφο διαµερισµό

xi = −1 + 2i
n = −1 + ih, i = 0, . . . , n

Πυκνώνοντας τα σηµεία παρεµβολής κοντά στα άκρα µε τη χρήση των

σηµείων Chebyshev xi = cos
(

2i+1
n+1 ·

π
2

)
, i = 0, . . . , n
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Το πρόβληµα ϕαίνεται να οφείλεται στον οµοιόµορφο διαµερισµό

xi = −1 + 2i
n = −1 + ih, i = 0, . . . , n

Πυκνώνοντας τα σηµεία παρεµβολής κοντά στα άκρα µε τη χρήση των

σηµείων Chebyshev xi = cos
(

2i+1
n+1 ·

π
2

)
, i = 0, . . . , n

Τα σηµεία αυτά είναι ϱίζες του πολυωνύµου Chebyshev Tn+1

Tn+1 = cos((n+ 1) arccosx), x ∈ [−1, 1]

και καθώς το n αυξάνει συσσωρεύονται προς τα άκρα του διαστήµατος.
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Το παράδειγµα του Runge στα σηµεία Chebyshev

f = 1
1+25x2

Πολυώνυµο παρεµβολής για n = 17 οµοιόµορφους κόµβους

Πολυώνυµο παρεµβολής για n = 17 σηµεία Chebyshev
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Μπορεί να δειχθεί ότι για τη συνάρτηση Runge στα Chebyshev

lim
n→∞

||f − pn|| = 0

΄Οµως υπάρχει το εξής αρνητικό Θεώρηµα :
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Μπορεί να δειχθεί ότι για τη συνάρτηση Runge στα Chebyshev

lim
n→∞

||f − pn|| = 0

΄Οµως υπάρχει το εξής αρνητικό Θεώρηµα :

Θεώρηµα Faber (1914) Για κάθε πίνακα σηµείων παρεµβολής

xni ∈ [−1, 1] υπάρχει συνάρτηση f ∈ C[−1, 1], τ.ω. αν pn το πολυώνυµο

που παρεµβάλλεται στην f στα xn0, . . . , xnn, τότε ισχύει

lim
n→∞

||f − pn|| =∞
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΄Οµως υπάρχει το εξής αρνητικό Θεώρηµα :

Θεώρηµα Faber (1914) Για κάθε πίνακα σηµείων παρεµβολής

xni ∈ [−1, 1] υπάρχει συνάρτηση f ∈ C[−1, 1], τ.ω. αν pn το πολυώνυµο

που παρεµβάλλεται στην f στα xn0, . . . , xnn, τότε ισχύει

lim
n→∞

||f − pn|| =∞

• Ακόµη και αν δεν ίσχυε το Θ. Faber τα προβλήµατα σφαλµάτων

στρογγύλευσης στον υπολογισµό των πολυωνύµων για µεγάλο n καθιστούν

απαγορευτική την πολυωνυµική παρεµβολή.

Αριθµητική Ανάλυση, 3ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 23


