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Κεφ. 3: Παρεµβολή
• Σε πολλά πρακτικά προβλήµατα (π.χ. πειράµατα) γνωρίζουµε τιµές σέ ένα

πεπερασµένο σύνολο σηµείων {xi} (π.χ. µετρήσεις) µίας άγνωστης
συνάρτησης f . Το ερώτηµα εδώ είναι αν µπορούµε να προσεγγίσουµε την f

µε µία άλλη συνάρτηση η οποία είναι εύκολο να υπολογιστεί.
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πεπερασµένο σύνολο σηµείων {xi} (π.χ. µετρήσεις) µίας άγνωστης
συνάρτησης f . Το ερώτηµα εδώ είναι αν µπορούµε να προσεγγίσουµε την f

µε µία άλλη συνάρτηση η οποία είναι εύκολο να υπολογιστεί.

• Ειδικότερα, αν µας δίνουν σηµεία (xi, yi), i = 0, 1, 2, . . . , n, τα οποία

αντιστοιχούν σε n+ 1 ¨µετρήσεις¨ στα xi σηµεία της µεταβλητής y ϑέλουµε

να παρεµβάλουµε µία άλλη συνάρτηση p(x) στα δεδοµένα τ.ω.

p(xi) = f(xi), i = 0, 1, 2, . . . , n.
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

∆ίνονται τα σηµεία (δεδοµένα)

x x0 x1 · · · xn

y y0 y1 · · · yn
n+ 1 τιµές

Το πρόβληµα: Ϲητάµε να κατασκευάσουµε ένα πολυώνυµο pn(x), ϐαθµού το

πολύ n τ.ω.

pn(xi) = yi(= f(xi)), i = 0, 1, 2, . . . , n.

Το pn(x) ϑα ονοµάζεται πολυώνυµο παρεµβολής (στα δοσµένα σηµεία).
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Γιατί παρεµβάλουµε πολυώνυµα ;

• Μπορούν να υπολογιστούν εύκολα, µ’ενα πεπερασµένο πλήθος πράξεων.

•Παραγωγίζονται και ολοκληρώνονται εύκολα

•΄Εχουν καλές προσεγγιστικές ιδιότητες

Θεώρηµα Προσέγγισης Weierstrass: Εάν f ∈ C[a, b] και ε > 0 υπάρχει

πολυώνυµο Pε στο [a, b] τ.ω.

||f − Pε||∞ = max
a≤x≤b

|f(x)− Pε| < ε ∀x ∈ [a, b]
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

Θεώρηµα (Παρεµβολή τύπου Lagrange):΄Εστω {xi}ni=0 ∈ R να είναι n+ 1
ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία και {yi}ni=0 ∈ R. Τότε ∃ µοναδικό
πολυώνυµο p ϐαθµού το πολύ n (γράφουµε p ∈ Pn) τ.ω.

p(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.
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Θεώρηµα (Παρεµβολή τύπου Lagrange):΄Εστω {xi}ni=0 ∈ R να είναι n+ 1
ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία και {yi}ni=0 ∈ R. Τότε ∃ µοναδικό
πολυώνυµο p ϐαθµού το πολύ n (γράφουµε p ∈ Pn) τ.ω.

p(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

Απόδειξη : ΄Εστω p(x) = a0 + a1x+ · · · anx
n µε άγνώστους a0, a1, . . . , an.

Από τη σχέση p(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n έχουµε (n+ 1) εξισώσεις µε

(n+ 1) αγνώστους.

V a = y⇔


1 x0 x2

0 · · · xn
0

1 x1 x2
1 · · · xn

1

1 : :
: : :
1 xn x2

n xn
n



a0

a1

a2

:
an

 =


y0
y1
y2
:
yn

 (1)

Ο πίνακας V λέγεται πίνακας Vandermonde.
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Ο πίνακας V λέγεται πίνακας Vandermonde.

Το σύστηµα (1) λύνεται µοναδικά (γιατί;)
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Παράσταση και κατασκευή του πολυωνύµου παρεµβολής

Παράσταση στη µορφή Lagrange

΄Εστω x0, x1, . . . , xn ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία και έστω το

n−ϐαθµού πολυώνυµο Li(x)

Li(x) =
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)

(xi − x0)(xi − xj) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)

=
n∏

j=0
j 6=i

(x− xj)
(xi − xj)

που µηδενίζεται στα x0, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, δηλ.

Li(xj) = δij =
{

1 i = j

0 i 6= j
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0 i 6= j

Τα πολυώνυµα L0, . . . , Ln λέγονται πολυώνυµα Lagrange

Αριθµητική Ανάλυση, 3ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 5



Παράσταση στη µορφή Lagrange

Το άθροισµα πολυωνύµων n−ϐαθµού⇒ n−ϐαθµού πολυώνυµο και τότε

p(x) =
n∑

i=0

yiLi(x) (παράσταση σε µορφή Lagrange)
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Παράσταση στη µορφή Lagrange

Το άθροισµα πολυωνύµων n−ϐαθµού⇒ n−ϐαθµού πολυώνυµο και τότε

p(x) =
n∑

i=0

yiLi(x) (παράσταση σε µορφή Lagrange)

Αν f(x) συνάρτηση τ.ω. f(xi) = yi, i = 0, 1 . . . , n τότε το πολυώνυµο

παρεµβολής σε µορφή Lagrange είναι

p(x) =
n∑

i=0

f(xi)Li(x) (2)

Το πολυώνυµο p(x) που κατασκευάζεται στη (2) είναι προφανώς n−ϐαθµού,

µοναδικό ως προς τα σηµεία {xi}ni=0 και έχει την τιµή f(xk) στο x = xk για

k = 0, 1, 2, . . . , n.
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΄Εστω τα σηµεία (−9, 5), (−4, 2), (−1,−2), (7, 9)
Το πολυώνυµο παρεµβολής τότε ϑα είναι το πολύ 3ου ϐαθµού και τα

πολυώνυµα Lagrange 5L1, 2L2, (−2)L3, 9L4

Το πολυώνυµο p3(x) περνά και από τα 4 σηµεία. Τα κάθε πολυώνυµο

Lagrange περνά από το αντίστοιχο σηµείο και είναι 0 στα υπόλοιπα 3.
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Παράδειγµα: Κατασκευάστε το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange στα

σηµεία x0 = −1.5, x1 = −0.75, x2 = 0, x3 = 0.75, x4 = 1.5 της

f(x) = tan(x).
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σηµεία x0 = −1.5, x1 = −0.75, x2 = 0, x3 = 0.75, x4 = 1.5 της

f(x) = tan(x).

Υπολογίζουµε αρχικά τα f(x0) = −14.1014, f(x1) = −0.931596, f(x2) =
0, f(x3) = 0.931596, f(x0) = 14.1014.
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Υπολογίζουµε αρχικά τα f(x0) = −14.1014, f(x1) = −0.931596, f(x2) =
0, f(x3) = 0.931596, f(x0) = 14.1014.

Τα πολυώνυµα Lagrange είναι

L0(x) =
x− x1

x0 − x1
· x− x2

x0 − x2
· x− x3

x0 − x3
· x− x4

x0 − x4
=

1
243

x(2x− 3)(4x− 3)(4x+ 3)

L1(x) =
x− x0

x1 − x0
· x− x2

x1 − x2
· x− x3

x1 − x3
· x− x4

x1 − x4
= − 8

243
x(2x− 3)(2x+ 3)(4x− 3)

L2(x) =
x− x0

x2 − x0
· x− x1

x2 − x1
· x− x3

x2 − x3
· x− x4

x2 − x4
=

3
243

(2x+ 3)(4x+ 3)(4x− 3)(2x− 3)

L3(x) =
x− x0

x3 − x0
· x− x1

x3 − x1
· x− x2

x3 − x2
· x− x4

x3 − x4
= − 8

243
x(2x− 3)(2x+ 3)(4x+ 3)

L4(x) =
x− x0

x4 − x0
· x− x1

x4 − x1
· x− x2

x4 − x2
· x− x3

x4 − x3
=

1
243

x(2x+ 3)(4x− 3)(4x+ 3)
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. . .Παράδειγµα . . . Συνεπώς το πολυώνυµο παρεµβολής

p(x) =
1

243

(
f(x0)x(2x− 3)(4x− 3)(4x+ 3)

− 8f(x1)x(2x− 3)(2x+ 3)(4x− 3)

+ 3f(x2)(2x+ 3)(4x+ 3)(4x− 3)(2x− 3)

− 8f(x3)x(2x− 3)(2x+ 3)(4x+ 3)

+ f(x4)x(2x+ 3)(4x− 3)(4x+ 3)
)

= 4.834848x3 − 1.477474x.

Αριθµητική Ανάλυση, 3ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 9



. . .Παράδειγµα . . . Συνεπώς το πολυώνυµο παρεµβολής

p(x) =
1

243

(
f(x0)x(2x− 3)(4x− 3)(4x+ 3)

− 8f(x1)x(2x− 3)(2x+ 3)(4x− 3)

+ 3f(x2)(2x+ 3)(4x+ 3)(4x− 3)(2x− 3)

− 8f(x3)x(2x− 3)(2x+ 3)(4x+ 3)

+ f(x4)x(2x+ 3)(4x− 3)(4x+ 3)
)

= 4.834848x3 − 1.477474x.

Αριθµητική Ανάλυση, 3ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 9


