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΄Ασκηση: Υπολογισµός του 1/c χωρίς διαίρεση. Να χρησιµοποιηθεί η

µέθοδος NR για δεδοµένο c > 0 για τον υπολογισµό του 1/c. Να ϐρεθεί

διάστηµα για το οποίο η µέθοδος συγκλίνει τετραγωνικά και να εφαρµοστεί

για τον υπολογισµό του 1/e µε x0 = 0.3 και ανοχή σφάλµατος ε = 10−6.
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΄Ασκηση: Υπολογισµός του 1/c χωρίς διαίρεση. Να χρησιµοποιηθεί η

µέθοδος NR για δεδοµένο c > 0 για τον υπολογισµό του 1/c. Να ϐρεθεί

διάστηµα για το οποίο η µέθοδος συγκλίνει τετραγωνικά και να εφαρµοστεί

για τον υπολογισµό του 1/e µε x0 = 0.3 και ανοχή σφάλµατος ε = 10−6.

Παραλλαγή της µεθόδου NR-Μέθοδος σταθερής κλίσης

xn+1 = xn −
f(xn)

g
, n = 0, 1, 2, . . .

• Αντικαθιστούµε την f ′(x) µε µία σταθερή ποσότητα (π.χ. g = f ′(x0))

• Η συνάρτηση επανάληψης είναι φ(x) = x− f(x)
g και επιλέγεται g τ.ω. η φ

συστολή.

• Η µέθοδος συγκλίνει γραµµικά

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆. 1



Η µέθοδος της Τέµνουσας

• Η µέθοδος NR συγκλίνει ταχύτερα από τις µεθόδους αγκυλών, όµως πρέπει

να επιλεγεί x0 κοντά στη ϱίζα x? και να υπολογιστεί η f ′(x).

• Στη NR χρειάζεται ο υπολογισµός της f ′(xn) ∀n. Αν η f είναι πολύπλοκη

συνάρτηση αυτό παρουσιάζει δυσκολείες καθόσον ο υπολογισµός πρέπει να

είναι ακριβής για να αποφεύγονανατι σφάλµατα στρογγύλευσης.

• Η µέθοδος της τέµνουσας είναι η ενδιάµεση λύση. Η τάξη σύγκλισής της

καλύτερη από γραµµική αλλά όχι τετραγωνική και δεν χρειάζεται τον

υπολογισµό της παραγώγου.
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Η µέθοδος της Τέµνουσας

• Η µέθοδος NR συγκλίνει ταχύτερα από τις µεθόδους αγκυλών, όµως πρέπει

να επιλεγεί x0 κοντά στη ϱίζα x? και να υπολογιστεί η f ′(x).

• Στη NR χρειάζεται ο υπολογισµός της f ′(xn) ∀n. Αν η f είναι πολύπλοκη

συνάρτηση αυτό παρουσιάζει δυσκολείες καθόσον ο υπολογισµός πρέπει να

είναι ακριβής για να αποφεύγονανατι σφάλµατα στρογγύλευσης.

• Η µέθοδος της τέµνουσας είναι η ενδιάµεση λύση. Η τάξη σύγκλισής της

καλύτερη από γραµµική αλλά όχι τετραγωνική και δεν χρειάζεται τον

υπολογισµό της παραγώγου.

Αντικαθιστώντας (προσεγγίζοντας) την f ′(xn) µε ένα πηλίκο διαφορών

f ′(xn) ≈ f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1

προκύπτει η µέθοδος της τέµνουσας.
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Η µέθοδος της Τέµνουσας

∆ίνεται f ∈ C[a, b] και δύο αρχικές προσεγγίσεις x−1, x0

xn+1 = xn−
f(xn)(xn − xn−1)
f(xn)− f(xn−1)

, n = 0, 1, 2, . . .
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Θεώρηµα : ΄Εστω x? ϱίζα µίας συνάρτησης f(x) και f(x)C2(a, b) µε

f ′(x) 6= 0, f ′′(x) 6= 0. Τότε υπάρχει διάστηµα I µε x? ∈ I , τ.ω. για

x−1, x0 ∈ I η ακολουθία προσεγγίσεων {xn}που παράγει η µέθοδος της

τέµνουσας είναι καλώς ορισµένη και συγκλίνει στο x?. Ισχύει µάλιστα ότι η

τάξη σύγκλισης της είναι p = (1 +
√

5)/2 ≈ 1.62.
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Θεώρηµα : ΄Εστω x? ϱίζα µίας συνάρτησης f(x) και f(x)C2(a, b) µε

f ′(x) 6= 0, f ′′(x) 6= 0. Τότε υπάρχει διάστηµα I µε x? ∈ I , τ.ω. για

x−1, x0 ∈ I η ακολουθία προσεγγίσεων {xn}που παράγει η µέθοδος της

τέµνουσας είναι καλώς ορισµένη και συγκλίνει στο x?. Ισχύει µάλιστα ότι η

τάξη σύγκλισης της είναι p = (1 +
√

5)/2 ≈ 1.62.

Παρατηρήσεις

• Η µέθοδος απαιτεί µόνο την γνώση τηε f και όχι της f ′.

• Χρειάζεται µια καλή επιλογή των x−1, x0 για να συγκλίνει.

• Ακόµη και αν η f ′ είναι γνωστή είναι οικονοµικότερη της NR γιατί απαιτεί

µόνο τον υπολογισµό του f(xn) ανά βήµα. (Ποια µέθοδος είναι συνολικά
οικονοµικότερη εξαρτάται από το κόστος υπολογισµού της f ′ σε σχέση

µάυτόν της f και τον αριθµό των ϐηµάτων για σύγκλιση µε ορισµένη ανοχή

σφάλµατος.)

• Μπορεί να εµφανιστούν περιπτώσεις αποτυχίας όµοιες µε αυτές της NR .
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Λύση µη γραµµικών συστηµάτων µε τη µέθοδο NR

Παράδειγµα: έστω το σύστηµα

xy = z2 + 1

xyz + y2 = x2 + 2

ex + z = ey + 3

Ποιό είναι το διάνυσµα της λύσης X = [x, y, z]T;
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Λύση µη γραµµικών συστηµάτων µε τη µέθοδο NR

Παράδειγµα: έστω το σύστηµα

xy = z2 + 1

xyz + y2 = x2 + 2

ex + z = ey + 3

Ποιό είναι το διάνυσµα της λύσης X = [x, y, z]T;

Γενικότερα αν έχουµε

f1(x1, x2, . . . , xN) = 0

f2(x1, x2, . . . , xN) = 0

... ... ...

fN(x1, x2, . . . , xN) = 0
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Γενίκευση της µεθόδου NR
΄Εστω το σύστηµα 2 µη-γραµµικών εξισώσεων και έστω [x?1, x

?
2]

T η λύση του

f1(x1, x2) = 0

f2(x1, x2) = 0

Από το ϑεώρηµα Taylor για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών

f1(x
?
1, x

?
2) = 0 = f1(x1, x2) + (x?1 − x1)

∂f1
∂x1

+ (x?2 − x2)
∂f1
∂x2

+ . . .

f2(x
?
1, x

?
2) = 0 = f2(x1, x2) + (x?1 − x1)

∂f2
∂x1

+ (x?2 − x2)
∂f2
∂x2

+ . . .
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΄Εστω το σύστηµα 2 µη-γραµµικών εξισώσεων και έστω [x?1, x
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T η λύση του
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Από το ϑεώρηµα Taylor για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών

f1(x
?
1, x

?
2) = 0 = f1(x1, x2) + (x?1 − x1)

∂f1
∂x1

+ (x?2 − x2)
∂f1
∂x2

+ . . .

f2(x
?
1, x

?
2) = 0 = f2(x1, x2) + (x?1 − x1)

∂f2
∂x1

+ (x?2 − x2)
∂f2
∂x2

+ . . .

Ο Ιακωβιανός πίνακας J(x1, x2) =

 ∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

 και οι παραπάνω

εξισώσεις δίνουν το γραµµικό σύστηµα

J(x1, x2)

[
x?1 − x1
x?2 − x2

]
= J(x1, x2)

[
h1
h2

]
≈ −

[
f1(x1, x2)

f2(x1, x2)

]
(1)
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Το σύστηµα (1) λύνεται (π.χ. µε απαλοιφή Gauss) ή αν ∃ ο J−1[
h1
h2

]
= −J−1

[
f1(x1, x2)

f2(x1, x2)

]
= J−1F(x1, x2)⇒ (2)
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Το σύστηµα (1) λύνεται (π.χ. µε απαλοιφή Gauss) ή αν ∃ ο J−1[
h1
h2

]
= −J−1

[
f1(x1, x2)

f2(x1, x2)

]
= J−1F(x1, x2)⇒ (2)

⇒

[
x
(n+1)
1

x
(n+1)
2

]
=

[
x
(n)
1

x
(n)
2

]
+

[
h
(n)
1

h
(n)
2

]
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Γενικεύοντας, για N εξισώσεις, και για αρχικό διάνυσµα X(0) η µέθοδος NR

X(n+1) = X(n) − J−1n (X(n)) · F(X(n)), n = 0, 1, 2, . . .

µε Jn = J(X(n)), Jij = ∂fi
∂xj
, 1 ≤ i, j ≤ N και X = [x1, x2, . . . , xN ]T,

F = [f1, f2, . . . , fn] µε X,F ∈ RN .
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µε Jn = J(X(n)), Jij = ∂fi
∂xj
, 1 ≤ i, j ≤ N και X = [x1, x2, . . . , xN ]T,

F = [f1, f2, . . . , fn] µε X,F ∈ RN .

Κριτήριο Τερµατισµού

||H(n+1)||∞ = ||X(n+1) −X(n)||∞ ≤ δ = 10−k
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Παράδειγµα: Να εφαρµοστεί ένα ϐήµα της µεθόδου NR στο σύστηµα µε

X(0) = [x(0), y(0)]T = [1, 1]T.

f1(x, y) = x3 − 3xy2 + 1 = 0

f2(x, y) = 3x2y − y3 = 0
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Παράδειγµα: Να εφαρµοστεί ένα ϐήµα της µεθόδου NR στο σύστηµα µε

X(0) = [x(0), y(0)]T = [1, 1]T.

f1(x, y) = x3 − 3xy2 + 1 = 0

f2(x, y) = 3x2y − y3 = 0

Ο Ιακωβιανός πίνακας J(x, y) είναι

J =

[
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

]
=

[
3x2 − 3y2 −6xy

6xy 3x2 − 3y2

]
, det(J) = 9(x2+y2)2 6= 0

⇒ J−1 =
1

det(J)

[
3x2 − 3y2 6xy

−6xy 3x2 − 3y2

]
⇒ J−10 =

1

36

[
0 6

−6 0

]
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det(J)

[
3x2 − 3y2 6xy

−6xy 3x2 − 3y2

]
⇒ J−10 =

1

36

[
0 6

−6 0

]

Λύνοντας X(1) = X(0) − J−10 · F(X(0)), µε F(X(0)) =

[
−1

2

]
⇒

⇒ X(1) =

[
2/3

5/6

]
.
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Επιτάχυνση Σύγκλισης Επαναληπτικών Μεθόδων

Στόχος η τάξη σύγκλισης από γραµµική→ τετραγωνική.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆. 9



Επιτάχυνση Σύγκλισης Επαναληπτικών Μεθόδων

Στόχος η τάξη σύγκλισης από γραµµική→ τετραγωνική.

΄Εστω η {xn} ακολουθία που παράγεται από τη xn = φ(xn−1) και συγκλίνει

γραµµικά στο x? δηλ.

lim
n→∞

|xn+1 − x?|
|xn − x?|

= C, 0 < C < 1.

Κατασκευάζουµε {x̂n} που να συγκλίνει γρηγορότερα, τ.ω. για n�
xn+1 − x?

xn − x?
≈ xn+2 − x?

xn+1 − x?
⇒

⇒ x? =
xn+2xn − x2n+1

xn+2 − 2xn+1 + xn
⇒ x? = xn −

(xn+1 − xn)2

xn+2 − 2xn+1 + xn
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Επιτάχυνση Σύγκλισης Επαναληπτικών Μεθόδων

Στόχος η τάξη σύγκλισης από γραµµική→ τετραγωνική.

΄Εστω η {xn} ακολουθία που παράγεται από τη xn = φ(xn−1) και συγκλίνει

γραµµικά στο x? δηλ.

lim
n→∞

|xn+1 − x?|
|xn − x?|

= C, 0 < C < 1.

Κατασκευάζουµε {x̂n} που να συγκλίνει γρηγορότερα, τ.ω. για n�
xn+1 − x?

xn − x?
≈ xn+2 − x?

xn+1 − x?
⇒

⇒ x? =
xn+2xn − x2n+1

xn+2 − 2xn+1 + xn
⇒ x? = xn −

(xn+1 − xn)2

xn+2 − 2xn+1 + xn
Aitken ∆2 µέθοδος

∆xn = xn+1 − xn (Προς τα εµπρός διαφορά)

∆2xn = ∆(xn+1 − xn) = ∆xn+1 −∆xn = xn+2 − 2xn+1 + xn
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Επιτάχυνση Σύγκλισης-Aitken ∆2 µέθοδος

Συνεπώς

x̂n = xn −
(∆xn)2

∆2xn
Η ακολουθία {x̂n} → x? γρηγορότερα από την {xn}.
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Επιτάχυνση Σύγκλισης-Aitken ∆2 µέθοδος

Συνεπώς

x̂n = xn −
(∆xn)2

∆2xn
Η ακολουθία {x̂n} → x? γρηγορότερα από την {xn}.

Μέθοδος Steffensen

Συνδυασµός επαναληπτικής σταθερού σηµείου και Aitken
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Επιτάχυνση Σύγκλισης-Aitken ∆2 µέθοδος

Συνεπώς

x̂n = xn −
(∆xn)2

∆2xn
Η ακολουθία {x̂n} → x? γρηγορότερα από την {xn}.

Μέθοδος Steffensen

Συνδυασµός επαναληπτικής σταθερού σηµείου και Aitken

Θεωρούµε φ(x) η οποία ικανοποιεί το Θ. συστολής σ΄ ενα διάστηµα [a, b]. Η

µέθοδος σταθερού σηµείου

xn = φ(xn−1)→ x?, n→∞

υπολογίζοντας 2 τιµές x1 = φ(x0) και x2 = φ(x1) εφαρµόζεται

επαναληπτικά η διαδικασία Aitken.
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Αλγόριθµος Steffensen

∆ίνονται x0, Nmax, φ(x) και ε

1 Για n = 1, Nmax

x1 = φ(x0)

x2 = φ(x1)

x̂← x0 −
(∆x0)

2

∆2x0
αν |x̂− x0| ≤ ε, τύπωσε : x̂, N = n,→ έξοδος x? = x̂ λύση

διαφορετικά

x0← x̂

n← n+ 1

πήγαινε στο 1
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Ρίζες Πολυωνύµων
Οι πραγµατικές ϱίζες πολυωνύµων της µορφής

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · a1x+ a0 nth − ϐαθµού πολυώνυµο.

µπορούν να υπολογιστούν µε κάποια από τις προηγούµενες µεθόδους. Οι

ειδικές ιδιότητες όµως των πολυωνύµων µας δίνουν τη δυνατότητα να ϐρούµε

ειδικές µεθόδους για όλες τις πραγµατικές και µιγαδικές ϱίζες.
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f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · a1x+ a0 nth − ϐαθµού πολυώνυµο.

µπορούν να υπολογιστούν µε κάποια από τις προηγούµενες µεθόδους. Οι

ειδικές ιδιότητες όµως των πολυωνύµων µας δίνουν τη δυνατότητα να ϐρούµε

ειδικές µεθόδους για όλες τις πραγµατικές και µιγαδικές ϱίζες.

Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αλγεβρας : ΄Εστω f(x) nth ϐαθµού πολυώνυµο,

n ≥ 1 µε a0, a1, . . . , an ∈ R(ή C). Τότε το f(x) έχει τουλάχιστον µία ϱίζα

πραγµατική ή µιγαδική.
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Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αλγεβρας : ΄Εστω f(x) nth ϐαθµού πολυώνυµο,

n ≥ 1 µε a0, a1, . . . , an ∈ R(ή C). Τότε το f(x) έχει τουλάχιστον µία ϱίζα

πραγµατική ή µιγαδική.

Πόρισµα : Για το f(x) = 0 υπάρχουν µοναδικές τιµές x1, x2, . . . , xk και

ακέραιοι m1,m2, . . . ,mk µε

k∑
i=1

mi = n τ.ω.

f(x) = an(x− x1)m1(x− x2)m2 · · · (x− xk)mk

Μπορεί να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος Horner.
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Η µέθοδος του Muller (1956)
Είναι παραλλαγή της µεθόδου της τέµνουσας και δεν χρειάζεται παράγωγος.

Τέµνουσα Muller

Για δοσµένη f(x), κατασκευάζουµε το P (x) = a(x− x2)2 + b(x− x2) + c,

ως την παραβολή που περνά από τά (x0, f(x0)), (x1, f(x1)), (x2, f(x2)).

Υπολογίζουµε τα a, b, c από P (x0)=f(x0), P (x1)=f(x1), P (x2)=f(x2)

⇒ x3 ϑα είναι µία ϱίζα του P (x).
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Η µέθοδος του Muller: Υπολογίζονται τα a, b, c ώς

f(x0) = a(x0 − x2)2 + b(x0 − x2) + c

f(x1) = a(x1 − x2)2 + b(x1 − x2) + c

f(x2) = a · 02 + b · 0 + c

c = f(x2)

b =
(x0 − x2)2[f(x1)− f(x2)]− (x1 − x2)2[f(x0)− f(x2)]

(x0 − x2)(x1 − x2)(x0 − x1)

a =
(x1 − x2)[f(x0)− f(x2)]− (x0 − x2)[f(x1)− f(x2)]

(x0 − x2)(x1 − x2)(x0 − x1)
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Η µέθοδος του Muller: Υπολογίζονται τα a, b, c ώς
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f(x2) = a · 02 + b · 0 + c

c = f(x2)

b =
(x0 − x2)2[f(x1)− f(x2)]− (x1 − x2)2[f(x0)− f(x2)]

(x0 − x2)(x1 − x2)(x0 − x1)

a =
(x1 − x2)[f(x0)− f(x2)]− (x0 − x2)[f(x1)− f(x2)]

(x0 − x2)(x1 − x2)(x0 − x1)

Για τον υπολογισµό του x3 (το κοντινότερο στο x2) επίλυση τριωνύµου ( 2 δυνατότητες)

x3 − x2 =
−2c

b±
√
b2 − 4ac

⇒ x3 = x2 −
2c

b+ sgn(b)
√
b2 − 4ac
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Για τον υπολογισµό του x3 (το κοντινότερο στο x2) επίλυση τριωνύµου ( 2 δυνατότητες)

x3 − x2 =
−2c

b±
√
b2 − 4ac

⇒ x3 = x2 −
2c

b+ sgn(b)
√
b2 − 4ac

Θέτουµε x0 = x1, x1 = x2, x2 = x3 και συνεχίζουµε µέχρι σύγκλισης
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Αλγόριθµος του Muller

∆ίνονται x0, x1, x2, ε, Nmax.

1 Για n = 1, Nmax

h1 = x1 − x0, h2 = x2 − x1
δ1 = (f(x1)− f(x0))/h1
δ2 = (f(x2)− f(x1))/h2;
d = (δ2 − δ1)/(h2 + h1)
b = δ2 + h2d

D =
√
b2 − 4f(x2)d % ίσως µιγαδικό

Αν |b−D| < |b+D|
τότε E = b+D
διαφορετικά E = b−D
h = −2f(x2)/E
x = x2 + h
Αν |h| < ε τύπωσε x,N = i,→ έξοδος x? = x
διαφορετικά

x0 ← x1, x1 ← x2 x3 ← x
n← n+ 1

πήγαινε στο 1
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Παράδειγµα: ΄Εστω η f(x) = ex + 1 (η οποία δεν έχει πραγµατικές ϱίζες,

x? = πi) και οι αρχικές τιµές x0 = 1, x1 = 0, x2 = −1.
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Παράδειγµα: ΄Εστω η f(x) = ex + 1 (η οποία δεν έχει πραγµατικές ϱίζες,

x? = πi) και οι αρχικές τιµές x0 = 1, x1 = 0, x2 = −1.

Για το P (x) = a(x+ 1)2 + b(x+ 1) + c

c = f(x2) = 1 + 1/e ≈ 1.3679

b =
(x0 − x2)2[f(x1)− f(x2)]− (x1 − x2)2[f(x0)− f(x2)]

(x0 − x2)(x1 − x2)(x0 − x1)

=
4(1− 1/e)− (e− 1/e)

2
≈ 0.0890

a =
(x1 − x2)[f(x0)− f(x2)]− (x0 − x2)[f(x1)− f(x2)]

(x0 − x2)(x1 − x2)(x0 − x1)

=
(e− 1/e)− 2(1− 1/e)

2
≈ 0.5431

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆. 16



Παράδειγµα: ΄Εστω η f(x) = ex + 1 (η οποία δεν έχει πραγµατικές ϱίζες,

x? = πi) και οι αρχικές τιµές x0 = 1, x1 = 0, x2 = −1.

Για το P (x) = a(x+ 1)2 + b(x+ 1) + c

c = f(x2) = 1 + 1/e ≈ 1.3679

b =
(x0 − x2)2[f(x1)− f(x2)]− (x1 − x2)2[f(x0)− f(x2)]

(x0 − x2)(x1 − x2)(x0 − x1)

=
4(1− 1/e)− (e− 1/e)

2
≈ 0.0890

a =
(x1 − x2)[f(x0)− f(x2)]− (x0 − x2)[f(x1)− f(x2)]

(x0 − x2)(x1 − x2)(x0 − x1)

=
(e− 1/e)− 2(1− 1/e)

2
≈ 0.5431

Για το x = x3 κοντά στο x2

x3 − x2 = x3 + 1 =
−2c

b+
√
b2 − 4ac

≈ −0.0820 + 1.5849i⇒ x3 ≈ −1.0820 + 1.5849i
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....Παράδειγµα : Στη επόµενη επανάληψη

a ≈ 0.2157 + 0.1094i , b ≈ 0.0343 + 0.5563i, c ≈ 0.9952 + 0.3389i
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Επαναληπτικές Ασκήσεις Κεφ. 2
΄Ασκηση Η µεταβολή, στο χρόνο, της συγκέντρωσης, c(gr/m3), ενός ϱύπου

σε µία λίµνη µπορεί να µοντελοποιηθεί σαν

V
dc

dt
= W −Qc− kV

√
c.

∆ίνονται οι παράµετροι V = 106m3, Q = 105m3/y, W = 106gr/y και

k = 0.25m1/2y/gr1/2. Με τη µέθοδο σταθερού σηµείου υπολογίστε τη

συγκέντρωση του ϱύπου σε στάσιµη κατάσταση όταν c ∈ [2, 6].
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V
dc

dt
= W −Qc− kV

√
c.

∆ίνονται οι παράµετροι V = 106m3, Q = 105m3/y, W = 106gr/y και

k = 0.25m1/2y/gr1/2. Με τη µέθοδο σταθερού σηµείου υπολογίστε τη

συγκέντρωση του ϱύπου σε στάσιµη κατάσταση όταν c ∈ [2, 6].

Στάσιµη κατάσταση
dc
dt = 0 ⇒

f(c) =
W

V
− Q
V
c− k

√
c = 0
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Επαναληπτικές Ασκήσεις Κεφ. 2
΄Ασκηση Η µεταβολή, στο χρόνο, της συγκέντρωσης, c(gr/m3), ενός ϱύπου

σε µία λίµνη µπορεί να µοντελοποιηθεί σαν

V
dc

dt
= W −Qc− kV

√
c.

∆ίνονται οι παράµετροι V = 106m3, Q = 105m3/y, W = 106gr/y και

k = 0.25m1/2y/gr1/2. Με τη µέθοδο σταθερού σηµείου υπολογίστε τη

συγκέντρωση του ϱύπου σε στάσιµη κατάσταση όταν c ∈ [2, 6].

Στάσιµη κατάσταση
dc
dt = 0 ⇒

f(c) =
W

V
− Q
V
c− k

√
c = 0

΄Εστω οι δύο επιλογές σταθερού σηµείου της µορφής ci+1 = φ(ci)

c =

(
W −Qc
kV

)2

και c =
W − kV

√
c

Q
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Για την πρώτη φ′(c) = −2Q(W −Qc)
(kV )2

= −3.2 + 0.32c

|φ′(c)| < 1 ⇒ c ∈ [6.875, 13.125] ⇒ δεν είναι συστολή στο [2, 6]
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Για την πρώτη φ′(c) = −2Q(W −Qc)
(kV )2

= −3.2 + 0.32c

|φ′(c)| < 1 ⇒ c ∈ [6.875, 13.125] ⇒ δεν είναι συστολή στο [2, 6]

Για τη δεύτερη επιλογή φ′(c) = − kV

2Q
√
c

= −1.25√
c

και στο [2, 6] η φ′(c)↗

άρα, max |φ′(c)| = |φ′(2)| ≈ 0.88 < 1
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Για την πρώτη φ′(c) = −2Q(W −Qc)
(kV )2

= −3.2 + 0.32c

|φ′(c)| < 1 ⇒ c ∈ [6.875, 13.125] ⇒ δεν είναι συστολή στο [2, 6]

Για τη δεύτερη επιλογή φ′(c) = − kV

2Q
√
c

= −1.25√
c

και στο [2, 6] η φ′(c)↗

άρα, max |φ′(c)| = |φ′(2)| ≈ 0.88 < 1

Επίσης η φ(c)↘ και φ([2, 6]) ⊂ [2, 6], άρα ισχύει το Θ. Συστολής και η

µέθοδος συγκλίνει (στο σταθερό σηµείο-ϱίζα) ∀x0 ∈ [2, 6]
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΄Ασκηση Η f(x) = x3 − 2x2 − 4x+ 8 έχει µια διπλή ϱίζα, τη x = 2.

Εφαρµόστε τη µέθοδο Newton-Raphson και τις παραλλαγές της µε αρχική

τιµή x0 και σχολιάστε τα αποτελέσµατα.
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΄Ασκηση Η f(x) = x3 − 2x2 − 4x+ 8 έχει µια διπλή ϱίζα, τη x = 2.

Εφαρµόστε τη µέθοδο Newton-Raphson και τις παραλλαγές της µε αρχική

τιµή x0 και σχολιάστε τα αποτελέσµατα.

(α)

xi+1 = xi −
f(xi)

f ′(xi)
= xi −

x3i − 2x2i − 4xi + 8

3x2i − 4xi − 4
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Η µέθοδος συγκλίνει αργά (γραµµικά)
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(ϐ)

xi+1 = xi − 2
f(xi)

f ′(xi)
= xi − 2

x3i − 2x2i − 4xi + 8

3x2i − 4xi − 4
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(ϐ)

xi+1 = xi − 2
f(xi)

f ′(xi)
= xi − 2

x3i − 2x2i − 4xi + 8

3x2i − 4xi − 4

Η µέθοδος συγκλίνει γρήγορα (τετραγωνικά)
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΄Ασκηση Για την f(x) = sin(x) + cos(1 + x2)− 1 υπολογίστε την πρώτη
θετική ρίζα της κάνοντας 4 επαναλήψεις µε τη µέθοδο της τέµνουσας µε

αρχικές τιµές (α) x0 = 1 και x1 = 3, (ϐ) x0 = 1.5 και x1 = 2.5 και (γ)

x0 = 1.5 και x1 = 2.25 και εξηγείστε τα αποτελέσµατα σας σε κάθε

περίπτωση.
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(α) Για αρχικές τιµές x0 = 1 και x1 = 3
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(α) Για αρχικές τιµές x0 = 1 και x1 = 3
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΄Ασκηση Βρείτε τις ϱίζες των µη-γραµµικών εξισώσεων (σύστηµα) µε τη

µέθοδο Newton-Raphson και γραφικό εντοπισµό των αρχικών τιµών

(x− 4)2 + (y − 4)2 = 5

x2 + y2 = 16
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΄Ασκηση Βρείτε τις ϱίζες των µη-γραµµικών εξισώσεων (σύστηµα) µε τη

µέθοδο Newton-Raphson και γραφικό εντοπισµό των αρχικών τιµών

(x− 4)2 + (y − 4)2 = 5

x2 + y2 = 16

΄Εχουµε δύο λύσεις X = [x?, y?], προσεγγιστικά, [1.8, 3.6] και [3.6, 1.8]
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Για προσέγγιση της πρώτης ρίζας, µε X(0) = [1.8, 3.6]

X(n+1) = X(n) − J−1n (X(n)) · F(X(n)), n = 0, 1, 2, . . .

Ο Ιακωβιανός πίνακας J(x, y) είναι

J =

[
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

]
=

[
−2(x− 4) −2(y − 4)

−2x −2y

]
, det(J) = 16(x− y)

⇒ J−1 =
1

det(J)

[
−2y 2(y − 4)

2x −2(x− 4)

]
⇒ J−10 =

1

−28.8

[
−2 · 1.8 2(3.6− 4)

2 · 1.8 2(1.8− 4)

]
=

1

−28.8

[
−3.6 −0.8

3.6 −4.4

]
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Για προσέγγιση της πρώτης ρίζας, µε X(0) = [1.8, 3.6]

X(n+1) = X(n) − J−1n (X(n)) · F(X(n)), n = 0, 1, 2, . . .

Ο Ιακωβιανός πίνακας J(x, y) είναι

J =

[
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

]
=

[
−2(x− 4) −2(y − 4)

−2x −2y

]
, det(J) = 16(x− y)

⇒ J−1 =
1

det(J)

[
−2y 2(y − 4)

2x −2(x− 4)

]
⇒ J−10 =

1

−28.8

[
−2 · 1.8 2(3.6− 4)

2 · 1.8 2(1.8− 4)

]
=

1

−28.8

[
−3.6 −0.8

3.6 −4.4

]

Λύνοντας X(1) = X(0) − J−10 · F(X(0)), µε F(X(0)) =

[
0

−0.2

]
⇒

⇒ X(1) =

[
1.805556

3.569444

]
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Οι επόµενες επαναλήψεις
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Οι επόµενες επαναλήψεις

΄Ασκηση Να προσεγγιστεί η ϑετική ϱίζα του συστήµατος µε τη µέθοδο

Newton-Raphson

x2 + 1− y = 0

2 cos(x)− y = 0
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