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Η µέθοδος Newton-Raphson (NR)

• Είναι η πιό γνωστή επαναληπτική µέθοδος.

• Μπορεί να παραχθεί γεωµετρικά και αναλυτικά

• ΄Εχει τετραγωνική τάξη σύγκλισης (τουλάχιστον κοντά σε µιά περιοχή της
ρίζας)

• Χρειάζεται µια ¨καλή¨ αρχική τιµή για γρήγορη σύγκλιση
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΄Εστω η f(x) ∈ C2[a, b] µε f ′(x) 6= 0 και x? ϱίζα της f(x) = 0.

΄Εστω xn µια προσέγγιση της x? µε |xn − x?| ¨µικρό¨. ΄Εστω το ανάπτυγµα

Taylor (δευτέρου ϐαθµού) για την f(x) γύρω από το xn και για x = x?

0 = f(x?) = f(xn) + (x? − xn)f ′(xn) +
1
2
(x? − xn)2f ′′(ξ),

ξ µεταξύ xn και x?.
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΄Εστω η f(x) ∈ C2[a, b] µε f ′(x) 6= 0 και x? ϱίζα της f(x) = 0.

΄Εστω xn µια προσέγγιση της x? µε |xn − x?| ¨µικρό¨. ΄Εστω το ανάπτυγµα

Taylor (δευτέρου ϐαθµού) για την f(x) γύρω από το xn και για x = x?

0 = f(x?) = f(xn) + (x? − xn)f ′(xn) +
1
2
(x? − xn)2f ′′(ξ),

ξ µεταξύ xn και x?.

∆ιατηρώντας τους δύο πρώτους όρους

0 ≈ f(xn) + (x? − xn)f ′(xn)
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΄Εστω η f(x) ∈ C2[a, b] µε f ′(x) 6= 0 και x? ϱίζα της f(x) = 0.

΄Εστω xn µια προσέγγιση της x? µε |xn − x?| ¨µικρό¨. ΄Εστω το ανάπτυγµα

Taylor (δευτέρου ϐαθµού) για την f(x) γύρω από το xn και για x = x?

0 = f(x?) = f(xn) + (x? − xn)f ′(xn) +
1
2
(x? − xn)2f ′′(ξ),

ξ µεταξύ xn και x?.

∆ιατηρώντας τους δύο πρώτους όρους

0 ≈ f(xn) + (x? − xn)f ′(xn)⇒ x? = xn −
f(xn)
f ′(xn)
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΄Εστω η f(x) ∈ C2[a, b] µε f ′(x) 6= 0 και x? ϱίζα της f(x) = 0.

΄Εστω xn µια προσέγγιση της x? µε |xn − x?| ¨µικρό¨. ΄Εστω το ανάπτυγµα

Taylor (δευτέρου ϐαθµού) για την f(x) γύρω από το xn και για x = x?

0 = f(x?) = f(xn) + (x? − xn)f ′(xn) +
1
2
(x? − xn)2f ′′(ξ),

ξ µεταξύ xn και x?.

∆ιατηρώντας τους δύο πρώτους όρους

0 ≈ f(xn) + (x? − xn)f ′(xn)⇒ x? = xn −
f(xn)
f ′(xn)

΄Αρα η επαναληπτική µέθοδος NR είναι

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

, n = 0, 1, 2, . . .
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Γεωµετρική κατασκευή

Η εφαπτόµενη του γραφήµατος της f στο σηµείο (xn, f(xn)) είναι

y = f(xn) + (x− xn)f ′(xn)

για y = 0 ( σηµείο τοµής της εφαπτόµενης µε τον x− άξονα)⇒

x = xn −
f(xn)
f ′(xn)

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆. 3



• Με την υπόθεση ότι η f(x) ∈ C2[a, b] µε f ′(x?) 6= 0 τότε για την NR

φ′(x) =
f(x)f ′′(x)
(f ′(x))2

⇒ φ′(x?) = 0 < 1⇒

τάξη σύγκλισης µεγαλύτερη του ένα.
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• Με την υπόθεση ότι η f(x) ∈ C2[a, b] µε f ′(x?) 6= 0 τότε για την NR

φ′(x) =
f(x)f ′′(x)
(f ′(x))2

⇒ φ′(x?) = 0 < 1⇒

τάξη σύγκλισης µεγαλύτερη του ένα.

• Το κριτήριο τερµατισµού είναι αυτό των γενικών επαναληπτικών µεθόδων

δηλ, υπολόγισε xn µέχρι n = N τ.ω.

|xN+1 − xN | < δ

το οποίο συνεπάγεται ότι το αντίστοιχο σφάλµα |x? − xn+1| ϑα είναι της τάξης

του δ.
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Παράδειγµα: Η f(x) = x3 − 2x− 5 = 0 έχει µοναδική ϱίζα

x? = 2.09455148 . . .. Αν η ανοχή του σφάλµατος ϑέλω να είναι δ = 5 · 10−6

(δηλ. ϑέλω να υπολογίσω έξι σωστά σηµαντικά δεκαδικά ψηφία), τότε

• για x0 = 0 παίρνουµε N = 18, δηλ. |x19 − x18| < δ, µε

Γεωµετρική αναπαράσταση του παραδείγµατος για x0 = 0
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Παράδειγµα: Η f(x) = x3 − 2x− 5 = 0 έχει µοναδική ϱίζα

x? = 2.09455148 . . .. Αν η ανοχή του σφάλµατος ϑέλω να είναι δ = 5 · 10−6

(δηλ. ϑέλω να υπολογίσω έξι σωστά σηµαντικά δεκαδικά ψηφία), τότε

• για x0 = 0 παίρνουµε N = 18, δηλ. |x19 − x18| < δ, µε

Γεωµετρική αναπαράσταση του παραδείγµατος για x0 = 0

• για x0 = −2 παίρνουµε N = 7,
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Παράδειγµα: Η f(x) = x3 − 2x− 5 = 0 έχει µοναδική ϱίζα

x? = 2.09455148 . . .. Αν η ανοχή του σφάλµατος ϑέλω να είναι δ = 5 · 10−6

(δηλ. ϑέλω να υπολογίσω έξι σωστά σηµαντικά δεκαδικά ψηφία), τότε

• για x0 = 0 παίρνουµε N = 18, δηλ. |x19 − x18| < δ, µε

Γεωµετρική αναπαράσταση του παραδείγµατος για x0 = 0

• για x0 = −2 παίρνουµε N = 7,

Για γρήγορη σύγκλιση (αριθµό ϐηµάτων) έχει σηµασία η επιλογή της αρχικής

τιµής x0
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Σύγκλιση της µεθόδου NR

Θεώρηµα : ΄Εστω x? απλή ϱίζα µίας συνάρτησης f(x) και

f(x) ∈ C[x? − d, x? − d], d > 0. Τότε υπάρχει κλειστό διάστηµα I µε µέσον

το x?, τ.ω. ∀ x0 ∈ I η ακολουθία προσεγγίσεων {xn}που παράγει η

µέθοδος NR να συγκλίνει στο x?. Ισχύει µάλιστα ότι

lim
n→∞

|εn+1|
|εn|2

= lim
n→∞

|xn+1 − x?|
|xn − x?|2

=
|f ′′(x?)|
2|f ′(x?)|

= M (1)

δηλ. η σύγκλιση είναι τουλάχιστον τετραγωνική. (Αν f ′′(x?) 6= 0 η τάξη

σύγκλισης είναι ακριβώς δύο.)
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Σύγκλιση της µεθόδου NR

Θεώρηµα : ΄Εστω x? απλή ϱίζα µίας συνάρτησης f(x) και

f(x) ∈ C[x? − d, x? − d], d > 0. Τότε υπάρχει κλειστό διάστηµα I µε µέσον

το x?, τ.ω. ∀ x0 ∈ I η ακολουθία προσεγγίσεων {xn}που παράγει η

µέθοδος NR να συγκλίνει στο x?. Ισχύει µάλιστα ότι

lim
n→∞

|εn+1|
|εn|2

= lim
n→∞

|xn+1 − x?|
|xn − x?|2

=
|f ′′(x?)|
2|f ′(x?)|

= M (1)

δηλ. η σύγκλιση είναι τουλάχιστον τετραγωνική. (Αν f ′′(x?) 6= 0 η τάξη

σύγκλισης είναι ακριβώς δύο.)

Επιλογή του x0

Από (1)

⇒ |εn+1| ≤Mε2n⇒ |Mεn+1| ≤ |Mεn|2
1 ≤ |Mεn−1|2

2 · · · ≤ |Mε0|2
n

για lim |εn+1| → 0 ϑα πρέπει |Mε0| < 1⇒ I ⊂ |x? − x0| < 1
M
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Σύγκλιση της µεθόδου NR

Θεώρηµα : ΄Εστω x? απλή ϱίζα µίας συνάρτησης f(x) και

f(x) ∈ C[x? − d, x? − d], d > 0. Τότε υπάρχει κλειστό διάστηµα I µε µέσον

το x?, τ.ω. ∀ x0 ∈ I η ακολουθία προσεγγίσεων {xn}που παράγει η

µέθοδος NR να συγκλίνει στο x?. Ισχύει µάλιστα ότι

lim
n→∞

|εn+1|
|εn|2

= lim
n→∞

|xn+1 − x?|
|xn − x?|2

=
|f ′′(x?)|
2|f ′(x?)|

= M (1)

δηλ. η σύγκλιση είναι τουλάχιστον τετραγωνική. (Αν f ′′(x?) 6= 0 η τάξη

σύγκλισης είναι ακριβώς δύο.)

Επιλογή του x0

Από (1)

⇒ |εn+1| ≤Mε2n⇒ |Mεn+1| ≤ |Mεn|2
1 ≤ |Mεn−1|2

2 · · · ≤ |Mε0|2
n

για lim |εn+1| → 0 ϑα πρέπει |Mε0| < 1⇒ I ⊂ |x? − x0| < 1
M

Η επιλογή του x0 εξαρτάται από το M , αν M µεγάλο τότε το x0 πρέπει να
επιλεγεί κοντά στο x? ώστε η NR να συγκλίνει τετραγωνικά.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆. 6



Περιπτώσεις αποτυχίας της µεθόδου NR
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•Υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι γεωµετρικές ιδιότητες της f (µονοτονία,

κυρτότητα) εγγυώνται τη σύγκλιση της NR.

Πρόταση : ΄Εστω f ∈ C2[a,∞] και ότι f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0 για x ≥ a µέ

f(a) < 0. Τότε ∃1 πραγµατική ϱίζα ρ ∈ [a,∞]. Τότε για οποιοδήποτε x0 ≥ a
η µέθοδος NR συγκλίνει στην ρ.
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•Υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι γεωµετρικές ιδιότητες της f (µονοτονία,

κυρτότητα) εγγυώνται τη σύγκλιση της NR.

Πρόταση : ΄Εστω f ∈ C2[a,∞] και ότι f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0 για x ≥ a µέ

f(a) < 0. Τότε ∃1 πραγµατική ϱίζα ρ ∈ [a,∞]. Τότε για οποιοδήποτε x0 ≥ a
η µέθοδος NR συγκλίνει στην ρ.

•Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η τάξη σύγκλισης γίνεται γραµµική.
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•Υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι γεωµετρικές ιδιότητες της f (µονοτονία,

κυρτότητα) εγγυώνται τη σύγκλιση της NR.

Πρόταση : ΄Εστω f ∈ C2[a,∞] και ότι f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0 για x ≥ a µέ

f(a) < 0. Τότε ∃1 πραγµατική ϱίζα ρ ∈ [a,∞]. Τότε για οποιοδήποτε x0 ≥ a
η µέθοδος NR συγκλίνει στην ρ.

•Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η τάξη σύγκλισης γίνεται γραµµική.

Παράδειγµα: ΄Εστω η f(x) = x2 µε x? = 0 , η µέθοδος δίνει

xn+1 = xn −
x2

n

2xn
=

1
2
xn ⇒ xn+1 − x?

xn − x?
=

1
2

(τάξη ακριβώς ένα)
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•Υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι γεωµετρικές ιδιότητες της f (µονοτονία,

κυρτότητα) εγγυώνται τη σύγκλιση της NR.

Πρόταση : ΄Εστω f ∈ C2[a,∞] και ότι f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0 για x ≥ a µέ

f(a) < 0. Τότε ∃1 πραγµατική ϱίζα ρ ∈ [a,∞]. Τότε για οποιοδήποτε x0 ≥ a
η µέθοδος NR συγκλίνει στην ρ.

•Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η τάξη σύγκλισης γίνεται γραµµική.

Παράδειγµα: ΄Εστω η f(x) = x2 µε x? = 0 , η µέθοδος δίνει

xn+1 = xn −
x2

n

2xn
=

1
2
xn ⇒ xn+1 − x?

xn − x?
=

1
2

(τάξη ακριβώς ένα)

Γιατί συµβαίνει αυτό ;

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆. 8



•Υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι γεωµετρικές ιδιότητες της f (µονοτονία,

κυρτότητα) εγγυώνται τη σύγκλιση της NR.

Πρόταση : ΄Εστω f ∈ C2[a,∞] και ότι f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0 για x ≥ a µέ

f(a) < 0. Τότε ∃1 πραγµατική ϱίζα ρ ∈ [a,∞]. Τότε για οποιοδήποτε x0 ≥ a
η µέθοδος NR συγκλίνει στην ρ.

•Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η τάξη σύγκλισης γίνεται γραµµική.

Παράδειγµα: ΄Εστω η f(x) = x2 µε x? = 0 , η µέθοδος δίνει

xn+1 = xn −
x2

n

2xn
=

1
2
xn ⇒ xn+1 − x?

xn − x?
=

1
2

(τάξη ακριβώς ένα)

Γιατί συµβαίνει αυτό ;

Η απάντηση είναι λόγω της πολλαπλότητας της ϱίζας x?.
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Προσδιορισµός ϱίζας πολλαπλότητας m

Ορισµός : Η ϱίζα x? είναι πολλαπλότητας m άν η f(x) µπορεί νά γραφεί

στη µορφή f(x) = (x− x?)mh(x) για x 6= x?, όπου limx→x? h(x) 6= 0.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆. 9



Προσδιορισµός ϱίζας πολλαπλότητας m

Ορισµός : Η ϱίζα x? είναι πολλαπλότητας m άν η f(x) µπορεί νά γραφεί

στη µορφή f(x) = (x− x?)mh(x) για x 6= x?, όπου limx→x? h(x) 6= 0.

Θεώρηµα : Η ϱίζα x? της f(x) ∈ Cm[a, b] είναι πολλαπλότητας m αν και
µόνο αν

f(x?) = f ′(x?) = · · · = f (m−1)(x?) = 0, f (m)(x?) 6= 0
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Προσδιορισµός ϱίζας πολλαπλότητας m

Ορισµός : Η ϱίζα x? είναι πολλαπλότητας m άν η f(x) µπορεί νά γραφεί

στη µορφή f(x) = (x− x?)mh(x) για x 6= x?, όπου limx→x? h(x) 6= 0.

Θεώρηµα : Η ϱίζα x? της f(x) ∈ Cm[a, b] είναι πολλαπλότητας m αν και
µόνο αν

f(x?) = f ′(x?) = · · · = f (m−1)(x?) = 0, f (m)(x?) 6= 0

Θεώρηµα : Αν f(x) ∈ C2[a, b] και η ϱίζα x? ∈ [a, b] είναι πολλαπλότητας m

τότε η µέθοδος NR συγκλίνει γραµµικά στη ϱίζα x?.

Αποδεικνύεται ότι τότε

lim
n→∞

xn+1 − x?

xn − x?
= 1− 1

m

δηλ. για m 6= 1 η σύγκλιση είναι γραµµική.
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Παραλλαγή της µεθόδου NR για ϱίζα γνωστής πολλαπλότητας m

Σε αυτή την περίπτωση η επαναληπτική µέθοδος

xn+1 = xn −m
f(xn)
f ′(xn)

, n = 0, 1, 2, . . .

για x0 κοντά στη ϱίζα συγκλίνει σ΄ αυτή µε τάξη σύγκλισης p = 2. (΄Ασκηση)
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Παραλλαγή της µεθόδου NR για ϱίζα γνωστής πολλαπλότητας m

Σε αυτή την περίπτωση η επαναληπτική µέθοδος

xn+1 = xn −m
f(xn)
f ′(xn)

, n = 0, 1, 2, . . .

για x0 κοντά στη ϱίζα συγκλίνει σ΄ αυτή µε τάξη σύγκλισης p = 2. (΄Ασκηση)

Παραλλαγή της µεθόδου NR για ϱίζα άγνωστης πολλαπλότητας m ≥ 1

Σε αυτή την περίπτωση η επαναληπτική µέθοδος

xn+1 = xn −
f(xn)f ′(xn)

[f ′(xn)]2 − f(xn)f ′′(xn)
, n = 0, 1, 2, . . .

για x0 κοντά στη ϱίζα συγκλίνει σ΄ αυτή µε τάξη σύγκλισης p = 2 ανεξάρτητα

από την πολλαπλότητα της ϱίζας, µε επιπλέον υπολογιστικό κόστος τον

υπολογισµό της f ′′(xn). (΄Ασκηση)
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Θεώρηµα γενικής σύγκλισης της µεθόδου NR

Θεώρηµα : Αν ισχύουν τα εξής :

(1) f(x) ∈ C2[a, b]

(2) f(a) · f(b) < 0

(3) f ′(x) 6= 0

(4) Η f ′′(x) δεν αλλάζει πρόσηµο στο [a, b]

(5) Αν c το άκρο του [a, b] για το οποίο η |f ′(x)| είναι µικρότερη και

| f(c)
f ′(c)| ≤ b− a,

τότε για κάθε x0 ∈ [a, b] η µέθοδος NR συγκλίνει τετραγωνικά στη µοναδική

ϱίζα x? της f(x) στο [a, b].
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� Οι (1) και (2) εξασφαλίζουν ύπαρξη µίας τουλάχιστον ϱίζας της f(x) στο

[a, b].

� Η (3) εξασφαλίζει ότι η f είναι γνήσια αύξουσα (αν f ′(x) > 0) ή ϕθίνουσα

( (αν f ′(x) < 0) στο [a, b] και συνεπώς η ϱίζα είναι µοναδική.

� Η (4) εξασφαλίζει ότι η f έχει τα κοίλα άνω (αν f ′′(x) > 0) ή κάτω.

� Η (5) εξασφαλίζει ότι αν διαλέξουµε x0 ∈ [a, b] τότε το x1 ∈ [a, b], το οποίο

διασφαλίζεται εάν απαιτήσουµε το x0 να είναι είτε το a ή το b.
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΄Ασκηση: ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 − 2x− 1 µέ x ∈ [1, 2]. Να ϐρεθεί

διάστηµα για το οποίο η µέθοδος NR συγκλίνει (σίγουρα) και µάλιστα

τετραγωνικά.
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΄Ασκηση: ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 − 2x− 1 µέ x ∈ [1, 2]. Να ϐρεθεί

διάστηµα για το οποίο η µέθοδος NR συγκλίνει (σίγουρα) και µάλιστα

τετραγωνικά.

Λύση Εφαρµόζοντας το Θ. Γενικής Σύγκλισης διαπιστώνεται ότι :

f ∈ C2[1, 2] µε f ′(x) = 3x2 − 2 και f ′′(x) = 6x.

f(1) · f(2) = (−2) · 3 < 0.

Επίσης f ′(x) 6= 0 και f ′′(x) > 0 για x ∈ [1, 2].
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΄Ασκηση: ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 − 2x− 1 µέ x ∈ [1, 2]. Να ϐρεθεί
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f(1) · f(2) = (−2) · 3 < 0.

Επίσης f ′(x) 6= 0 και f ′′(x) > 0 για x ∈ [1, 2].

Εξετάζοντας την υπόθεση (5) έχουµε b− a = 2− 1 = 1 µέ f ′(1) < f ′(2) και

|f(1)/f ′(1)| = 2 > 1, άρα η NR δεν συγκλίνει (σίγουρα) στο [1, 2].
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|f(1)/f ′(1)| = 2 > 1, άρα η NR δεν συγκλίνει (σίγουρα) στο [1, 2].

Λαµβάνοντας το µέσο του διαστήµατος και εξετάζοντας το δεξί τµήµα [32, 2]
τότε f(3

2)f(2) < 0 και |f(3
2)/f

′(3
2)| =

5
30 < 1.
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|f(1)/f ′(1)| = 2 > 1, άρα η NR δεν συγκλίνει (σίγουρα) στο [1, 2].

Λαµβάνοντας το µέσο του διαστήµατος και εξετάζοντας το δεξί τµήµα [32, 2]
τότε f(3

2)f(2) < 0 και |f(3
2)/f

′(3
2)| =

5
30 < 1.

Συνεπώς η µέθοδος NR συγκλίνει για κάθε x0 ∈ [32, 2].
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΄Ασκηση: ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2− c, x > 0 όπου c > 0 δεδοµένος

αριθµός. Να δειχθεί ότι η µέθοδος NR συγκλίνει στη
√
c ∀ x0 > 0.
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΄Ασκηση: ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2− c, x > 0 όπου c > 0 δεδοµένος

αριθµός. Να δειχθεί ότι η µέθοδος NR συγκλίνει στη
√
c ∀ x0 > 0.

Λύση Εφαρµόζοντας το Θ. Γενικής Σύγκλισης διαπιστώνεται ότι :

Οι υποθέσεις (1) και (2) ικανοποιούνται για κάθε διάστηµα [a, b] µε

0 < a <
√
c < b

Οι υποθέσεις (3) και (4) ικανοποιούνται γιατί

f ′(x) = 2x 6= 0, f ′′(x) = 2 > 0 για κάθε x ∈ [a, b].
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Οι υποθέσεις (1) και (2) ικανοποιούνται για κάθε διάστηµα [a, b] µε

0 < a <
√
c < b

Οι υποθέσεις (3) και (4) ικανοποιούνται γιατί

f ′(x) = 2x 6= 0, f ′′(x) = 2 > 0 για κάθε x ∈ [a, b].

Τέλος, για την (5) ϑα πρέπει (εφ΄ όσον |f ′(a)| < |f ′(b)|)

| f(a)
f ′(a)

| = c− a2

2a
≤ b− a

η οποία ανισότητα ισχύει για b > 1
2(a+ c

a).

Συνεπώς η µέθοδος NR συγκλίνει στη
√
c ∀ x0 > 0.
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΄Ασκηση: ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = xk− c, x > 0 όπου c > 0 δεδοµένος

αριθµός. Να δειχθεί ότι η µέθοδος NR συγκλίνει στη k
√
c ∀ x0 > 0 και να

εφαρµοστεί η µέθοδος για x0 της επιλογής σας για τον υπολογισµό του
3
√

8.
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΄Ασκηση: ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = xk− c, x > 0 όπου c > 0 δεδοµένος

αριθµός. Να δειχθεί ότι η µέθοδος NR συγκλίνει στη k
√
c ∀ x0 > 0 και να

εφαρµοστεί η µέθοδος για x0 της επιλογής σας για τον υπολογισµό του
3
√

8.

Αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε το
√

17 και πάρουµε x0 = 4 τότε οι

επαναλήψεις είναι οι

x1 = 4.12

x2 = 4.123106

x3 = 4.1231056256177

x4 = 4.123105625617660549821409856

Η τιµή x4 είναι ακριβής σε 28 σηµαντικά ψηφία. Παρατηρήστε τον

αναµενόµενο διπλασιασµό των σηµαντικών ψηφίων στους υπολογισµούς.
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Η µέθοδος έχει ανακαλυφθεί από τον ΄Ελληνα µηχανικό ΄Ηρωνα (100 π.χ).
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