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Τάξη Σύγκλισης
Σχετίζεται µε την ταχύτητα (συνολικά ϐήµατα) που απαιτεί µία (συγκλίνουσα)

µέθοδος για να ϕτάσει στη λύση (µε Ϲητούµενη ακρίβεια).

Ορισµός 1: ΄Εστω {xn}∞n=0 µία ακολουθία η οποία συγκλίνει στο x?. ΄Αν

υπάρχουν θετικές σταθερές c και p τέτοιες ώστε

lim
n→∞

|xn+1 − x?|
|xn − x?|p

= c 6= 0

τότε η {xn}∞n=0 έχει τάξη σύγκλισης p (ακριβώς), µε ασυµπτωτική ταχύτητα

σύγκλισης (ή ϱυθµό σύγκλισης) c.

Αν p = 1 =⇒ γραµµική τάξη σύγκλισης και c < 1.

Για n� ϑα ισχύει για το σφάλµα εn = xn − x?

|εn+1| ∼ c|εn|p

(όπου ∼ σηµαίνει : είναι ανάλογο ή συµπεριφέρεται ανάλογα)
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...Τάξη σύγκλισης ...

Ορισµός 2: Λέµε ότι µία ακολουθία {xn}∞n=0 συγκλίνει (τουλάχιστον)

γραµµικά, αν ∃ C < 1 τέτοια ώστε

|xn+1 − x?| ≤ C|xn − x?|, για n�

Ενώ λέµε ότι η σύγκλιση είναι (τουλάχιστον) τάξης p > 1, αν ∃ C > 0

τέτοια ώστε

|xn+1 − x?| ≤ C|xn − x?|p, ∀n ∈ N

Για p = 2, 3 µιλάµε για τετραγωνική και κυβική αντίστοιχα σύγκλιση.
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...Τάξη σύγκλισης ...

Ορισµός 2: Λέµε ότι µία ακολουθία {xn}∞n=0 συγκλίνει (τουλάχιστον)

γραµµικά, αν ∃ C < 1 τέτοια ώστε

|xn+1 − x?| ≤ C|xn − x?|, για n�

Ενώ λέµε ότι η σύγκλιση είναι (τουλάχιστον) τάξης p > 1, αν ∃ C > 0

τέτοια ώστε

|xn+1 − x?| ≤ C|xn − x?|p, ∀n ∈ N

Για p = 2, 3 µιλάµε για τετραγωνική και κυβική αντίστοιχα σύγκλιση.

Παράδειγµα: Για τη µέθοδο διχοτόµησης έχουµε γραµµική τάξη σύγκλισης

lim
n→∞

|xn+1 − x?|
|xn − x?|

=
1

2
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Επαναληπτικές (Ανοικτές) Μέθοδοι-Πρόβληµα Σταθερού
Σηµείου

Κάθε εξίσωση f(x) = 0 µπορεί να γραφεί ισοδύναµα στη µορφή x = φ(x)

µε πολλούς τρόπους.
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Επαναληπτικές (Ανοικτές) Μέθοδοι-Πρόβληµα Σταθερού
Σηµείου

Κάθε εξίσωση f(x) = 0 µπορεί να γραφεί ισοδύναµα στη µορφή x = φ(x)

µε πολλούς τρόπους.

Παράδειγµα : f(x) = 3x2 − x = 0 ⇒ x = 3x2 ≡ φ(x)
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Επαναληπτικές (Ανοικτές) Μέθοδοι-Πρόβληµα Σταθερού
Σηµείου

Κάθε εξίσωση f(x) = 0 µπορεί να γραφεί ισοδύναµα στη µορφή x = φ(x)

µε πολλούς τρόπους.

Παράδειγµα : f(x) = 3x2 − x = 0 ⇒ x = 3x2 ≡ φ(x)
Ορισµός : ΄Ενα σηµείο x? του πεδίου ορισµού της φ(x) λέγεται σταθερό

σηµείο (fixed point) αν x? = φ(x?).

Συνεπώς αν x? = φ(x?)⇒ f(x?) = 0 και άρα x? ϱίζα της f(x).
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Επαναληπτικές (Ανοικτές) Μέθοδοι-Πρόβληµα Σταθερού
Σηµείου

Κάθε εξίσωση f(x) = 0 µπορεί να γραφεί ισοδύναµα στη µορφή x = φ(x)

µε πολλούς τρόπους.

Παράδειγµα : f(x) = 3x2 − x = 0 ⇒ x = 3x2 ≡ φ(x)
Ορισµός : ΄Ενα σηµείο x? του πεδίου ορισµού της φ(x) λέγεται σταθερό

σηµείο (fixed point) αν x? = φ(x?).

Συνεπώς αν x? = φ(x?)⇒ f(x?) = 0 και άρα x? ϱίζα της f(x).

Ξεκινώντας από µία τιµή x0 κατασκευάζονται ακολουθίες {xn}∞n=0 τ.ω.

xn = φ(xn−1), n = 0, 1, 2, · · ·

΄Αν limn→∞ xn = x? έχουµε σύγκλιση σε ϱίζα της f(x).

Αν φ(x) συνεχής : x? = limxn = limφ(xn−1) = φ(limxn−1) = φ(x?)
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Το πρόβληµα σταθερού σηµείου
Πρόταση : (ΙΚΑΝΗ ΣΥΝΘΗΚΗ ΥΠΑΡΞΗΣ) Κάθε συνεχής συνάρτηση

g : [a, b]→ [a, b] (δηλ. µε το πεδίο τιµών της υποσύνολο του πεδίου ορισµού

της, g([a, b]) ⊂ [a, b]) έχει στο [a, b] ένα (τουλάχιστον) σταθερό σηµείο.
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Παράδειγµα: ΄Εστω g(x) = 2x2 (συνεχής) µε g : [−1, 1]→ [0, 2].

Εδώ δεν ισχύει g([−1, 1]) ⊂ [−1, 1] όµως g(0) = 0 και g(1/2) = 1/2. ΄Αρα

τα 0 και 1/2 σταθερά σηµεία της g(x).
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Παράδειγµα: ΄Εστω g(x) = 2x2 (συνεχής) µε g : [−1, 1]→ [0, 2].

Εδώ δεν ισχύει g([−1, 1]) ⊂ [−1, 1] όµως g(0) = 0 και g(1/2) = 1/2. ΄Αρα

τα 0 και 1/2 σταθερά σηµεία της g(x).

΄Ασκηση: Η φ(x) = 2−x έχει (µοναδικό) σταθερό σηµείο στο [0, 1];
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Παράδειγµα: ΄Εστω g(x) = 2x2 (συνεχής) µε g : [−1, 1]→ [0, 2].

Εδώ δεν ισχύει g([−1, 1]) ⊂ [−1, 1] όµως g(0) = 0 και g(1/2) = 1/2. ΄Αρα

τα 0 και 1/2 σταθερά σηµεία της g(x).

΄Ασκηση: Η φ(x) = 2−x έχει (µοναδικό) σταθερό σηµείο στο [0, 1];

Λύση: Ελέγχουµε αν ισχύει η ικανή συνθήκη. Η φ είναι συνεχής στο [0, 1].
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Παράδειγµα: ΄Εστω g(x) = 2x2 (συνεχής) µε g : [−1, 1]→ [0, 2].

Εδώ δεν ισχύει g([−1, 1]) ⊂ [−1, 1] όµως g(0) = 0 και g(1/2) = 1/2. ΄Αρα

τα 0 και 1/2 σταθερά σηµεία της g(x).

΄Ασκηση: Η φ(x) = 2−x έχει (µοναδικό) σταθερό σηµείο στο [0, 1];

Λύση: Ελέγχουµε αν ισχύει η ικανή συνθήκη. Η φ είναι συνεχής στο [0, 1].

Ισχύει φ([0, 1]) ⊂ [0, 1];
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Παράδειγµα: ΄Εστω g(x) = 2x2 (συνεχής) µε g : [−1, 1]→ [0, 2].

Εδώ δεν ισχύει g([−1, 1]) ⊂ [−1, 1] όµως g(0) = 0 και g(1/2) = 1/2. ΄Αρα

τα 0 και 1/2 σταθερά σηµεία της g(x).

΄Ασκηση: Η φ(x) = 2−x έχει (µοναδικό) σταθερό σηµείο στο [0, 1];

Λύση: Ελέγχουµε αν ισχύει η ικανή συνθήκη. Η φ είναι συνεχής στο [0, 1].

Ισχύει φ([0, 1]) ⊂ [0, 1];

Το φ(0) = 1 και φ(1) = 1/2 και ελέγχουµε την µονοτονία της φ στο [0, 1].
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Παράδειγµα: ΄Εστω g(x) = 2x2 (συνεχής) µε g : [−1, 1]→ [0, 2].

Εδώ δεν ισχύει g([−1, 1]) ⊂ [−1, 1] όµως g(0) = 0 και g(1/2) = 1/2. ΄Αρα

τα 0 και 1/2 σταθερά σηµεία της g(x).

΄Ασκηση: Η φ(x) = 2−x έχει (µοναδικό) σταθερό σηµείο στο [0, 1];

Λύση: Ελέγχουµε αν ισχύει η ικανή συνθήκη. Η φ είναι συνεχής στο [0, 1].

Ισχύει φ([0, 1]) ⊂ [0, 1];

Το φ(0) = 1 και φ(1) = 1/2 και ελέγχουµε την µονοτονία της φ στο [0, 1].

φ′(x) = − ln 2 · 2−x < 0,⇒ φ (γνήσια) ϕθίνουσα.
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Παράδειγµα: ΄Εστω g(x) = 2x2 (συνεχής) µε g : [−1, 1]→ [0, 2].
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Ισχύει φ([0, 1]) ⊂ [0, 1];

Το φ(0) = 1 και φ(1) = 1/2 και ελέγχουµε την µονοτονία της φ στο [0, 1].

φ′(x) = − ln 2 · 2−x < 0,⇒ φ (γνήσια) ϕθίνουσα.

΄Αρα φ([0, 1]) = [12, 1] ⊂ [0, 1] και εφόσον η φ↘ έχουµε µοναδικό σταθερό

σηµείο στο [0, 1].
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Παράδειγµα: ΄Εστω g(x) = 2x2 (συνεχής) µε g : [−1, 1]→ [0, 2].

Εδώ δεν ισχύει g([−1, 1]) ⊂ [−1, 1] όµως g(0) = 0 και g(1/2) = 1/2. ΄Αρα

τα 0 και 1/2 σταθερά σηµεία της g(x).

΄Ασκηση: Η φ(x) = 2−x έχει (µοναδικό) σταθερό σηµείο στο [0, 1];

Λύση: Ελέγχουµε αν ισχύει η ικανή συνθήκη. Η φ είναι συνεχής στο [0, 1].

Ισχύει φ([0, 1]) ⊂ [0, 1];

Το φ(0) = 1 και φ(1) = 1/2 και ελέγχουµε την µονοτονία της φ στο [0, 1].

φ′(x) = − ln 2 · 2−x < 0,⇒ φ (γνήσια) ϕθίνουσα.

΄Αρα φ([0, 1]) = [12, 1] ⊂ [0, 1] και εφόσον η φ↘ έχουµε µοναδικό σταθερό

σηµείο στο [0, 1].
Θέλουµε να ϐρούµε ΙΚΑΝΗ και ΑΝΑΓΚΑΙΑ συνθήκη ύπαρξης και

µοναδικότητας σταθερού σηµείου.
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Ορισµός : Λέµε ότι µία συνάρτηση φ : [a, b]→ R ικανοποιεί τη συνθήκη
του Lipschitz, αν ∃ σταθερά L ≥ 0 τ.ω.

|φ(x)− φ(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ [a, b].
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Ορισµός : Λέµε ότι µία συνάρτηση φ : [a, b]→ R ικανοποιεί τη συνθήκη
του Lipschitz, αν ∃ σταθερά L ≥ 0 τ.ω.

|φ(x)− φ(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ [a, b].

Αν η σταθερά L < 1, τότε η φ λέγεται συστολή στο [a, b].
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Ορισµός : Λέµε ότι µία συνάρτηση φ : [a, b]→ R ικανοποιεί τη συνθήκη
του Lipschitz, αν ∃ σταθερά L ≥ 0 τ.ω.

|φ(x)− φ(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ [a, b].

Αν η σταθερά L < 1, τότε η φ λέγεται συστολή στο [a, b].

Αν φ ∈ C1[a, b] ικανοποιεί πάντα τη συνθήκη του Lipschitz και η µικρότερη
σταθερά για την οποία ισχύει (από το Θ. µέσης τιµής) είναι η

L = max
a≤x≤b

|φ′(x)|
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. . . Το πρόβληµα σταθερού σηµείου . . .

Ορισµός : Λέµε ότι µία συνάρτηση φ : [a, b]→ R ικανοποιεί τη συνθήκη
του Lipschitz, αν ∃ σταθερά L ≥ 0 τ.ω.

|φ(x)− φ(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ [a, b].

Αν η σταθερά L < 1, τότε η φ λέγεται συστολή στο [a, b].

Αν φ ∈ C1[a, b] ικανοποιεί πάντα τη συνθήκη του Lipschitz και η µικρότερη
σταθερά για την οποία ισχύει (από το Θ. µέσης τιµής) είναι η

L = max
a≤x≤b

|φ′(x)|

ΙΚΑΝΗ και ΑΝΑΓΚΑΙΑ συνθήκη ύπαρξης και µοναδικότητας σταθερού σηµείου

. . . . . .
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Θεώρηµα Συστολής ή Σταθερού Σηµείου του Banach
Θεώρηµα : ΄Εστω φ : [a, b]→ [a, b] µια συστολή µε σταθερά L(< 1). Τότε

η φ έχει στό [a, b] ένα µοναδικό σταθερό σηµείο, δηλ.

∃1x? ∈ [a, b] τ.ω. x? = φ(x?).
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Θεώρηµα Συστολής ή Σταθερού Σηµείου του Banach
Θεώρηµα : ΄Εστω φ : [a, b]→ [a, b] µια συστολή µε σταθερά L(< 1). Τότε

η φ έχει στό [a, b] ένα µοναδικό σταθερό σηµείο, δηλ.

∃1x? ∈ [a, b] τ.ω. x? = φ(x?).

Επιπλέον, για τυχαία αρχική τιµή x0 ∈ [a, b] η {xn}∞n=0 µε xn = φ(xn−1),

είναι καλώς ορισµένη (δηλ, ∀n, xn ∈ [a, b]) και συγκλίνει στο x?.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆ 7



Θεώρηµα Συστολής ή Σταθερού Σηµείου του Banach
Θεώρηµα : ΄Εστω φ : [a, b]→ [a, b] µια συστολή µε σταθερά L(< 1). Τότε

η φ έχει στό [a, b] ένα µοναδικό σταθερό σηµείο, δηλ.

∃1x? ∈ [a, b] τ.ω. x? = φ(x?).

Επιπλέον, για τυχαία αρχική τιµή x0 ∈ [a, b] η {xn}∞n=0 µε xn = φ(xn−1),

είναι καλώς ορισµένη (δηλ, ∀n, xn ∈ [a, b]) και συγκλίνει στο x?.

Ισχύουν επίσης οι παρακάτω εκτιµήσεις για το σφάλµα

|εn| = |xn − x?| ≤ Ln|x0 − x?| ≤ Lnmax(x0 − a, x0 − b), (1)

|εn| = |xn − x?| ≤
Ln

1− L
|x1 − x0|, (εκ των προτέρων εκτίµηση) (2)

|εn| = |xn − x?| ≤
L

1− L
|xn − xn−1| (εκ των υστέρων εκτίµηση).(3)

Η εκτίµηση (3) είναι καλύτερη από την (2) γιατί |xn − xn−1| ≤ Ln−1|x1 − x0|.
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Μέθοδος σταθερού σηµείου

Για τον υπολογισµό προσεγγιστικής τιµής του x?

• επιλέγεται µια αυθαίρετη αρχική τιµή x0 ∈ [a, b] και

• δηµιουργείται η ακολουθία xn = φ(xn−1), n = 1, 2, . . .
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Μέθοδος σταθερού σηµείου

Για τον υπολογισµό προσεγγιστικής τιµής του x?

• επιλέγεται µια αυθαίρετη αρχική τιµή x0 ∈ [a, b] και

• δηµιουργείται η ακολουθία xn = φ(xn−1), n = 1, 2, . . .

Αν ισχύουν οι προυποθέσεις του Θεωρήµατος συστολής τότε xn→ x?
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Μέθοδος σταθερού σηµείου
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Παράδειγµα: Συγκλίνει η µέθοδος xn = φ(xn−1) µε φ(x) = 2−x σε

µοναδικό σταθερό σηµείο x? στο [0, 1];
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Παράδειγµα: Συγκλίνει η µέθοδος xn = φ(xn−1) µε φ(x) = 2−x σε

µοναδικό σταθερό σηµείο x? στο [0, 1];

΄Εχουµε δεί ότι η φ(x) = 2−x έχει σταθερό σηµείο στο [0, 1] και ότι ισχύει

φ([0, 1] ⊂ [0, 1], τό ότι είναι µοναδικό ϕαίνεται και από το γεγονός ότι είναι

συστολή

L = max
0≤x≤1

|φ′(x)| = max
0≤x≤1

|2−x ln 2| = ln 2 ≈ 0.693< 1

Συνεπώς η ακολουθία xn+1 = 2−xn συγκλίνει για κάθε x0 ∈ [a, b] στο

σταθερό σηµείο x? της φ, δηλ. στη µονάδική ϱίζα της f(x) = x− 2−x = 0.
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Παράδειγµα: Συγκλίνει η µέθοδος xn = φ(xn−1) µε φ(x) = 2−x σε

µοναδικό σταθερό σηµείο x? στο [0, 1];

΄Εχουµε δεί ότι η φ(x) = 2−x έχει σταθερό σηµείο στο [0, 1] και ότι ισχύει

φ([0, 1] ⊂ [0, 1], τό ότι είναι µοναδικό ϕαίνεται και από το γεγονός ότι είναι

συστολή

L = max
0≤x≤1

|φ′(x)| = max
0≤x≤1

|2−x ln 2| = ln 2 ≈ 0.693< 1

Συνεπώς η ακολουθία xn+1 = 2−xn συγκλίνει για κάθε x0 ∈ [a, b] στο

σταθερό σηµείο x? της φ, δηλ. στη µονάδική ϱίζα της f(x) = x− 2−x = 0.

Ερωτήµατα:
• Πόσο γρήγορα συγκλίνει η µέθοδος (δηλ. ποιά η τάξη σύγκλισης);

• Ποιό είναι ένα κατάλληλο κριτήριο τερµατισµού της µεθόδου ;
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΄Ασκηση Ι Η εξίσωση f(x) = x3 − 2x2 − 1 = 0 έχει µία ϱίζα x? στο [2, 3]. Η

επαναληπτική µέθοδος xn+1 = 2 + 1/x2n για x0 ∈ [2, 3] συγκλίνει στη x?;
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΄Ασκηση Ι Η εξίσωση f(x) = x3 − 2x2 − 1 = 0 έχει µία ϱίζα x? στο [2, 3]. Η

επαναληπτική µέθοδος xn+1 = 2 + 1/x2n για x0 ∈ [2, 3] συγκλίνει στη x?;

Λύση ΄Εχουµε φ(x) = 2 + 1/x2 συνεχής στο [2, 3].
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΄Ασκηση Ι Η εξίσωση f(x) = x3 − 2x2 − 1 = 0 έχει µία ϱίζα x? στο [2, 3]. Η

επαναληπτική µέθοδος xn+1 = 2 + 1/x2n για x0 ∈ [2, 3] συγκλίνει στη x?;

Λύση ΄Εχουµε φ(x) = 2 + 1/x2 συνεχής στο [2, 3].

Η φ′(x) = −2/x3 < 0 ⇒ η φ ϕθίνουσα στο [2, 3], µε ακρότατα

φ(3) = 2 + 1/9 και φ(2) = 2 + 1/4
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΄Ασκηση Ι Η εξίσωση f(x) = x3 − 2x2 − 1 = 0 έχει µία ϱίζα x? στο [2, 3]. Η

επαναληπτική µέθοδος xn+1 = 2 + 1/x2n για x0 ∈ [2, 3] συγκλίνει στη x?;

Λύση ΄Εχουµε φ(x) = 2 + 1/x2 συνεχής στο [2, 3].

Η φ′(x) = −2/x3 < 0 ⇒ η φ ϕθίνουσα στο [2, 3], µε ακρότατα

φ(3) = 2 + 1/9 και φ(2) = 2 + 1/4

Συνεπώς φ(x) ∈ [2 + 1/9, 2 + 1/4] ⊂ [2, 3], ∀x ∈ [2, 3]
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΄Ασκηση Ι Η εξίσωση f(x) = x3 − 2x2 − 1 = 0 έχει µία ϱίζα x? στο [2, 3]. Η

επαναληπτική µέθοδος xn+1 = 2 + 1/x2n για x0 ∈ [2, 3] συγκλίνει στη x?;

Λύση ΄Εχουµε φ(x) = 2 + 1/x2 συνεχής στο [2, 3].

Η φ′(x) = −2/x3 < 0 ⇒ η φ ϕθίνουσα στο [2, 3], µε ακρότατα

φ(3) = 2 + 1/9 και φ(2) = 2 + 1/4

Συνεπώς φ(x) ∈ [2 + 1/9, 2 + 1/4] ⊂ [2, 3], ∀x ∈ [2, 3]

Επίσης (ελέγχοντας ίσως την φ′′(x))

|φ′(x)| = | − 2/x3| ≤ 1

4
για x ∈ [2, 3] (συστολή)

΄Αρα η φ(x) ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ. συστολής και συνεπώς η

επαναληπτική µέθοδος συγκλίνει για x0 ∈ [2, 3] στη x? ∈ [2, 3]
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΄Ασκηση ΙΙ Η εξίσωση f(x) = x2 − x− 2 έχει ϱίζες τις 2 και −1. Να

υπολογιστεί (προσεγγιστεί) η x? = 2 µε τη µέθοδο σταθερού σηµείου.
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΄Ασκηση ΙΙ Η εξίσωση f(x) = x2 − x− 2 έχει ϱίζες τις 2 και −1. Να

υπολογιστεί (προσεγγιστεί) η x? = 2 µε τη µέθοδο σταθερού σηµείου.

Λύση Πρέπει κατ΄ αρχάς να µετασχηµατιστεί η f(x) = 0⇔ x = φ(x)
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΄Ασκηση ΙΙ Η εξίσωση f(x) = x2 − x− 2 έχει ϱίζες τις 2 και −1. Να

υπολογιστεί (προσεγγιστεί) η x? = 2 µε τη µέθοδο σταθερού σηµείου.

Λύση Πρέπει κατ΄ αρχάς να µετασχηµατιστεί η f(x) = 0⇔ x = φ(x)

Υπάρχουν αρκετές επιλογές

(α) φ(x) = x2 − 2 (ϐ) φ(x) =
√
2 + x

(γ) φ(x) = 1 + 2/x (δ) φ(x) = x− x2−x−2
m ,m 6= 0
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΄Ασκηση ΙΙ Η εξίσωση f(x) = x2 − x− 2 έχει ϱίζες τις 2 και −1. Να

υπολογιστεί (προσεγγιστεί) η x? = 2 µε τη µέθοδο σταθερού σηµείου.

Λύση Πρέπει κατ΄ αρχάς να µετασχηµατιστεί η f(x) = 0⇔ x = φ(x)

Υπάρχουν αρκετές επιλογές

(α) φ(x) = x2 − 2 (ϐ) φ(x) =
√
2 + x

(γ) φ(x) = 1 + 2/x (δ) φ(x) = x− x2−x−2
m ,m 6= 0

Επιλογή (α) Η φ′(x) = 2x⇒ |φ′(x)| < 1 (συστολή) για x ∈
(
−1
2
,
1

2

)
, όµως

το 2 /∈ (−1
2,

1
2).
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΄Ασκηση ΙΙ Η εξίσωση f(x) = x2 − x− 2 έχει ϱίζες τις 2 και −1. Να

υπολογιστεί (προσεγγιστεί) η x? = 2 µε τη µέθοδο σταθερού σηµείου.

Λύση Πρέπει κατ΄ αρχάς να µετασχηµατιστεί η f(x) = 0⇔ x = φ(x)

Υπάρχουν αρκετές επιλογές

(α) φ(x) = x2 − 2 (ϐ) φ(x) =
√
2 + x

(γ) φ(x) = 1 + 2/x (δ) φ(x) = x− x2−x−2
m ,m 6= 0

Επιλογή (α) Η φ′(x) = 2x⇒ |φ′(x)| < 1 (συστολή) για x ∈
(
−1
2
,
1

2

)
, όµως

το 2 /∈ (−1
2,

1
2).

Επιλογή (ϐ) Είναι
φ′(x) =

1

2
√
2 + x

> 0 ⇒ φ↗

Για x > 0 έχουµε φ(x) > 0 και 0 ≤ φ′(x) ≤ 1/
√
8 < 1⇒ (συστολή)
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΄Ασκηση ΙΙ Η εξίσωση f(x) = x2 − x− 2 έχει ϱίζες τις 2 και −1. Να

υπολογιστεί (προσεγγιστεί) η x? = 2 µε τη µέθοδο σταθερού σηµείου.

Λύση Πρέπει κατ΄ αρχάς να µετασχηµατιστεί η f(x) = 0⇔ x = φ(x)

Υπάρχουν αρκετές επιλογές

(α) φ(x) = x2 − 2 (ϐ) φ(x) =
√
2 + x

(γ) φ(x) = 1 + 2/x (δ) φ(x) = x− x2−x−2
m ,m 6= 0

Επιλογή (α) Η φ′(x) = 2x⇒ |φ′(x)| < 1 (συστολή) για x ∈
(
−1
2
,
1

2

)
, όµως

το 2 /∈ (−1
2,

1
2).

Επιλογή (ϐ) Είναι
φ′(x) =

1

2
√
2 + x

> 0 ⇒ φ↗

Για x > 0 έχουµε φ(x) > 0 και 0 ≤ φ′(x) ≤ 1/
√
8 < 1⇒ (συστολή)

Για 0 ≤ x ≤ 2⇒
√
2 + x ≤ 2⇒ φ([0, 2]) = [φ(0), φ(2)] ⊂ [0, 2]
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΄Ασκηση ΙΙ Η εξίσωση f(x) = x2 − x− 2 έχει ϱίζες τις 2 και −1. Να

υπολογιστεί (προσεγγιστεί) η x? = 2 µε τη µέθοδο σταθερού σηµείου.

Λύση Πρέπει κατ΄ αρχάς να µετασχηµατιστεί η f(x) = 0⇔ x = φ(x)

Υπάρχουν αρκετές επιλογές

(α) φ(x) = x2 − 2 (ϐ) φ(x) =
√
2 + x

(γ) φ(x) = 1 + 2/x (δ) φ(x) = x− x2−x−2
m ,m 6= 0

Επιλογή (α) Η φ′(x) = 2x⇒ |φ′(x)| < 1 (συστολή) για x ∈
(
−1
2
,
1

2

)
, όµως

το 2 /∈ (−1
2,

1
2).

Επιλογή (ϐ) Είναι
φ′(x) =

1

2
√
2 + x

> 0 ⇒ φ↗

Για x > 0 έχουµε φ(x) > 0 και 0 ≤ φ′(x) ≤ 1/
√
8 < 1⇒ (συστολή)

Για 0 ≤ x ≤ 2⇒
√
2 + x ≤ 2⇒ φ([0, 2]) = [φ(0), φ(2)] ⊂ [0, 2]

Συνεπώς για x ∈ [0, k], k ≥ 2 η φ(x) ∈ C[0, k] και είναι συστολή, άρα

ικανοποιούνται όλες οι υποθέσεις το Θ. συστολής και συνεπώς η

επαναληπτική µέθοδος xn+1 =
√
2 + xn→ x? = 2.
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Εφαρµογή

Αν επιλέξουµε αρχική τιµή x0 = 0 ∈ [0, k], k ≥ 2, τότε η εφαρµογή της

επαναληπτικής µεθόδου

xn+1 =
√
2 + xn, n = 1, 2, 3, . . .

παράγει την ακολουθία :

x1 =
√
2 = 1.41421

x2 =
√
2 + x1 =

√
3.41421 ≈ 1.84776

x3 =
√
2 + x2 =

√
3.84776 ≈ 1.96157

x4 =
√
2 + x3 =

√
3.96157 ≈ 1.99037

x5 =
√
2 + x4 =

√
3.99037 ≈ 1.99759

x6 =
√
2 + x5 =

√
3.99759 ≈ 1.99939

... ...

που συγκλίνει προς τη ϱίζα x? = 2.
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Ερωτήµατα:

• Πόσο γρήγορα συγκλίνει η µέθοδος (δηλ. ποιά η τάξη σύγκλισης);

• Ποιό είναι ένα κατάλληλο κριτήριο τερµατισµού της µεθόδου ;
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Ερωτήµατα:

• Πόσο γρήγορα συγκλίνει η µέθοδος (δηλ. ποιά η τάξη σύγκλισης);

• Ποιό είναι ένα κατάλληλο κριτήριο τερµατισµού της µεθόδου ;

Από το Θ. συστολής

|εn| = |xn − x?| ≤ Ln|x0 − x?| ≤ Lnmax(x0 − a, x0 − b), (4)

|εn| = |xn − x?| ≤
Ln

1− L
|x1 − x0|, (εκ των προτέρων εκτίµηση) (5)

|εn| = |xn − x?| ≤
L

1− L
|xn − xn−1| (εκ των υστέρων εκτίµηση).(6)
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Ερωτήµατα:

• Πόσο γρήγορα συγκλίνει η µέθοδος (δηλ. ποιά η τάξη σύγκλισης);

• Ποιό είναι ένα κατάλληλο κριτήριο τερµατισµού της µεθόδου ;

Από το Θ. συστολής

|εn| = |xn − x?| ≤ Ln|x0 − x?| ≤ Lnmax(x0 − a, x0 − b), (4)

|εn| = |xn − x?| ≤
Ln

1− L
|x1 − x0|, (εκ των προτέρων εκτίµηση) (5)

|εn| = |xn − x?| ≤
L

1− L
|xn − xn−1| (εκ των υστέρων εκτίµηση).(6)

Απόδειξη (4): Λόγω του ότι φ : [a, b]→ [a, b] και ισχύει η συνθήκη του Lipschitz

|xn − x?| = |φ(xn−1)− φ(x?)|
≤ L|xn−1 − x?| ≤ · · · ≤ Ln|x0 − x?|
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Τάξη Σύγκλισης

Από την απόδειξη της (4) ισχύει

|xn+1 − x?| ≤ L|xn − x?|, L < 1

άρα η ακολουθεία {xn} συγκλίνει τουλάχιστον γραµµικά

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆ 14



Τάξη Σύγκλισης

Από την απόδειξη της (4) ισχύει

|xn+1 − x?| ≤ L|xn − x?|, L < 1

άρα η ακολουθεία {xn} συγκλίνει τουλάχιστον γραµµικά

΄Εστω ότι η φ ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ. συστολής και επιπλέον είναι

συνεχώς παραγωγίσιµη.

Τότε από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής ∃ ξn ∈ [xn, x
?], τ.ω.

xn+1 − x? = φ(xn)− φ(x?) = φ′(ξn)(xn − x?)
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Τάξη Σύγκλισης

Από την απόδειξη της (4) ισχύει

|xn+1 − x?| ≤ L|xn − x?|, L < 1

άρα η ακολουθεία {xn} συγκλίνει τουλάχιστον γραµµικά

΄Εστω ότι η φ ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ. συστολής και επιπλέον είναι

συνεχώς παραγωγίσιµη.

Τότε από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής ∃ ξn ∈ [xn, x
?], τ.ω.

xn+1 − x? = φ(xn)− φ(x?) = φ′(ξn)(xn − x?)

Τότε, επειδή xn→ x?⇒ ξn→ x? και της συνέχειας της φ′

lim
n→∞

|εn+1|
|εn|

= lim
n→∞

|xn+1 − x?|
|xn − x?|

= φ′(x?)

΄Αρα αν φ′(x?) 6= 0, εφ’οσον απο το Θ. συστολής |φ′(x?)| ≤ L < 1, η τάξη

σύγκλισης της {xn} µε xn+1 = φ(xn) ϑα είναι ακριβώς ένα.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆ 14



Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆ 15



΄Ασκηση ΙΙΙ ∆ίνεται η f(x) ∈ C1[a, b] µε f ′(x) 6= 0 και x? ϱίζα της f(x) = 0.

΄Αν φ(x) = x+ g(x)f(x), να προσδιοριστεί η συνάρτηση g(x) ώστε η

µέθοδος σταθερού σηµείου να έχει τάξη σύγκλισης µεγαλύτερη από ένα.
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΄Ασκηση ΙΙΙ ∆ίνεται η f(x) ∈ C1[a, b] µε f ′(x) 6= 0 και x? ϱίζα της f(x) = 0.

΄Αν φ(x) = x+ g(x)f(x), να προσδιοριστεί η συνάρτηση g(x) ώστε η

µέθοδος σταθερού σηµείου να έχει τάξη σύγκλισης µεγαλύτερη από ένα.

Λύση Για τετραγωνική σύγκλιση πρέπει φ′(x?) = 0, άρα

φ′(x) = 1 + g′(x)f(x) + f ′(x)g(x)
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΄Ασκηση ΙΙΙ ∆ίνεται η f(x) ∈ C1[a, b] µε f ′(x) 6= 0 και x? ϱίζα της f(x) = 0.

΄Αν φ(x) = x+ g(x)f(x), να προσδιοριστεί η συνάρτηση g(x) ώστε η

µέθοδος σταθερού σηµείου να έχει τάξη σύγκλισης µεγαλύτερη από ένα.

Λύση Για τετραγωνική σύγκλιση πρέπει φ′(x?) = 0, άρα

φ′(x) = 1 + g′(x)f(x) + f ′(x)g(x)

για x = x? ότι

φ′(x?) = 0 = 1 + f ′(x?)g(x?), (εφ’οσον f(x?) = 0)

΄Αρα η τελευταία σχέση γράφεται g(x?) = − 1
f ′(x?) από την οποία προκύπτει

(χωρίς να είναι η µόνη επιλογή) ότι η

g(x) = − 1

f ′(x)
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΄Ασκηση ΙΙΙ ∆ίνεται η f(x) ∈ C1[a, b] µε f ′(x) 6= 0 και x? ϱίζα της f(x) = 0.

΄Αν φ(x) = x+ g(x)f(x), να προσδιοριστεί η συνάρτηση g(x) ώστε η

µέθοδος σταθερού σηµείου να έχει τάξη σύγκλισης µεγαλύτερη από ένα.

Λύση Για τετραγωνική σύγκλιση πρέπει φ′(x?) = 0, άρα

φ′(x) = 1 + g′(x)f(x) + f ′(x)g(x)

για x = x? ότι

φ′(x?) = 0 = 1 + f ′(x?)g(x?), (εφ’οσον f(x?) = 0)

΄Αρα η τελευταία σχέση γράφεται g(x?) = − 1
f ′(x?) από την οποία προκύπτει

(χωρίς να είναι η µόνη επιλογή) ότι η

g(x) = − 1

f ′(x)

΄Ετσι η µέθοδος σταθερού σηµείου xn+1 = φ(xn) να γράφεται

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
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Κριτήριο Τερµατισµού

Ισχύει όπως είδαµε η εκτίµηση

|xn − x?| ≤ L|xn−1 − x?|

΄Εστω η δ = 1
210
−k είναι η ανεκτικότητα (ή επιθυµητή ακρίβεια)

Από την (8)⇒

|xn+1 − x?| ≤
L

1− L
δ, από κάποιο ϐήµα N και πάνω

άρα ένα ασφαλές κριτήριο τερµατισµού είναι : ΥΠΟΛΟΓΙΣΕ ΤΑ xn ΜΕΧΡΙ

n = N τ.ω.

ε = |xN+1 − xN | < δ

ή

εa =
|xN+1 − xN |
|xN+1|

· 100 < δ%
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Αλγόριθµος σταθερού

∆ίνονται x0 και φ(x)

1 Για n = 1, Nmax

xn← φ(xn−1)

αν |xn − xn−1| ≤ δ, τύπωσε xn, N = n,→ έξοδος x? = xn
διαφορετικά

n← n+ 1

πήγαινε στο 1
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΄Ασκηση
Με τη µέθοδο σταθερού σηµείου να ϐρεθεί η ϱίζα της f(x) = e−x − x µε

ανοχή σφάλµατος 10−2 (ή 1%)
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΄Ασκηση
Με τη µέθοδο σταθερού σηµείου να ϐρεθεί η ϱίζα της f(x) = e−x − x µε

ανοχή σφάλµατος 10−2 (ή 1%)

Λύση Πρέπει κατ΄ αρχάς να µετασχηµατιστεί η f(x) = 0⇔ x = φ(x)

xi+1 = φ(xi) = e−xi, i = 1, 2, 3, . . .
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΄Ασκηση (συνέχεια)
Για το Θ. συστολής |φ(x)′| = e−x < 1 ∀ x > 0 και φ([0, 1]) ⊂ [0, 1]
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΄Ασκηση (συνέχεια)
Για το Θ. συστολής |φ(x)′| = e−x < 1 ∀ x > 0 και φ([0, 1]) ⊂ [0, 1]

Αργή σύγκλιση ! Η πραγµατική ϱίζα είναι x? = 0.56714329.
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΄Ασκηση (συνέχεια)
Πόσα, κατ΄ εκτίµηση, ϐήµατα της µεθόδου ϑα χρειαζόµασταν για ανοχή

σφάλµατος δ = 10−6 για x ∈ [0.3, 1] και δίνοντας αρχική τιµή x0 = 1;
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΄Ασκηση (συνέχεια)
Πόσα, κατ΄ εκτίµηση, ϐήµατα της µεθόδου ϑα χρειαζόµασταν για ανοχή

σφάλµατος δ = 10−6 για x ∈ [0.3, 1] και δίνοντας αρχική τιµή x0 = 1;

Θέλουµε να ικανοποιείται η σχέση

|xn+1 − x?| ≤
Ln

1− L
|x1 − x0| < δ Ποιά η τιµή του L?
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΄Ασκηση (συνέχεια)
Πόσα, κατ΄ εκτίµηση, ϐήµατα της µεθόδου ϑα χρειαζόµασταν για ανοχή

σφάλµατος δ = 10−6 για x ∈ [0.3, 1] και δίνοντας αρχική τιµή x0 = 1;

Θέλουµε να ικανοποιείται η σχέση

|xn+1 − x?| ≤
Ln

1− L
|x1 − x0| < δ Ποιά η τιµή του L?

Γνωρίζουµε ότι L = max
0.3≤x≤1

|φ′(x)| = | − e−0.3| ≈ 0.7408, άρα
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΄Ασκηση (συνέχεια)
Πόσα, κατ΄ εκτίµηση, ϐήµατα της µεθόδου ϑα χρειαζόµασταν για ανοχή

σφάλµατος δ = 10−6 για x ∈ [0.3, 1] και δίνοντας αρχική τιµή x0 = 1;

Θέλουµε να ικανοποιείται η σχέση

|xn+1 − x?| ≤
Ln

1− L
|x1 − x0| < δ Ποιά η τιµή του L?

Γνωρίζουµε ότι L = max
0.3≤x≤1

|φ′(x)| = | − e−0.3| ≈ 0.7408, άρα

0.7408n

1− 0.7408
|0.367879− 1| < 10−6

2.43873 · 0.7408n < 10−6

n > 49.02
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