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Κεφ. 2: Αριθµητική επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων

΄Ενα από τα ϐασικά προβλήµατα στις εφαρµογές είναι η εύρεση ϱιζών µιας

εξίσωσης της µορφής

f(x) = 0

όπου η f(x) είναι µία συνάρτηση πραγµατικής ή µιγαδικής µεταβλητής x.
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Κεφ. 2: Αριθµητική επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων

΄Ενα από τα ϐασικά προβλήµατα στις εφαρµογές είναι η εύρεση ϱιζών µιας

εξίσωσης της µορφής

f(x) = 0

όπου η f(x) είναι µία συνάρτηση πραγµατικής ή µιγαδικής µεταβλητής x.

• Μόνο µία µικρή κατηγορία εξισώσεων µπορούν να λυθούν µε τη χρήση

κλασικών Μαθηµατικών (π.χ. πολυωνυµικές εξισώσεις ϐαθµού ≤ 4.)
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Παράδειγµα Ι
Θέλετε να σχεδιάσετε µία σφαιρική δεξαµενή για αποθήκευση νερού σε

ένα µικρό χωριό. Ο όγκος του νερού που ϑα χωράει η δεξαµενή

υπολογίζεται (µε ϐάση το σχήµα) ώς

V = πh2
(3R− h)

3

΄Αν R = 3m, τί ϐάθος πρέπει να έχει το νερό για να περιέχει V = 30m3;
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Παράδειγµα ΙΙ
Η κατάσταση ισσοροποίας ενός καλωδίου µεταξύ δύο (άνισων) σηµείων

δίνεται από τη διαφορική εξίσωση

y′′ =
w

TA

√
1 + (y′)2, y(0) = y0

Η λύση της ∆.Ε. είναι y(x) =
TA
w

cosh

(
w

TA
x

)
+ y0 −

TA
w

Ποιά η δύναµη TA αν w = 12, y0 = 6 για να είναι το ύψος του καλωδίου

y = 15 στο x = 50;
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Για την f(x) = sin(10x) + cos(3x) ποιά(ες) ϱίζες έχει κοντά στο 4;
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Αριθµητική επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων

• Με τη χρήση αριθµητικών µεθόδων επιτυγχάνεται ο προσεγγιστικός
εντοπισµός των ϱιζών µίας µη γραµµικής εξίσωσης.

Ρίζα καλείται οποιοσδήποτε αριθµός x? τέτοιος ώστε f(x?) = 0.

• Για τις βασικές αριθµητικές µεθόδους που ϑα µελετήσουµε υποθέτουµε

ότι γνωρίζουµε ένα διάστηµα [a, b] εντός του οποίου ϐρίσκεται η (µοναδική)

ϱίζα x?.

� Αν αυτό δεν είναι γνωστό, τότε ϑα πρέπει να εξασφαλιστεί µε κάποιες

(µαθηµατικές) συνθήκες.
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Αριθµητική επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων

• Με τη χρήση αριθµητικών µεθόδων επιτυγχάνεται ο προσεγγιστικός
εντοπισµός των ϱιζών µίας µη γραµµικής εξίσωσης.

Ρίζα καλείται οποιοσδήποτε αριθµός x? τέτοιος ώστε f(x?) = 0.

• Για τις βασικές αριθµητικές µεθόδους που ϑα µελετήσουµε υποθέτουµε

ότι γνωρίζουµε ένα διάστηµα [a, b] εντός του οποίου ϐρίσκεται η (µοναδική)

ϱίζα x?.

� Αν αυτό δεν είναι γνωστό, τότε ϑα πρέπει να εξασφαλιστεί µε κάποιες

(µαθηµατικές) συνθήκες.

Θα συµβολίζουµε σε ένα διάστηµα I ⊂ R µε C(I) το σύνολο των

συνεχών συναρτήσεων στο I δηλ.,

C(I) = {f |f : I → R, fσυνεχής} και

Cn(I) = {f |f ∈ C(I) : f n ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη στο I}
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Η µέθοδος διχοτόµησης ή Bolzano

Από το λογισµό είναι γνωστό το ακόλουθο για τον εντοπισµό ϱιζών

Θεώρηµα : ΄Αν f(x) ∈ C[a, b] και αν f(a) · f(b) < 0 τότε για κάποιο

x? ∈ (a, b) έχουµε f(x?) = 0.
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Η µέθοδος διχοτόµησης ή Bolzano

Από το λογισµό είναι γνωστό το ακόλουθο για τον εντοπισµό ϱιζών

Θεώρηµα : ΄Αν f(x) ∈ C[a, b] και αν f(a) · f(b) < 0 τότε για κάποιο

x? ∈ (a, b) έχουµε f(x?) = 0.

• Από τη στιγµή που ϑα εξασφαλιστεί το διάστηµα [a, b] εντός του οποίου

ϐρίσκεται η άγνωστη ϱίζα x?, προχωρούµε επαναληπτικά.

� Επαναλαµβάνουµε, δηλαδή, µία διαδικασία µε δεδοµένα διαφορετικά

(ϐελτιωµένα) σε κάθε επανάληψη µέχρις ότου πετύχουµε το επιθυµητό

αποτέλεσµα δηµιουργώντας µία ακολουθία τιµών x1, x2, x3 . . . xN .

• Πρέπει πρώτα να εξασφαλιστεί η επιβολή συνθηκών έτσι ώστε η

ακολουθία {xn}, n = 0, 1, 2 . . . να συγκλίνει στη ϱίζα x?.

� Το δεύτερο είναι η σύγκλιση πρός την x? να είναι όσο το δυνατόν πιο
αποτελεσµατική (γρήγορη και ακριβής).
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Μέθοδος ∆ιχοτόµησης

Καταρχήν υποθέτουµε ότι ισχύσει το Θεώρηµα (δηλ. f(x) ∈ C[a, b] και

f(a) · f(b) < 0) και άρα ότι εντός του (a, b) ∃ (τουλάχιστον) µία ϱίζα.

• Η µέθοδος διαιρεί διαδοχικά το [a, b] λαµβάνοντας κάθε ϕορά εκείνο το

διάστηµα που περιέχει τη ϱίζα

• Υπολογίζει το µέσο του διαστήµατος c0 = (a0 + b0)/2 = (a+ b)/2

• Αν f(c0) = 0 τότε x? = c0 διαφορετικά, ελέγχεται η συνθήκη

f(a0) · f(c0) < 0,

� αν ισχύει, τότε η ϱίζα x? ∈ (a0, c0) και επαναλαµβάνεται η διαδικασία µε

a1 = a0 και b1 = c0, όπου το νέο διάστηµα [a1, b1] είναι το µισό του

αρχικού,

� αλλιώς, αν δηλ. f(a0) · f(c0) > 0, τότε η ϱίζα ∈ (c0, b0) και

επαναλαµβάνεται η διαδικασία µε a1 = c0 και b1 = b0
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Μέθοδος ∆ιχοτόµησης
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Μέθοδος ∆ιχοτόµησης

∆ηµιουργείται µία ακολουθία διαστηµάτων [a0, b0], [a1, b1], . . . , [an, bn]

a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ b0
b0 ≥ b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ a0

µε

f(an) · f(bn) ≤ 0, n = 0, 1, 2, . . .

και

bn − an =
1

2
(bn−1 − an−1)

Η ακολουθία {an} είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη, άρα συγκλίνει. Η

ακολουθία {bn} είναι ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη, άρα συγκλίνει.

Βρίσκουµε ότι

bn − an =
bn−1 − an−1

2
=
bn−2 − an−2

22
= · · · = b0 − a0

2n
=
b− a
2n
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. . . Μέθοδος ∆ιχοτόµησης. . .
Εποµένως

lim
n→∞

bn − lim
n→∞

an = lim
n→∞

2−n(b0 − a0) = 0.

Αν ϑέσουµε

x? = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an

τότε λαµβάνοντας όρια στο f(an) · f(bn) ≤ 0 και λόγω συνέχειας της f(x)

[f(x?)]2 ≤ 0 → f(x?) = 0

δηλ., τα όρια των διαστηµάτων συγκλίνουν στη ϱίζα x? της f .

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆ 10



. . . Μέθοδος ∆ιχοτόµησης. . .
Εποµένως

lim
n→∞

bn − lim
n→∞

an = lim
n→∞

2−n(b0 − a0) = 0.

Αν ϑέσουµε

x? = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an

τότε λαµβάνοντας όρια στο f(an) · f(bn) ≤ 0 και λόγω συνέχειας της f(x)

[f(x?)]2 ≤ 0 → f(x?) = 0

δηλ., τα όρια των διαστηµάτων συγκλίνουν στη ϱίζα x? της f .

Αν υποτεθεί ότι σε κάποια ϕάση η διαδικασία σταµατήσει στο [an, bn], τότε η

καλύτερη προσέγγιση xn της ϱίζας x? είναι τό µέσο του [an, bn] δηλ.,

xn = cn =
an + bn

2
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Πρόταση : ΄Εστω f ∈ C[a, b] µε f(a)f(b) < 0, και {xn} η ακολουθία των

προσεγγίσεων που παράγει η διχοτόµηση. Τότε, είτε xN = x? για κάποιο

N , είτε xn→ x?, n→∞, όπου x? ∈ (a, b) είναι ϱίζα της f(x) = 0. Ισχύει

|x? − xn| ≤
b− a
2n

. (ϕράγµα του σφάλµατος) (1)
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Πρόταση : ΄Εστω f ∈ C[a, b] µε f(a)f(b) < 0, και {xn} η ακολουθία των

προσεγγίσεων που παράγει η διχοτόµηση. Τότε, είτε xN = x? για κάποιο

N , είτε xn→ x?, n→∞, όπου x? ∈ (a, b) είναι ϱίζα της f(x) = 0. Ισχύει

|x? − xn| ≤
b− a
2n

. (ϕράγµα του σφάλµατος) (1)

Για Ϲητούµενη (από το χρήστη) ανοχή σφάλµατος1, ε, η απαίτηση

|x? − xn| ≤ ε

σηµαίνει ότι λόγω της (1) πρέπει να γίνουν n (ϐήµατα) τέτοιο ώστε

|x? − xn| =
b− a
2n
≤ ε

δηλ. n ≥
[log(b− a)− log ε

log 2

]
1

Για k σωστά δεκαδικά ψηφία ε = 1
2 · 10

−k
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• Μετά από n επαναλήψεις η µέθοδος παράγει ένα διάστηµα [an, bn] το

οποίο περιέχει µία τουλάχιστον ϱίζα x? της f(x) = 0. Η µέθοδος καλείται

παρενθετική ( ή µέθοδος αγκυλών/εγκιβωτισµού).

• Η µέθοδος συγκλίνει πάντα σε µία ϱίζα της f(x) όταν µπορεί να

εφαρµοστεί.

• Το ϐασικό µειονέκτηµα είναι ότι το σφάλµα σε κάθε επανάληψη

(b− a)/2n είναι αρκετά µεγάλο σε σύγκριση µε άλλες µεθόδους⇒ αργή
σύγκλιση.

• η Μέθοδος απαιτεί η f(x) να αλλάζει πρόσηµο γύρω από τη ϱίζα (δεν

υπολογίζει ϱίζες άρτιας πολλαπλότητας)

• Η µέθοδος εντοπίζει µία µόνο ϱίζα αλλά όχι όλες τις ϱίζες που µπορεί να

ϐρίσκονται στο [a, b]
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Αλγόριθµος της διχοτόµησης

∆ίνεται f(x),[a, b] τ.ω. f(a)f(b) < 0 και ακρίβεια ε= 1
2 · 10

−k, δ= 1
2 · 10

−d

d = b− a
1 d← d/2

αν |d| ≤ ε, τύπωσε a, b −→ έξοδος x? ∈ [a, b]

διαφορετικά

υπολόγισε τα c = (a+ b)/2 και f(c)

τύπωσε : a, b, c, d, f(c)

αν f(c) = 0 (ή/και |f(c)| < δ) −→ έξοδος c ≈ x?
διαφορετικά

αν f(c)f(a) > 0 τότε a← c και f(a)← f(c)

αλλιώς b← c και f(b)← f(c)

πήγαινε στο 1
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Αλγόριθµος της διχοτόµησης

∆ίνεται f(x),[a, b] τ.ω. f(a)f(b) < 0 και ακρίβεια ε= 1
2 · 10

−k, δ= 1
2 · 10

−d

d = b− a
1 d← d/2

αν |d| ≤ ε, τύπωσε a, b −→ έξοδος x? ∈ [a, b]

διαφορετικά

υπολόγισε τα c = (a+ b)/2 και f(c)

τύπωσε : a, b, c, d, f(c)

αν f(c) = 0 (ή/και |f(c)| < δ) −→ έξοδος c ≈ x?
διαφορετικά

αν f(c)f(a) > 0 τότε a← c και f(a)← f(c)

αλλιώς b← c και f(b)← f(c)

πήγαινε στο 1

Η διαδικασία επαναλαµβάνεται έως ότου επιτευχθεί σύγκλιση.
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έως ότου επιτευχθεί σύγκλιση
σηµαίνει να ικανοποιείται ένα από τα ακόλουθα κριτήρια :

1. |f(c)| < δ (η τιµή της συνάρτησης ≈ 0)

2. |d| ≤ ε (το διάστηµα στο οποίο ϐρίσκεται η ϱίζα πολύ µικρό)

3. |f(c)| < δ και |d| ≤ ε (τα 1 & 2 ταυτόχρονα)
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Κριτήριο διακοπής (τερµατισµού) 1

|f(c)| < δ

όπου δ = 1
210
−d είναι η ανεκτικότητα (ή επιθυµητή ακρίβεια). Η αποδοχή

του κριτηρίου σηµαίνει ότι αποδεχόµαστε το c να είναι καλή προσέγγιση της

ϱίζας αν −δ < f(c) < δ, αντιστοιχεί στον έλεγχο εάν f(c) = 0.

Στο σχήµα ξ = x?.
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Κριτήριο διακοπής (τερµατισµού) 2

|d| ≤ ε

όπου ε είναι η κάποια ανεκτικότητα, τότε αποδεχόµαστε το c σαν ϱίζα αν

−ε < d < ε, αντιστοιχεί στον έλεγχο |xn+1 − xn| ≤ ε.
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Κριτήριο διακοπής (τερµατισµού) 2

|d| ≤ ε

όπου ε είναι η κάποια ανεκτικότητα, τότε αποδεχόµαστε το c σαν ϱίζα αν

−ε < d < ε, αντιστοιχεί στον έλεγχο |xn+1 − xn| ≤ ε.

Το παραπάνω κριτήριο µπορεί να αντικατασταθεί και από το

|xn+1 − xn|
|xn+1|

≤ ε, xn+1 6= 0
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• Αν απαιτηθεί να ισχύσουν και τα δύο κριτήρια 3, τότε η περιοχή στην οποία

ϑα ϐρίσκονται τα c και f(c) ϑα είναι η τοµή των δύο Ϲωνών.

•Οι τιµές των δ και ε δεν ϑα πρέπει να είναι κοντά στο u το µοναδιαίο

σφάλµα στρογγύλευσης. ∆ηλ, αν t το πλήθος των επιτρεπόµενων ψηφίων

τότε δ, ε ≥ 1

2
· 10−t+2

.

• Υπάρχουν ακολουθίες xn για τις οποίες οι διαφορές |xn+1 − xn| → 0,

ενώ η ίδια ακολουθία αποκλίνει από τη ϱίζα.
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• Αν απαιτηθεί να ισχύσουν και τα δύο κριτήρια 3, τότε η περιοχή στην οποία

ϑα ϐρίσκονται τα c και f(c) ϑα είναι η τοµή των δύο Ϲωνών.

•Οι τιµές των δ και ε δεν ϑα πρέπει να είναι κοντά στο u το µοναδιαίο

σφάλµα στρογγύλευσης. ∆ηλ, αν t το πλήθος των επιτρεπόµενων ψηφίων

τότε δ, ε ≥ 1

2
· 10−t+2

.

• Υπάρχουν ακολουθίες xn για τις οποίες οι διαφορές |xn+1 − xn| → 0,

ενώ η ίδια ακολουθία αποκλίνει από τη ϱίζα.

|f(c)| < δ αποτυγχάνει |d| ≤ ε αποτυγχάνει
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Τροποποιηµένος Αλγόριθµος της διχοτόµησης

(για αποφυγή σφαλµάτων στρογγύλευσης και overflow ή underflow)

Για i = 1, Nmax

d = b− a
1 d← d/2

αν |d| ≤ ε, τύπωσε a, b→ έξοδος x? ∈ [a, b]

διαφορετικά

υπολόγισε c = a+ (b− a)/2, f(c)

τύπωσε : a, b, c, d, f(c)

αν f(c) = 0 (ή/και |f(c)| < δ)→ έξοδος c ≈ x?
διαφορετικά

αν sgn(f(a)) = sgn(f(c)) τότε a← c, f(a)← f(c)

διαφορετικά b← c, f(b)← f(c)

i← i+ 1

πήγαινε στο 1
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Παράδειγµα διχοτόµησης
∆ίνεται η f(x) = x3 − 2x− 5 = 0, στο [2, 3] ∃1 (γιατί;) ϱίζα

x? = 2.0945524815423.

Με δεδοµένα a = 2, b = 3, ε = 10−6 τα αποτελέσµατα του αλγορίθµου

(µε το 1 κριτήριο τερµατισµού) είναι :

n a b c(= xn) d f(c)

1 2.0000000 3.0000000 2.5000000 0.5000000 5.6250000

2 2.0000000 2.5000000 . 2.2500000 0.2500000 1.8906250

3 2.0000000 2.2500000 2.1250000 0.1250000 0.3457031

4 2.0000000 2.1250000 2.0625000 0.0625000 -0.3513184

5 2.0625000 2.1250000 1.0937500 0.0312500 -0.0089417
...

...
...

...
...

...

18 2.0945511 2.0945587 2.0945549 0.0000038 0.0000381

19 2.0945511 2.0945549 2.0945530 0.0000019 0.0000167

2.0945511 2.0945530 2.0945520

Στο ϐήµα 19 d← 1

2
d =

1

2
19 · 10−7 < 10−6.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆ 22



Εφαρµόζοντας την εκτίµηση σφάλµατος

|x? − xn| ≤
b− a
2n

µπορούµε να υπολογίσουµε εκ τών προτέρων το πλήθος των ϐηµάτων n

που απαιτούνται για να γίνει το σφάλµα π.χ. < 10−5. Αρκεί

b− a
2n
≤ 10−5⇒ n >

5

log10 2
≈ 16.6

δηλ., σε n = 17 ϐήµατα
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΄Ασκηση Ι

Υπολογίστε την τιµή του
√
3 µε ακρίβεια ε = 10−6 στο διάστηµα [1, 2] µε τη

µέθοδο της διχοτόµησης. Πόσα ϐήµατα της µεθόδου ϑα χρειαστούµε για

να πετύχουµε τη Ϲητούµενη ακρίβεια ;
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΄Ασκηση Ι

Υπολογίστε την τιµή του
√
3 µε ακρίβεια ε = 10−6 στο διάστηµα [1, 2] µε τη

µέθοδο της διχοτόµησης. Πόσα ϐήµατα της µεθόδου ϑα χρειαστούµε για

να πετύχουµε τη Ϲητούµενη ακρίβεια ;

Λύση
Θέλουµε x =

√
3 ⇒ x2 = 3 ⇒ x2 − 3 = 0 = f(x)

f(1) = −2 και f(2) = 1 άρα υπάρχει ϱίζα x? =
√
3 στο [1, 2].

|
√
3− xn| ≤

b− a
2n
≤ 10−6⇒ 2n > 106⇒

⇒ n > 6
(ln 10
ln 2

)
≈ 20 ϐήµατα.
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΄Ασκηση ΙΙ
Υπολογίστε την πρώτη ϱίζα της f(x) = sin(x)− x3 (διαφορετική από το 0)

(α) γραφικά (ϐ) µε τη µέθοδο της διχοτόµησης µε ανοχή ε = 0.02(2%)
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΄Ασκηση ΙΙ
Υπολογίστε την πρώτη ϱίζα της f(x) = sin(x)− x3 (διαφορετική από το 0)

(α) γραφικά (ϐ) µε τη µέθοδο της διχοτόµησης µε ανοχή ε = 0.02(2%)
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΄Ασκηση ΙΙ
Υπολογίστε την πρώτη ϱίζα της f(x) = sin(x)− x3 (διαφορετική από το 0)

(α) γραφικά (ϐ) µε τη µέθοδο της διχοτόµησης µε ανοχή ε = 0.02(2%)

(ϐ) Επιλέγω αρχικό διάστηµα [a0, b0] = [0.5, 1] γιατι f(a0)f(b0) < 0, τότε

x1 =
0.5+1

2 = 0.75 και f(0.75) = 0.2597638 > 0 ⇒ [a1, b1] = [0.75, 1]
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΄Ασκηση ΙΙ
Υπολογίστε την πρώτη ϱίζα της f(x) = sin(x)− x3 (διαφορετική από το 0)

(α) γραφικά (ϐ) µε τη µέθοδο της διχοτόµησης µε ανοχή ε = 0.02(2%)

(ϐ) Επιλέγω αρχικό διάστηµα [a0, b0] = [0.5, 1] γιατι f(a0)f(b0) < 0, τότε

x1 =
0.5+1

2 = 0.75 και f(0.75) = 0.2597638 > 0 ⇒ [a1, b1] = [0.75, 1]

x2 =
0.75+1

2 = 0.875 και f(0.875) = 0.0976216 > 0 ⇒ [a2, b2] = [0.875, 1]

εa =
|0.875− 0.75|
|0.875|

· 100 = 14.29%
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΄Ασκηση ΙΙ (συνεχεια)

Βήµατα µέχρι την ζητούµενη ανοχή σφάλµατος
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΄Ασκηση ΙΙΙ
Υπολογίστε την ϑετική ϱίζα της f(x) = ln(x4)− 0.7 (α) γραφικά (ϐ) µε τη

µέθοδο της διχοτόµησης κάνοντας 3 επαναλήψεις µε [a0, b0] = [0.5, 2]
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΄Ασκηση ΙΙΙ
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΄Ασκηση ΙΙΙ
Υπολογίστε την ϑετική ϱίζα της f(x) = ln(x4)− 0.7 (α) γραφικά (ϐ) µε τη

µέθοδο της διχοτόµησης κάνοντας 3 επαναλήψεις µε [a0, b0] = [0.5, 2]

΄Ασκηση IV

Για τη συνάρτηση f(x) = −3x3 + 19x2− 20x− 13 ϐρείτε τις ϱίζες της (α)

γραφικά και (ϐ) µε τη µέθοδο της διχοτόµησης µε ανοχή ε = 0.01(1%) µε

αρχικό διάστηµα [a0, b0] = [−1, 0]
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Μέθοδος Εσφαλµένης Θέσης (Regular Falsi)

• Η µέθοδος αυτή έχει την ίδια ϕιλοσοφία µε τη διχοτόµηση, µε τη µόνη

διαφορά στον τρόπο υπολογισµού του c σε κάθε ϐήµα και αναπτύχθηκε γιατί

η µέθοδος της διχοτόµησης συγκλίνει αργά.

• Ισχύουν οι ίδιες προϋποθέσεις όπως στη διχοτόµηση δηλ., f(x) ∈ C[a, b]
µε f(a) · f(b) < 0.

• Μια καλύτερη προσέγγιση της x?, από το µέσο του διαστήµατος, είναι το

σηµείο x0 όπου η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία (a, f(a)) και

(b, f(b)) τέµνει των άξονα των x
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Γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου εσφαλµένης ϑέσης

Θέτοντας αρχικά a0 = a, b0 = b, η εξίσωση της ευθείας που συνδέει τα

σηµεία (a0, f(a0)) και (b0, f(b0)) είναι η

y − f(b0)
x− b0

=
f(a0)− f(b0)

a0 − b0
(2)
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Η µέθοδος εσφαλµένης ϑέσης

Από την (2) για y = 0 και x = x0 έχουµε

x0 = b0 − f(b0)
b0 − a0

f(b0)− f(a0)
=
a0f(b0)− b0f(a0)
f(b0)− f(a0)

Λόγω της f(a0) · f(b0) < 0 ο παρανοµαστής είναι διάφορος του 0 και το

x0 πάντα ορισµένο. ΄Αρα γενικεύοντας

xn+1 =
anf(bn)− bnf(an)
f(bn)− f(an)

, n = 0, 1, 2 . . .
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Η µέθοδος εσφαλµένης ϑέσης

Από την (2) για y = 0 και x = x0 έχουµε

x0 = b0 − f(b0)
b0 − a0

f(b0)− f(a0)
=
a0f(b0)− b0f(a0)
f(b0)− f(a0)

Λόγω της f(a0) · f(b0) < 0 ο παρανοµαστής είναι διάφορος του 0 και το

x0 πάντα ορισµένο. ΄Αρα γενικεύοντας

xn+1 =
anf(bn)− bnf(an)
f(bn)− f(an)

, n = 0, 1, 2 . . .

∆ηµιουργείται πάλι ακολουθία διαστηµάτων [a1, b1], [a2, b2], · · · [an, bn]
(που περιέχουν τη ϱίζα) όπως και στη διχοτόµηση, αλλά τώρα

|bn − an| 6= |bn−1 − an−1|/2.
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Αλγόριθµος της Εσφαλµένης Θέσης

Για i = 1, Nmax

1 d = b− a
αν |d| ≤ ε, τύπωσε a, b→ έξοδος x? ∈ [a, b]

διαφορετικά

υπολόγισε c =
af(b)− bf(a)
f(b)− f(a)

, και f(c)

τύπωσε a, b, c, d, f(c)

αν f(c) = 0 (ή/και |f(c)| < δ)→ έξοδος c ≈ x?
διαφορετικά

αν sgn(f(a)) = sgn(f(c)) τότε a← c, f(a)← f(c)

διαφορετικά b← c, f(b)← f(c)

i← i+ 1

πήγαινε στο 1
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Αν και η µέθοδος ϕαινεται γενικά να είναι καλύτερη (ως προς την ταχύτητα

σύγκλισης) από τη διχοτόµηση, υπάρχουν περιπτώσεις που δεν ισχύει αυτό.
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Παράδειγµα (αργής σύγκλισης)
΄Εστω η f(x) = x10 − 1 και εφαρµόζουµε τις δύο µεθόδους στο [0, 1.3]
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Παράδειγµα (αργής σύγκλισης)
΄Εστω η f(x) = x10 − 1 και εφαρµόζουµε τις δύο µεθόδους στο [0, 1.3]

Για τη διχοτόµηση
n an bn cn σφαλµα%

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆ 34



Παράδειγµα (αργής σύγκλισης)
΄Εστω η f(x) = x10 − 1 και εφαρµόζουµε τις δύο µεθόδους στο [0, 1.3]

Για τη διχοτόµηση
n an bn cn σφαλµα%

Για την εσφαλµένη θέση
n an bn cn σφαλµα%
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Γραφική παράσταση της f(x) = x10 − 1 και η αργή σύγκλιση της µεθόδου

εσφαλµένης ϑέσης.
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Τάξη Σύγκλισης

Σχετίζεται µε την ταχύτητα (συνολικά ϐήµατα) που απαιτεί µία (συγκλίνουσα)

µέθοδος για να ϕτάσει στη λύση.

Ορισµός 1: ΄Εστω {xn}∞n=0 µία ακολουθία η οποία συγκλίνει στο x?. ΄Αν

υπάρχουν θετικές σταθερές c και p τέτοιες ώστε

lim
n→∞

|xn+1 − x?|
|xn − x?|p

= c 6= 0

τότε η {xn}∞n=0 έχει τάξη σύγκλισης p (ακριβώς), µε ασυµπτωτική ταχύτητα

σύγκλισης (ή ϱυθµό σύγκλισης) c.

Αν p = 1 =⇒ γραµµική τάξη σύγκλισης και c < 1.

Για n >> ϑα ισχύει για το σφάλµα εn = xn − x?

|εn+1| ∼ c|εn|p

(όπου ∼ σηµαίνει : είναι ανάλογο ή συµπεριφέρεται ανάλογα)
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...Τάξη σύγκλισης ...

Ορισµός 2: Λέµε ότι µία ακολουθία {xn}∞n=0 συγκλίνει (τουλάχιστον)

γραµµικά, αν ∃ C < 1 τέτοια ώστε

|xn+1 − x?| ≤ C|xn − x?|, για n >>

Ενώ λέµε ότι η σύγκλιση είναι (τουλάχιστον) τάξης p > 1, αν ∃ C > 0

τέτοια ώστε

|xn+1 − x?| ≤ C|xn − x?|p, ∀n ∈ N

Για p = 2, 3 µιλάµε για τετραγωνική και κυβική αντίστοιχα σύγκλιση.
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...Τάξη σύγκλισης ...

Ορισµός 2: Λέµε ότι µία ακολουθία {xn}∞n=0 συγκλίνει (τουλάχιστον)

γραµµικά, αν ∃ C < 1 τέτοια ώστε

|xn+1 − x?| ≤ C|xn − x?|, για n >>

Ενώ λέµε ότι η σύγκλιση είναι (τουλάχιστον) τάξης p > 1, αν ∃ C > 0

τέτοια ώστε

|xn+1 − x?| ≤ C|xn − x?|p, ∀n ∈ N

Για p = 2, 3 µιλάµε για τετραγωνική και κυβική αντίστοιχα σύγκλιση.

Παράδειγµα : Για τη µέθοδο διχοτόµησης έχουµε γραµµική τάξη σύγκλισης

lim
n→∞

|xn+1 − x?|
|xn − x?|

=
1

2
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