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Θέµα 1

΄Εστω η εξίσωση f(x) =
x

2
− sin(x).

(α) [8] Κάντε πρόχειρα τη γραφική της παράσταση και δείξτε (και ϑεωρητικά) ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς
τρείς πραγµατικές ϱίζες, −ρ, 0 και ρ, στο διάστηµα [−π, π] και µάλιστα ρ ∈

(π
3
, π
)
.

(ϐ) [10] Υπολογίστε τις 3 πρώτες προσεγγίσεις που παράγει η µέθοδος της διχοτόµησης µε αρχικό διάστηµα το[π
3
, π
]
. Πόσο πολύ απέχει η τρίτη προσέγγιση από την ρ;

(γ) [10] Θεωρείστε την ακολουθία (xn)n=0,1,... µε xn+1 = φ(xn) µε φ(x) =
x

2
+ sin(x). ∆είξτε ότι η xn → ρ, για

κάθε x0 ∈
[π
2
, π
]
.

Θέµα 2

Τα παρακάτω δεδοµένα αποτελούν µετρήσεις µίας ποσότητας y στο χρόνο t

t 10 20 30 40
y 20 60 120 200

(α) [9] Υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange που παρεµβάλει στα παραπάνω δεδοµένα.
(ϐ) [15] Γνωρίζοντας ότι τα παραπάνω δεδοµένα µπορούν να προσοµοιωθούν από το ακόλουθο µοντέλο y = at+bt2

υπολογίσετε τις τιµές των a και b (δείχνοντας αναλυτικά τη µεθοδολογία και τον τρόπο υπολογισµού τους).

Θέµα 3

(α) [12] Υπολογίστε το πλήθος των κόµβων που χρειάζονται για την προσέγγιση του ολοκληρώµατος I(f) =∫ 2

1
x ln(x)dx µε ακρίβεια 10−4 χρησιµοποιώντας τον σύνθετο τύπο του Simpson 1/3 και για τα σηµεία (κόµβους)

που ϐρήκατε προσεγγίστε το ολοκλήρωµα. (∆ίνεται ότι ο τύπος του σφάλµατος για το σύνθετο τύπο του Simpson

1/3 είναι RS = −b− a
180

h4f (4)(ξ).)

(ϐ) [14] Θεωρείστε έναν απλό κανόνα ολοκλήρωσης στο διάστηµα [0, 1] ο οποίος παράγεται ως εξής :
∫ 1

0
f(x)dx ≈∫ 1

0
P (x)dx, όπου P (x) το γραµµικό πολυώνυµο που παρεµβάλει την f(x) στο x0 = 0 και x1 = 3/4. Υπολογίστε

αυτόν το κανόνα στη συνήθη µορφή, Q2(f) = w0f(x0)+w1f(x1), και µετασχηµατίστε τον για να κατασκευάσετε

έναν απλό κανόνα ολοκλήρωσης που προσσεγγίζει το
∫ b

a
f(x)dx, δηλ. για τυχαίο διάστηµα [a, b].

Θέµα 4

(α)[10] Για το Π.Α.Τ. y′ = −5y, y(0) = 1, ϑέλουµε να προσεγγίσουµε την τιµή y(2) µε ϐήµα ολοκλήρωσης
h = 0.5. Εξηγείστε ποιά από τις δύο µεθόδους, την (άµεση) Euler ή την πεπλεγµένη Euler πρέπει να χρησιµο-
ποιήσουµε, και επιλέξτε την για να δώσετε µια προσέγγιση της y(2).

(ϐ)[12] Για το Π.Α.Τ. του (α) ερωτήµατος και µε το ίδιο ϐήµα h = 0.5 εφαρµόστε την µέθοδο πρόβλεψης-διόρθωσης

του Heun: yn+1 = yn +
h

2

[
f(tn, yn) + f(tn+1, ỹn+1)

]
, για την προσέγγιση του y(2). Σχολιάστε και εξηγείστε το

αποτέλεσµά σας και σε σχέση µε αυτό που πήρατε από το (α) ερώτηµα αλλα και µε την αναλυτική λύση του Π.Α.Τ.

Στο γραπτό σας να εµφανίζεται αναλυτικά όλη η δουλειά σας, διαφορετικά δεν ϑα ϐαθµολογηθεί.

Η ακρίβεια και πληρότητα των διατυπώσεών, υπολογισµών και των τελικών αποτελεσµάτων σας είναι

σηµαντική.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Θέµα 1

(α) Προφανώς f(0) = 0. Ακόµη, f(π3 ) =
π
6 −

√
3
2 < 0 και f(π) = π

2 > 0 άρα υπάρχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο
(π3 , π). Ακόµη, f

′
(x) = 1

2 − cos(x) και f
′′
(x) = sin(x) > 0 για x ∈ (π3 , π), άρα f

′
(x) > 1

2 − cos(π3 ) = 0 για
x ∈ (π3 , π) και η f είναι γνήσια αύξουσα. Εποµένως η ϱίζα στο διάστηµα x ∈ (π3 , π), έστω ρ, είναι µοναδική.
Από το γεγονός ότι f(−x) = −x

2 − sin(−x) = −f(x) προκύπτει ότι −ρ είναι επίσης ϱίζα και µάλιστα µοναδική
στο διάστηµα (−π,−π

3 ). Το ότι δεν υπάρχει άλλη ϱίζα προκύπτει από τις ανισότητες x
2 − 1 ≤ f(x) ≤ x

2 + 1, οι
οποίες µας λένε ότι f(x) > 0 για x > 2 και f(x) < 0 για x < −2.

(ϐ) Η πρώτη προσέγγιση της ρ είναι η x1 = 1
2(
π
3 + π) = 2π

3 . ΄Εχουµε ότι f(x1) = π
3 −

√
3
2 > 0, άρα ρ ∈ (π3 ,

2π
3 ).

Η δεύτερη προσέγγιση είναι η x2 = 1
2(
π
3 + 2π

3 ) = π
2 και έχουµε f(x2) = π

4 − 1 < 0 άρα ρ ∈ (π2 ,
2π
3 ). Η τρίτη

προσέγγιση x3 = 1
2(
π
2 + 2π

3 ) =
7π

12
.

Η απόσταση της x3 από τη ρ δίνεται από

|x3 − ρ| ≤
b− a
2n

=
π − π/3

23
=

π

12
≈ 0.2618.

(γ) ∆είχνουµε ότι η φ(x) ικανοποιεί στο διάστηµα [π2 , π] το ϑεώρηµα συστολής. Κατ΄ αρχήν φ(π2 ) =
π
4+1 ∈ [π2 , π] και

φ(π) = π
2 ∈ [π2 , π]. Ακόµη φ

′
(x) = 1

2+cos(x) η οποία µηδενίζεται για x = 2π
3 και έχουµε φ(2π3 ) = π

3+
√
3
2 ∈ [π2 , π],

άρα η φ απεικονίζει το διάστηµα [π2 , π] στον εαυτό του.

Το max
x∈[π

2
,π]
|φ′

(x)| = max
x∈[π

2
,π]
|1
2
+cos(x)| = 1

2
(εφοσον cos(x) ∈ [−1, 0] για x ∈ [π2 , π]). Συνεπώς µε ϐάση το ϑεώρηµα

η ακολουθία συγκλίνει στο µοναδικό σταθερό σηµείο x∗ στο [π2 , π] το οποίο είναι ϱίζα της f(x) άρα αναγκαστικά
x∗ = ρ.

Θέµα 2

(α) P2(t) = 0.1t2 + t.

(ϐ) Ψάχνουµε το ϐέλτιστο πολυώνυµο p2(t) = at+ bt2, ϑέλουµε δηλ. να ϐρούµε τους συντελεστές a, , b, ε.ω. η συ-

νάρτηση E(a, b) =
∑4

i=1

[
yi− (ati+a2t

2
i )
]2

να ελαχιστοποιείται. Για να ισχύει αυτό ϑα πρέπει να ικανοποιούνται
οι 2 συνθήκες

∂E

∂a
= −2

4∑
i=1

ti

(
yi − ati − bt2i

)
= 0, και

∂E

∂b
= −2

4∑
i=1

t2i

(
yi − ati − bt2i

)
= 0,

Από όπου παίρνουµε το σύστηµα κανονικών εξισώσεων:

a
4∑
i=1

t2i + b
4∑
i=1

t3i =
4∑
i=1

tiyi (1)

a
4∑
i=1

t3i + b

4∑
i=1

t4i =
4∑
i=1

t2i yi (2)

Κατασκευάζουµε τον πίνακα

i ti yi t2i t3i t4i tiyi t2i yi
1 10 20 100 1000 10000 200 2000
2 20 60 400 8000 64000 1200 24000
3 30 120 900 27000 810000 3600 108000
4 40 200 1600 6400 2560000 8000 320000∑
= - - 3000 100000 3540000 13000 454000

Η λύση του συστήµατος κανονικών εξισώσεων (1)-(2) δίνει a = 1, b = 0.1, άρα το p2(t) = t+ 0.1t2.

2



Θέµα 3

(α) Θέλουµε |RS | = ||
b− a
180

h4f (4)(x)||∞ = max
x∈[1,2]

|b− a
180

h4f (4)(x)| < 10−4, όπου f (4)(x) = 2/x3 (τέταρτη παρά-

γωγος της f(x) = x ln(x)) και max
x∈[1,2]

|2/x3| = 2, συνεπώς

1

180
· h4 · 2 < 10−4 ⇒ h4 <

180 · 10−4

2
⇒ h =

b− a
n

< 0.308 ⇒ n > 3.2466

΄Αρα ϑέλουµε n = 4 υποδιαστήµατα (ακέραιος και άρτιος αριθµός) στο [1, 2] άρα 5 σηµεία (κόµβους) για να
εφαρµόσουµε τη µέθοδο (µε h = (2− 1)/4 = 0.25).

Οι κόµβοι είναι x0 = 1, x1 = 1.25, x2 = 1.5, x3 = 1.75 και x4 = 2, άρα ο σύνθετος τύπος του Simpson 1/3 µας
δίνει

I(f) ≈ h

3
[f(1) + 4f(1.25) + 2f(1.5) + 4f(1.75) + f(2)] = . . . = 0.636309.

(ϐ) Το πολυώνυµο παρεµβολής είναι P (x) = f(0)+ f(3/4)−f(0)
3/4−0 x = f(0)(1− 4

3x)+
4
3f(3/4)x (µπορεί να υπολογιστεί

µε διάφορους τρόπους). Βρίσκουµε τον κανόνα ολοκλήρωσης (ολοκληρώνοντας το P (x)) ως∫ 1

0
f(x)dx ≈

∫ 1

0
P (x)dx =

1

3
f(0) +

2

3
f(3/4)

άρα w0 = 1/3, w1 = 2/3, x0 = 0, x1 = 3/4. (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 14, σελ 3-4 & 13)
Για να κατασκευάσουµε τον απλό κανόνα ολοκλήρωσης που προσσεγγίζει το

∫ b
a f(x)dx, δηλ. για τυχαίο

διάστηµα [a, b], χρειαζόµαστε την αλλαγή µεταβλητής (όπως στους τύπους Gauss ∆ΙΑΛΕΞΗ 16 σελ. 2) από το
[0, 1] στο [a, b]. ΄Αρα, αν t ∈ [0, 1] και x ∈ [a, b] από x = mt+ c (γραµµικός µετασχηµατισµός απο το ένα διάστηµα
στο άλλο, για t = 0 το x = a και για t = 1 το x = b) έχουµε m = b− a, c = a, συνεπώς∫ b

a
f(x)dx = (b− a)

∫ 1

0
f((b− a)t+ a)dt ≈ (b− a)

(
1

3
f(a) +

2

3
f(

3

4
(b− a) + a)

)
≈ (b− a)

(
1

3
f(a) +

2

3
f(

1

4
a+

3

4
b)

)
Θέµα 4

(α) Για να χρησιµοποιήσουµε την (άµεση) µέθοδο Euler πρέπει να επιλέξουµε ϐήµα h έτσι ώστε οι υπολογισµοί
µας να είναι ευσταθείς. Για το δοσµένο Π.Α.Τ. η συνθήκη ευστάθειας δίνει ότι |1−5·h| < 1 ⇒ h < −2/−5 = 0.4.
Συνεπώς η άµεση Euler δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε h = 0.5 (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 17 σελ. 15-16 και σελ. 23-24).
Η πεπλεγµένη Euler είναι πάντα ευσταθής και δίνει

yn+1 = yn + hf(tn+1, yn+1) = yn + 0.5 · (−5yn+1) ⇒ yn+1 = yn − 2.5yn+1 ⇒ (1 + 2.5)yn+1 = yn

αρα (για να αποφύγουµε τον υπολογισµό των ενδιάµεσων ϐηµάτων)

yn+1 =
yn

3.5
⇒ yn+1 = y0

(
1

3.5

)n+1

⇒ y4 =

(
1

3.5

)4

· 1 = 0.00666389 ≈ y(2).

(ϐ) Η µέθοδος Heun (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 18 σελ. 6) δίνει

ỹ1 = y0 + hf(y0) = 1− 0.5 · 5 · 1 = −1.5 ( άµεση Euler για πρόβλεψη )

y1 = 1 +
0.5

2
[−5y0 − 5 · ỹ1] = 1.625 ( διόρθωση )

...

y2 = 2.6406

y3 = 4.2910

y4 = 6.9729

Η µέθοδος προφανώς αποκλίνει από τη σωστή συµπεριφορά (δηλ. από το ότι η πραγµατική λύση y(t) = e−5t → 0
για t → ∞) και αυτό σηµαίνει ότι η µέθοδος είναι ασταθής για την δοσµένη επιλογή του h. Η πεπλεγµένη
µέθοδος του Euler, αν και µικρότερης τάξης ακρίβειας, έχει τη σωστή ασυµπτωτική συµπεριφορά στη προσέγγιση
της πραγµατικής λύσης (y(2) = e−10 = 0.0000454).
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