
Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Τελική Εξέταση, 06/2021, ∆ιάρκεια 2 ώρες και 15 λεπτά

Θέµα 1

[18] Απαντήστε σωστό ή λάθος στις παρακάτω προτάσεις αιτιολογώντας πλήρως την απάντησή σας.

(i) Ο αριθµός 25.375 στο δεκαδικό συστηµα αρίθµησης είναι ο 11001.01 στο δυαδικό.
(ii) Σ΄ έναν υποθετικό Η/Υ µε σύνολο αριθµών µηχανής M(β, t, L, U) ≡M(2, 16,−30, 30) και που κάνει χρήση
αποκοπής, ισχύει fl(1 + 2−16) > 1.
(iii) Αν η µέθοδος διχοτόµησης µπορεί εφαρµοστεί στο [1, 4] τοτε χρειάζονται 12 ϐήµατά της για να προσεγγίσει
τη ϱίζα µε ακρίβεια 10−3.
(iv) Για n διακριτά δεδοµένα (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) το πολυώνυµο παρεµβολής n-ϐαθµού σε αυτά είναι
µοναδικό.

(v) Αν ο κανόνας ολοκλήρωσης
∫ 1

0
f(x) ≈ c0f(0) + c1f(1) είναι ακριβής για πολυώνυµα µέχρι πρώτου ϐαθµού,

τότε c0 = c1 = 1.

(vi) Για την clamped κυβική spline S(x)=

{
s0(x)=1 + ax+ x2 − x3 x ∈ [0, 1]

s1(x)=1 + b(x− 1)− 2(x− 1)2 + (x− 1)3 x ∈ [1, 2]
ισχύουν οι

συνοριακές συνθήκες S′(0) = 0 και S′(2) = −2.

Θέµα 2

(α) [10] ΄Εστω η επαναληπτική µέθοδος xn+1 = −Ax2n + 2xn, A > 0. Υπολογίστε κατάλληλο διάστηµα [a, b] όπου
η µέθοδος συγκλίνει για κάθε x0 στο µη-µηδενικό σταθερό σηµείο. Ποιά η τάξη σύγκλισης της µεθόδου ;

(ϐ) [10] Εφαρµόστε τη µέθοδο Newton-Raphson στη συνάρτηση f(x) =

{
3
√
x2, x ≥ 0,

−
√
−x, x < 0

. Σε ποιές περιπτώσεις

συγκλίνει η µέθοδος, αν συγκλίνει, και αν συγκλίνει ποιά είναι η τάξη συγκλισής της ;

Θέµα 3

΄Εστω τα εξής δεδοµένα
x −0.5 0 0.25 0.5 0.75

y = f(x) 0.0300 0.2690 0.5622 0.8176 0.9400

(α) [12] Υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής στα 4 τελευταία δεδοµένα µε χρήση διαιρεµένων διαφορών.

(ϐ) [12] Προσαρµόστε σε όλα τα δεδοµένα την συνάρτηση y =
1

1 + e−(ax+b)
, η οποία για 0 < y < 1 χρησιµοποιεί-

ται ευρήτατα στη µηχανική µάθηση (machine learning).

Θέµα 4

(α) Η κατανοµή του συνολικού εισοδήµατος του πληθυσµού µιας χώρας δίνεται στον παρακάτω πίνακα όπου
συσχετίζεται το αθροιστικό ποσοστό του πληθυσµού, x(%), µε το αθροιστικό εισόδηµα L(x)(%) που του αντιστοιχεί

x(%) 0 10 20 40 60 80 90 100
L(x)(%) 0 0.3 7.5 20 37 60 75 100

(i) [12] Ο δείκτης ανισότητας κατανοµής εισοδήµατος Gini ορίζεται ως G = 1− 2 · 10−4
∫ 100

0
L(x)dx και κυµαί-

νεται µεταξύ 0 και 1 (0 για απόλυτως ίση κατανοµή). Με ϐάση τα δεδοµένα υπολογίστε την τιµή του G για τη
συγκεκριµένη χώρα µε όσο το δυνατόν µεγαλύτερη ακρίβεια (αιτιολογόντας τις επιλογές σας).
(ii) [5] Προσεγγίστε, µε ϐάση τα δεδοµένα, την L′(90) και την L′′(90) µε δεύτερης τάξης ακρίβειας προσεγγίσεις.

(ϐ) [12] Προσεγγίστε το ολοκλήρωµα
∫ 1

−1

∫ 4

0
(x2y)dydx µε χρήση του κανόνα Gauss-Legendre 2-σηµείων.

Θέµα 5

[14] Για το πρόβληµα αρχικών τιµών (Π.Α.Τ.) y′ = ty2, y(0) = 1 εφαρµόστε την παρακάτω Runge-Kutta µέθοδο
3 σταδίων µε ϐήµα h = 0.5 για να προσεγγίσετε την τιµή y(1).

0 0 0 0
1/2 0 0 1/2
−1 2 0 1

1/6 2/3 1/6


kn,i = f

(
tn,i, yn + h

3∑
j=1

aijk
n,j
)
, i = 1, . . . , 3,

yn+1 = yn + h
3∑

i=1

bik
n,i

Στους υπολογισµούς σας χρησιµοποιήστε τουλάχιστον 4 δεκαδικά ψηφία

Στο γραπτό σας να εµφανίζεται αναλυτικά όλη η δουλειά σας.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Τελική Εξέταση, 06/2021, Απαντήσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(i) Λάθος, είναι ο 11001.011.

(ii) Λάθος, γιατί fl(1) = (0.10 . . . 0)2 · 21 και fl(2−16) = (0.10 . . . 0)2 · 2−15 όµως fl(fl(1) + fl(2−16)) =
(0.10 . . . 01)2 · 21 = (0.10 . . . 0)2 · 21 = 1. Σωστή αιτιολόγιση είναι επίσης ότι το µηδεν της µηχανής είναι
eps = 1

2β
1−t = 2−16 όπου 1 + eps = 1.

(iii) Σωστό , έχουµε |xn− x∗| ≤ 4−1
2n ≤ 10−3 ⇒ 3

2n ≤ 10−3 ⇒ n ≥ ln(3·103)
ln(2) ≈ 11.55, στρογγυλεύοντας n = 12.

(iv) Λάθος, το πολυλωνυµο n ϐαθµού, a0 + a1x+ a2x
2 + · · · anxn, έχει n+ 1 αγνώστους συντελεστές και εφόσον

δίνονται n δεδοµένα (σηµεία παρεµβολής) ένας άγνωστος ϑα είναι ελεύθερη µεταβλητή. ΄Αρα υπάρχουν απειρα n
ϐαθµού πολυώνυµα.

(v) Λάθος, τα ϐάρη πρέπει να είναι c0 = c1 = 1
2 κανόνας τραπεζίου. Σωστή αιτιολόγηση είναι η απόδειξη ότι

c0 = c1 = 1
2 µε ολοκλήρωση για f(x) να είναι 1 και x (απροσδιόριστοι συντελεστές).

(vi) Σωστό, από s0(1) = s1(1) ⇒ 1 +a+ 1−1 = 1 ⇒ a = 0 και από s′0(1) = s′1(1) ⇒ a+ 2−3 = b ⇒ b = −1.
΄Αρα s′0(0) = 0 και s′1(2) = b− 1 = −2.

Θέµα 2

(α) Το σταθερό σηµείο είναι το x∗ = 1/A. Ψαχνουµε κλειστό διάστηµα που περιέχει το 1/A και να ισχύει σε αυτό
το Θ. Συστολής. Βρίσκουµε πρώτα σε ποιο διάσηµα η φ(x) = 2x−Ax2 είναι συστολή,

|φ′(x)| < 1 ⇒ |2− 2Ax| < 1 ⇒ −3 < −2Ax < −1 ⇒ 1

2A
< x <

3

2A
, και x∗ = 1/A ∈

(
1

2A
,

3

2A

)
Βλέπουµε επίσης ότι φ(x) = 2 − 2Ax = 0 στο x = 1/A (ακρότατο) και ότι φ′(x) > 0 για x > 1

A , άρα φ αυξουσα
στο

(
1
A ,

3
2A

)
και αρα ϕθινουσα στο

(
1
2A ,

1
1A

)
. Υπολογίζοντας τα φ(1/2A) = 3/4A και φ(3/2A) = 3/4A έχουµε

1/2A ≤ φ(x) ≤ 3/2A (πεδίο τιµών υποσύνολο του πεδίου ορισµού)

Συνεπώς, για οποιο κλειστο διάστηµα [a, b] ⊂
(

1
2A ,

3
2A

)
που περιέχει το 1/A η µέθοδος συγκλίνει στο x∗ = 1/A

για κάθε x0 ∈ [a, b] και εφόσον φ′(x∗) = φ′(1/A) = 0 συγκλίνει µε τάξη µεγαλύτερη του ένα.

(ϐ)] Για x0 > 0 η µέθοδος δίνει

xn+1 = xn −
x
2/3
n
2

3x
1/3
n

= xn −
3

2
xn = −1

2
xn ϕθίνουσα ακολουθεία που → x∗ = 0.

Εφόσον η ϱίζα είναι το 0 έχουµε

|xn+1 − 0| = 1

2
|xn − 0| ⇒ |εn+1| =

1

2
|εn|

δηλ. ορισµός γραµµικής συγκλισης. Επίσης σωστή αιτιολόγηση είναι ότι f ′(0) = 0 (ϱιζα µε πολλαπλότητα).
Για x0 < 0 η µέθοδος δίνει

xn+1 = xn −
−
√
−xn
−1

2
√
−xn

= −xn η ακολουθεία ταλαντώνεται και άρα δεν συγκλίνει.

Θέµα 3

(α) Το πολυώνυµο παρεµβολής εδώ ϑα είναι το πολύ 3ου ϐαθµού (p3 ∈ P3) και στη µορφή Newton
p3(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + a3(x− x0)(x− x1)(x− x2). Ο πίνακας διαφορών είναι :
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xi yi = ∆(0) ∆(1) ∆(2) ∆(3)

0 0.269↘
1.1728↘

0.25 0.5622↗ −0.3024↘
1.0216↗ −1.0547

0.5 0.8176 −1.064↗
0.4896

0.75 0.940
΄Αρα a0 = 0.269, a1 = 1.1728, a2 = −0.3024 και a3 = −1.0547.

(ϐ) Το δοσµένο µοντέλο µπορεί να γραµµικοποιηθεί ώς εξής

1

y
= 1 + e−(ax+b) ⇒ 1

y
− 1 = e−(ax+b) ⇒ ln

(
y

1− y

)
= ax+ b ⇒ Y = ax+ b

Με ϐάση τα δεδοµένα

i xi x2i Yi = ln(yi/(1− yi)) xiYi
1 −0.5 −3.476

2 0 −0.9997

3 0.25 0.2501

4 0.5 1.500

5 0.75 2.7515∑
= 1.0 1.1250 0.0260 4.6143

και έχουµε το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων[
1.1250 1

1 5

] [
a
b

]
=

[
4.6143
0.0260

]
το οποίο δίνει a ≈ 4.9828 και b ≈ −0.9914.

Θέµα 4

(α) (i) Με ϐάση τα δεδοµένα ϑέλουµε να προσεγγισουµε το ολοκλήρωµα στο δείκτη G. ΄Εχουµε N = 7 υποδια-
στήµατα κατά x που όµως δεν είναι όλα ίσα. Από το 0 έως το 20 έχουµε 2 ισα υποδιαστήµατα και το ίδιο ισχύει
και από το 80-100, άρα εδώ ϑα εφαρµοστεί ο κανόνας ολοκλήρωσης Simpson 1/3. Στα υπολοιπα ο Simpson
3/8. ΄Αρα∫ 100

0
L(x)dx =

∫ 20

0
L(x)dx+

∫ 80

20
L(x)dx+

∫ 100

89
L(x)dx ≈ QS

1/3+Q
S
3/8+Q

S
1/3 = 65+1788.75+1533.33 = 3387.083

΄Αρα G = 1− 2 · 10−4 · 3387.083 = 0.3226.

(ii) L′(90) ≈ L(100)− L(80)

20
= (100− 60)/20 = 20 και

L′′(90) ≈ L(100)− 2L(90) + L(80)

102
= (100− 150 + 60)/100 = 0.1

(ϐ) Προσεγγίζουµε πρώτα το
∫ 4

0
(x2y)dy = x2

∫ 4

0
ydy. Κανοντας αλλαγη µεταβλητής y = 2t+ 2 έχουµε

x2
∫ 4

0
ydy = x2

∫ 1

−1
(2t+ 2)2dt ≈ 2x2[(−2/

√
3 + 2) + (2/

√
3 + 2)] = 8x2

Στη συνέχεια υπολογίζουµε το τελικό αποτέλεσµα∫ 1

−1
8x2dx ≈ 8[(−1/

√
3)2 + (1/

√
3)2] =

16

3
.
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Θέµα 5

Με f(t, y) = ty2 και ϐήµα ολοκλήρωσης h = 0.5 έχουµε, για n = 0 (πρώτο ϐήµα), t0 = 0 και t0,i = t0 + hτi
έχουµε

k0,1 = hf(t0,1, y0) = 0.5f(0, 1) = 0.5 · 0 = 0

k0,2 = hf(t0,2, y0 +
1

2
k0,1) = 0.5f(0.25, 1) = 0.5 · 0.25 = 0.125

k0,3 = hf(t0,3, y0 − k0,1 + 2k0,2) = 0.5f(0.5, 0.125) = 0.5 · 0.7812 = 0.3906

y(0.5) ≈ y1 = 1 +
1

6
· 0 +

2

3
· 0.125 +

1

6
· 0.3906 = 1.1485

Το δεύτερο ϐήµα n = 1 t1 = 0.5 και t1,i = t1 + hτi έχουµε

k1,1 = hf(t1,1, y1) = 0.5f(0.5, 1.1485) = 0.5 · 0.6595 = 0.3297

k1,2 = hf(t1,2, y1 +
1

2
k1,1) = 0.5f(0.75, 1.3133) = 0.5 · 1.2936 = 0.6468

k1,3 = hf(t1,3, y1 − k1,1 + 2k1,2) = 0.5f(1, 2.1123) = 0.5 · 4.4617 = 2.2309

y(1) ≈ y2 = 1.1484 +
1

6
· 0.3297 +

2

3
· 0.6468 +

1

6
· 2.2309 = 2.0064
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