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Οι απλοί τύποι του Τραπεζίου και του Simpson 1/3
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Οι απλοί τύποι του Τραπεζίου και του Simpson 1/3

Σύνθετοι τύποι
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Ο (απλός) τύπος του Simpson 3/8
Αν παρεµβάλουµε την συνάρτηση προς ολοκλήρωση µέ το πολυώνυµο 3ου
βαθµού στα σηµεία x0 = a, x1 = a+ h, x2 = b+ 3h, x3 = b µε

h = (b− a)/3 τότε
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βαθµού στα σηµεία x0 = a, x1 = a+ h, x2 = b+ 3h, x3 = b µε

h = (b− a)/3 τότε

Τότε I(f) =

∫ b

a

f(x)dx≈
∫ b

a

p3(x)dx =

∫ b

a

3∑
i=0

f(xi)Li(x)dx
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Τότε I(f) =

∫ b

a

f(x)dx≈
∫ b

a

p3(x)dx =

∫ b

a

3∑
i=0

f(xi)Li(x)dx

Συνεπώς ο απλός τύπος του Simpson 3/8 γράφεται

Q3/8(f) =
3h

8

[
f(x0) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)

]
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Σφάλµα στην αριθµητική ολοκλήρωση µε τον απλό τύπος του Simpson 3/8

Για παρεµβολή µε πολυώνυµο 3ου ϐαθµού και από το σφάλµα πολυωνυµικής

παρεµβολής έχουµε

R3/8(f) = −
1

4!

∫ b

a

(x− x0)(x− x1)(x− x2)(x3 − x)f (4)(ξ)

Με χρήση του θεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής του διαφορικού λογισµού

R3/8(f) = −
3h5

80
f (4)(ξ)

Από τον τύπο του σφάλµατος µπορούµε επίσης να ϐγάλουµε το συµπέρασµα

ότι ο τύπος του Simpson 3/8 είναι ακριβής για πολυώνυµα ϐαθµού ≤ 3.
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Παράδειγµα Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 4

0
xe2xdx µε τους τύπους

του Simpson 1/3 και 3/8 και υπολογίστε τα αντίστοιχα % σφάλµατα.
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∫ 4
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xe2xdx µε τους τύπους

του Simpson 1/3 και 3/8 και υπολογίστε τα αντίστοιχα % σφάλµατα.
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΄Ασκηση Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 1

0
(1 + e−x sin(4x))dx µε τους

τύπους του απλούς τύπους του τραπεζίου και Simpson 1/3 και 3/8.
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΄Ασκηση Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 1

0
(1 + e−x sin(4x))dx µε τους

τύπους του απλούς τύπους του τραπεζίου και Simpson 1/3 και 3/8.

Λύση Με το τύπο τραπεζίου

Με τους τύπους Simpson 1/3 Simpson 3/8
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Για σωστότερη (και πιο δίκαιη) σύγκριση µεταξύ των µεθόδων, συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα

των µεθόδων µε ϐάση (το πλήθος) του αριθµού υπολογισµών τιµών της συνάρτησης που

χρειάζονται για κάθε µέθοδο. Στο παράδειγµα µε h = .25 (και χρήση σύνθετων τύπων)

έχουµε
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Για σωστότερη (και πιο δίκαιη) σύγκριση µεταξύ των µεθόδων, συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα

των µεθόδων µε ϐάση (το πλήθος) του αριθµού υπολογισµών τιµών της συνάρτησης που

χρειάζονται για κάθε µέθοδο. Στο παράδειγµα µε h = .25 (και χρήση σύνθετων τύπων)

έχουµε

Με το σύνθετο τύπο τραπεζίου

Με τους τύπους : Simpson 1/3 (σύνθετο) Simpson 3/8 (απλό)
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Συνδυασµός τύπων ολοκλήρωσης (συνάρτηση)
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Συνδυασµός τύπων ολοκλήρωσης (δεδοµένα)
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Ανοιχτοί τύποι ολοκλήρωσης Newton-Cotes
΄Αν τα άκρα του διαστήµατος ολοκλήρωσης δεν περιλαµβάνονται στον

υπολογισµό των τύπων δηλ. οι κόµβοι δίνονται ως

xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n, x0 = a+ h, h =
b− a
n+ 2

Τότε ο γενικός ανοικτός τύπος Newton-Cotes δίνεται από

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

n∑
i=0

f(xi)Li(x)dx+ σφάλµα
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xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n, x0 = a+ h, h =
b− a
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Τότε ο γενικός ανοικτός τύπος Newton-Cotes δίνεται από

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

n∑
i=0

f(xi)Li(x)dx+ σφάλµα

• Οι κλειστοί τύποι παράγουν γενικότερα καλύτερα αποτελέσµατα από τους

ανοιχτούς.

• Οι ανοιχτοί τύποι χρησιµοποιούνται κυρίως για την αριθµητική επίλυση συνήθη

διαφορικών εξισώσεων
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Ο κανόνας του µέσου (απλός), n = 0
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Ο κανόνας του µέσου (απλός), n = 0

Qm = (b− a)f(a+ b

2
) = 2hf(x0)
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Ο κανόνας του µέσου (απλός), n = 0

Qm = (b− a)f(a+ b

2
) = 2hf(x0)

Τοπικό σφάλµα : Rm = −(b− a)
3

24
f ′′(ξ) = −h

3

3
f ′′(ξ)
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Qm = (b− a)f(a+ b

2
) = 2hf(x0)

Τοπικό σφάλµα : Rm = −(b− a)
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24
f ′′(ξ) = −h

3

3
f ′′(ξ)

Ο κανόνας του µέσου (σύνθετος)

Qm
n+1 = h

n−1∑
i=0

f
(
xi +

h

2

)
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Ο κανόνας του µέσου (απλός), n = 0
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2
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3
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f ′′(ξ) = −h

3

3
f ′′(ξ)

Ο κανόνας του µέσου (σύνθετος)

Qm
n+1 = h

n−1∑
i=0

f
(
xi +

h

2

)
Ολικό σφάλµα : Rm

n+1 = −
(b− a)3

24
h2f ′′(ξ)
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Ο κανόνας του µέσου για n = 1
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Ο κανόνας του µέσου για n = 1

Qm
1 =

(b− a)
2

[f(x1) + f(x2)]
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Ο κανόνας του µέσου για n = 1

Qm
1 =

(b− a)
2

[f(x1) + f(x2)]

Τοπικό σφάλµα : Rm
1 = −(b− a)

3

108
f ′′(ξ)
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Ο κανόνας του µέσου για n = 1

Qm
1 =

(b− a)
2

[f(x1) + f(x2)]

Τοπικό σφάλµα : Rm
1 = −(b− a)

3

108
f ′′(ξ)
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Ο κανόνας του µέσου για n = 2–Τύπος του Milne
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Ο κανόνας του µέσου για n = 2–Τύπος του Milne

Qm
2 =

(b− a)
3

[2f(x1)− f(x2) + 2f(x3)]
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Ο κανόνας του µέσου για n = 2–Τύπος του Milne

Qm
2 =

(b− a)
3

[2f(x1)− f(x2) + 2f(x3)]

Τοπικό σφάλµα : Rm
2 = −7(b− a)

5

23040
f (4)(ξ)
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Μέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών
΄Εστω ότι ολοκλήρωµα I(f) προσεγγίζεται µε τύπο ολοκλήρωσης Qn+1

I(f) ≈ Qn+1(f) = w0f(x0) + w1f(x1) + · · ·+ wnf(xn) =

n∑
i=0

wif(xi)

(1)
΄Οπου xi κόµβοι στο [a, b] και wi τα βάρη (∈ R).
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Μέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών
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I(f) ≈ Qn+1(f) = w0f(x0) + w1f(x1) + · · ·+ wnf(xn) =

n∑
i=0

wif(xi)

(1)
΄Οπου xi κόµβοι στο [a, b] και wi τα βάρη (∈ R).

Ζητάµε να προσδιορίσουµε τα ϐάρη ώστε ο τύπος Qn+1 να είναι ακριβής για
όλα τα πολυώνυµα όσο το δυνατόν µεγαλύτερου βαθµού.

∆ηλ. αν f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n τότε, ∀ πολυώνυµο ϐαθµού ≤ n.

Rn =

∫ b

a

f(x)dx−Qn+1(f) = 0,
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∆ηλ. αν f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n τότε, ∀ πολυώνυµο ϐαθµού ≤ n.

Rn =

∫ b

a

f(x)dx−Qn+1(f) = 0,

Αν χρησιµοποιήσουµε σαν ϐάση των πολυώνυµων τις συναρτήσεις

φj(x) = xj, j = 0, 1, . . . , n από τη παραπάνω σχέση έχουµε το γραµµικό

σύστηµα n∑
i=0

wix
j
i =

∫ b

a

xjdx, j = 0, . . . , n (2)
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. . . Μέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών
Για n = 0 απαιτούµε ο τύπος να είναι ακριβής για σταθερές συναρτήσεις, τότε∫ b

a

f(x)dx ≈ w0f(x0)

µε x0 = a, x1 = b, h = b− a, αντικαθιστούµε στη (4)

w0 · 1 =

∫ b

a

1dx ⇒ w0 = b− a = h

οπότε παράγεται ο (αριστερός) τύπος του ορθογωνίου

Qo = (b− a)f(a) = hf(x0)

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο ΜΠ.∆. 14



. . . Μέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών
Για n = 1 απαιτούµε ο τύπος να είναι ακριβής για συναρτήσεις µέχρι πρώτου

ϐαθµού, τότε ∫ b

a

f(x)dx ≈ w0f(x0) + w1f(x1)

Από την (4) έχουµε για j = 0, 1

w0 · 1 + w1 · 1 =

∫ b

a

1dx ⇒ w0 + w1 = (b− a)

w0x0 + w1x1 =

∫ b

a

xdx ⇒ w0x0 + w1x1 =
x2

2

∣∣∣b
a
=
b2 − a2

2

Συνεπώς ϐρίσκουµε w0 = w1 =
b−a
2 και άρα τον τύπο του τραπεζίου

Q2 =
b− a
2

[f(a) + f(b)]

που είναι ακριβής για γραµµικά πολυώνυµα.
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΄Ασκηση Με την µέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών υπολογίστε το

σφάλµα για τον απλό τύπο του τραπεζίου.
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΄Ασκηση Με την µέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών υπολογίστε το

σφάλµα για τον απλό τύπο του τραπεζίου.

Λύση Για να ϐρούµε το σφάλµα έχουµε να υπολογίσουµε τη σταθερά C για∫ b

a

f(x)dx =
h

2
[f(a) + f(b)] + Cf (2)(ξ)

Η σταθερά C υπολογίζεται από την απαίτηση η παραπάνω σχέση να ισχύει για

f(x) = x2 ∫ b

a

x2dx =
h

2
(a2 + b2) + 2C ⇒

b3 − a3

3
=
h

2
(a2 + b2) + 2C ⇒

C = −h
3

12
.
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Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ROMBERG
Η τεχνική αυτή εφαρµόζεται για να δώσει αποτελέµατα υψηλής ακρίβειας

χρησιµοποιώντας τύπους χαµηλής τάξης σφάλµατος (ϐασιζόµενη στη

µέθοδος παρεκβολής (extrapolation) Richardson).

Ξεκινώντας από τον τύπο του τραπεζίου T
(k)
0 µε ϐήµα h/2k, h = b− a και µε

ϐάση τον ακόλουθο αλγόριθµο

Tj
(k) =

22jT
(k+1)
j−1 − T (k)

j−1

22j − 1
, j = 1, 2, . . .

οδηγούµαστε σε µεθόδους ακρίβειας O(h2(j+1)), j = 1, 2 . . ..

Για j = 1 κατασκευάζεται ο σύνθετος τύπος του Simpson 1/3 µε βήµα
h/2k+1.
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Ο τρόπος µε τον οποίο οδηγούµαστε σε τύπου υψηλότερης τάξης ϕαίνεται

σχηµατικά στο πίνακα

T
(0)
0 ↘

T
(0)
1 ↘

T
(1)
0 ↗ T

(0)
2 ↘

T
(1)
1 ↗ T

(0)
3

T
(2)
0 T

(1)
2 ↗ ... . . .

T
(2)
1

...

T
(3)
0

...

...
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Παράδειγµα Υπολογίστε το ολοκλήρωµα I(f) =
∫ 4

0
xe2xdx µε τη µέθοδο

Romberg για προσέγγιση τάξης O(h10) και υπολογίστε τα αντίστοιχα %

σφάλµατα.
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σφάλµατα.

Παρατηρούµε ότι για την Ϲητούµενη ακρίβεια αρκούν 17 υπολογισµοί της

συνάρτησης.
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Παρατηρούµε ότι για την Ϲητούµενη ακρίβεια αρκούν 17 υπολογισµοί της

συνάρτησης.

΄Ασκηση Πόσα υποδιαστήµατα n χρειάζονται ο σύνθετος τύπος του τραπεζίου

και ο σύνθετος τύπος του Simpson 1/3 για να πετύχουν την ίδια τάξης ακρίβεια ;
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