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Η συνάρτηση S(x) ϑέλουµε να ικανοποιεί τα

(1) S(xi) = f(xi) = yi για i = 0, . . . , n (n+ 1 συνθήκες)

(2) Η S(x) συνεχής στους κόµβους x1, . . . , xn−1 (n− 1 συνθήκες)

(3) Η S′(x) συνεχής στους κόµβους x1, . . . , xn−1 (n− 1 συνθήκες)

(4) Η S′′(x) συνεχής στους κόµβους x1, . . . , xn−1 (n− 1 συνθήκες)

Συνολικά έχουµε 4n− 2 συνθήκες για 4n αγνώστους δηλ. έχουµε 2 ϐαθµούς

ελευθερίας.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 3
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Συνολικά έχουµε 4n− 2 συνθήκες για 4n αγνώστους δηλ. έχουµε 2 ϐαθµούς

ελευθερίας.

Χρειαζόµαστε 2 επιπλέον συνθήκες οι οποίες ϑα σχετίζονται µε τους

συνοριακούς κόµβους x0 = a και xn = b (συνοριακές συνθήκες)
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Χρειαζόµαστε 2 επιπλέον συνθήκες οι οποίες ϑα σχετίζονται µε τους

συνοριακούς κόµβους x0 = a και xn = b (συνοριακές συνθήκες)

Μπορούµε να θέσουµε διαφόρων τύπων συνοριακές συνθήκες.
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Φυσικές Κυβικές splines
Εδώ οι συνοριακές συνθήκες είναι s′′(x0)=s′′(xn)=0, µε hi = xi+1 − xi
τα ϐήµατα κατασκευής είναι :
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Φυσικές Κυβικές splines
Εδώ οι συνοριακές συνθήκες είναι s′′(x0)=s′′(xn)=0, µε hi = xi+1 − xi
τα ϐήµατα κατασκευής είναι :

Βήµα 1: ΄Εστω ότι γνωρίζουµε τις τιµές s′′i (xi) := s′′i , ∀i = 0, . . . n.

Στη πραγµατικότητα ∆ΕΝ τις γνωρίζουµε (και αυτοί ϑα είναι οι άγνωστοι µας),

γνωρίζουµε όµως ότι η S′′(x) είναι συνεχής.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 4



Φυσικές Κυβικές splines
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Βήµα 1: ΄Εστω ότι γνωρίζουµε τις τιµές s′′i (xi) := s′′i , ∀i = 0, . . . n.

Στη πραγµατικότητα ∆ΕΝ τις γνωρίζουµε (και αυτοί ϑα είναι οι άγνωστοι µας),

γνωρίζουµε όµως ότι η S′′(x) είναι συνεχής.

Βήµα 2: [κατασκευή της s′′i (x)] Η S′′(x) είναι γραµµική και συµβολίζουµε

s′′i (xi+1) := s′′i+1 άρα η s′′i (x) ευθεία µεταξύ s′′i και s′′i+1 δηλ.,

s′′i (x) =
1

hi

(
s′′i (xi+1 − x) + s′′i+1(x− xi)

)
, x ∈ [xi, xi+1]
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1

hi

(
s′′i (xi+1 − x) + s′′i+1(x− xi)

)
, x ∈ [xi, xi+1]

Βήµα 3:[υπολογισµός της si(x)] Υπολογίζουµε την si(x) ολοκληρώνοντας 2

ϕορές την s′′i (x)

si(x) =
1

6hi

(
s′′i (xi+1−x)3+s′′i+1(x−xi)3

)
+Ci(x−xi)+Di(xi+1−x) (1)
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Βήµα 4:[Υπολογισµός των σταθερών Ci, Di – επιβολή συνέχειας] Για κάθε

διάστηµα [xi, xi+1], ϑελουµε si(xi) = yi και si(xi+1) = yi+1 τις οποίες

αντικαθιστούµε στην (1), οπότε λαµβάνουµε,

Di =
yi
hi
− hi

6
s′′i Ci =

yi+1

hi
− hi

6
s′′i+1

άρα έχουµε την µορφή της συνάρτησης ∀x ∈ [xi, xi+1], i = 0, 1, . . . , n− 1

si(x)=
1

6hi

(
s′′i (xi+1−x)3+s′′i+1(x−xi)3

)
+
(yi+1

hi
−
his
′′
i+1

6

)
(x−xi)+

(yi
hi
−his

′′
i

6

)
(xi+1−x)

(2)
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si(x)=
1

6hi

(
s′′i (xi+1−x)3+s′′i+1(x−xi)3
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+
(yi+1

hi
−
his
′′
i+1

6

)
(x−xi)+

(yi
hi
−his

′′
i

6

)
(xi+1−x)

(2)

Βήµα 5:[Παραγώγιση της si(x) και επιβολή συνέχειας] Παραγώγιση της (2)

s′i(x) =
−1

2hi

(
s′′i (xi+1−x)2+s′′i+1(x−xi)2

)
+
yi+1

hi
−hi

6
s′′i+1−

yi
hi

+
hi
6
s′′i (3)

Θέλουµε s′i(xi) = s′i−1(xi) συνεπώς

s′i(xi) = −hi
6 s
′′
i+1 −

hi
3 s
′′
i +

bi︷ ︸︸ ︷
1

hi
(yi+1 − yi) (4)

s′i−1(xi) =
hi−1
6 s′′i−1 +

hi−1
3 s′′i +

bi−1︷ ︸︸ ︷
1

hi−1
(yi − yi−1) (5)
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. . .Βήµα 5 . . . Θέλουµε s′i(xi) = s′i−1(xi) συνεπώς (4) = (5)

hi−1s
′′
i−1+2(hi+hi−1)s

′′
i +his

′′
i+1 = 6(bi−bi−1), i = 1, . . . , n−1 (6)

∆ηλ. ένα γραµµικό σύστηµα (n− 1)× (n− 1) εξισώσεων.
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. . .Βήµα 5 . . . Θέλουµε s′i(xi) = s′i−1(xi) συνεπώς (4) = (5)

hi−1s
′′
i−1+2(hi+hi−1)s

′′
i +his

′′
i+1 = 6(bi−bi−1), i = 1, . . . , n−1 (6)

∆ηλ. ένα γραµµικό σύστηµα (n− 1)× (n− 1) εξισώσεων.

Βήµα 6:[Το (πλήρες) γραµµικό σύστηµα για τους αγνώστους s′′i ]

1
h0 u1 h1

h1 u2 h2
h2 u3 h3

. . . . . . . . .

hn−3 un−2 hn−2
hn−2 un−1 hn−1

1





s′′0
s′′1
s′′2
s′′3
...

s′′n−2
s′′n−2
s′′n


=



0
v1
v2
v3
...

vn−2
vn−1
0


(7)

όπου ui = 2(hi + hi−1) και vi = 6(bi − bi−1). Το (n+ 1)× (n+ 1)

σύστηµα (7) έχει µοναδική λύση την οποία χρησιµοποιούµε στη (2) για να

υπολογίσουµε την κάθε si(x) ∈ [xi, xi+1].
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΄Αλλες συνοριακές συνθήκες που µπορεί να εφαρµοστούν{
s′0(x0) = f ′(x0),

s′n(xn) = f ′(xn)
ή

{
s′0(x0) = C0,

s′n(xn) = C1

(clamped cubic splines)

(8)

ή {
s′′0(x0) = f ′′(x0)( ή C0),

s′′n(xn) = f ′′(xn)( ή C1)
(9)

Και για τις δύο αυτές περιπτώσεις το γραµµικό σύστηµα που προκύπτει είναι

τριδιαγώνιο, µε µόνη διαφορά στην πρώτη και την τελευταία εξίσωση που

πρέπει να υπολογιστούν κατάλληλα. Για τις συνθήκες (9) γνωρίζουµε αµέσως

2 αγνώστους ενώ για τις συνθήκες (8) χρησιµοπιούµε την εξίσωση (3).
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τριδιαγώνιο, µε µόνη διαφορά στην πρώτη και την τελευταία εξίσωση που

πρέπει να υπολογιστούν κατάλληλα. Για τις συνθήκες (9) γνωρίζουµε αµέσως

2 αγνώστους ενώ για τις συνθήκες (8) χρησιµοπιούµε την εξίσωση (3).

Οι συνοριακές συνθήκες, µηδενισµού των δευτέρων παραγώγων στα
άκρα, στη φυσική spline αναγκάζουν τη συνάρτηση να γίνει γραµµική εκτός
του διαστήµατος παρεµβολής, χωρίς να επηρεάζουν την οµαλότητά της
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Παράδειγµα : Να κατασκευαστεί η ϕυσική (natural) και η clamped κυβική

spline µε S′(0) = −0.2, S′(6) = −2.5 spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα: (0, 1), (1, 0), (2, 0), (3, 10(4, 2), (5, 2), (6, 1)
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΄Ασκηση Να κατασκευαστεί η φυσική κυβική spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα

xi -1 0 1

f(xi) = yi 1 2 -1
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΄Ασκηση Να κατασκευαστεί η φυσική κυβική spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα

xi -1 0 1

f(xi) = yi 1 2 -1

Λύση Το γραµµικό σύστηµα (7) τώρα είναι 1 0 0

h0 u1 h1
0 0 1


 s′′0
s′′1
s′′2

 =

 0

v1
0

 (10)

Υπολογίζουµε λοιπόν τα h0, h1, b0, b1, u1, v1 και έχουµε h0 = h1 = 1,

b0 = 1
h0

(y1 − y0) = 1, b1 = 1
h1

(y2 − y1) = −3 και

u1 = 2(h0 + h1) = 4, v1 = 6(b1 − b0) = −24.
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Η λύση του γραµµικού συστήµατος (10) είναι s′′0
s′′1
s′′2

 =

 0

−6

0


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Η λύση του γραµµικού συστήµατος (10) είναι s′′0
s′′1
s′′2

 =

 0

−6

0



Από την εξίσωση (2)

si(x)=
1

6hi

(
s′′i (xi+1−x)3+s′′i+1(x−xi)3

)
+
(yi+1

hi
−
his
′′
i+1

6

)
(x−xi)+

(yi
hi
−his

′′
i

6

)
(xi+1−x)
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Η λύση του γραµµικού συστήµατος (10) είναι s′′0
s′′1
s′′2

 =

 0

−6

0



Από την εξίσωση (2)

si(x)=
1

6hi

(
s′′i (xi+1−x)3+s′′i+1(x−xi)3

)
+
(yi+1

hi
−
his
′′
i+1

6

)
(x−xi)+

(yi
hi
−his

′′
i

6

)
(xi+1−x)

αντικαθιστώντας έχουµε

S(x) =

{
s0(x) = −(x+ 1)3 + 3(x+ 1)− x− 1, x ∈ [−1, 0]

s1(x) = −(1− x)3 − x+ 3(1− x), x ∈ [0, 1]
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΄Ασκηση Να κατασκευαστεί η τετραγωνική spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα µε συνοριακή συνθήκη S′(−1) = 0

xi -1 0 1

f(xi) = yi 1 2 -1
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΄Ασκηση Να κατασκευαστεί η τετραγωνική spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα µε συνοριακή συνθήκη S′(−1) = 0

xi -1 0 1

f(xi) = yi 1 2 -1

Λύση Η S(x) =

{
s0(x) = a0x

2 + b0x+ c0 x ∈ [−1, 0]

s1(x) = a1x
2 + b1x+ c1, x ∈ [0, 1]
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΄Ασκηση Να κατασκευαστεί η τετραγωνική spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα µε συνοριακή συνθήκη S′(−1) = 0

xi -1 0 1

f(xi) = yi 1 2 -1

Λύση Η S(x) =

{
s0(x) = a0x

2 + b0x+ c0 x ∈ [−1, 0]

s1(x) = a1x
2 + b1x+ c1, x ∈ [0, 1]

΄Αρα έχω 6 αγνώστους a0, b0, c0, a1, b1, c1 και έχω τις συνθήκες,

s0(−1) = 1

s0(0) = 2 = s1(0), από συνέχεια S(x) στο 0

s′0(0) = s′1(0), από συνέχεια S′(x) στο 0

s1(1) = −1

s′0(−1) = 0, από δοσµένη συνοριακή συνθήκη
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΄Ασκηση Να κατασκευαστεί η τετραγωνική spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα µε συνοριακή συνθήκη S′(−1) = 0

xi -1 0 1

f(xi) = yi 1 2 -1
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΄Ασκηση Να κατασκευαστεί η τετραγωνική spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα µε συνοριακή συνθήκη S′(−1) = 0

xi -1 0 1

f(xi) = yi 1 2 -1

Λύση Η S(x) =

{
s0(x) = a0x

2 + b0x+ c0 x ∈ [−1, 0]

s1(x) = a1x
2 + b1x+ c1, x ∈ [0, 1]
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Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 12



΄Ασκηση Να κατασκευαστεί η τετραγωνική spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα µε συνοριακή συνθήκη S′(−1) = 0

xi -1 0 1

f(xi) = yi 1 2 -1

Λύση Η S(x) =

{
s0(x) = a0x

2 + b0x+ c0 x ∈ [−1, 0]

s1(x) = a1x
2 + b1x+ c1, x ∈ [0, 1]

΄Αρα έχω 6 αγνώστους a0, b0, c0, a1, b1, c1 και έχω τις συνθήκες,

s0(−1) = 1 ⇒ a0 − b0 + c0 = 1

s0(0) = 2 ⇒ c0 = 2

s1(0) = 2, ⇒ c1 = 2

s′0(0) = s′1(0), από συνέχεια S′(x) στο 0, ⇒ b0 = b1
s1(1) = −1 ⇒ a1 + b1 + c1 = −1
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΄Ασκηση Να κατασκευαστεί η φυσική κυβική spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα

xi 1 2 3 4

f(xi) = yi 1
1
2

1
3

1
4
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΄Ασκηση Να κατασκευαστεί η φυσική κυβική spline που παρεµβάλλει στα

δεδοµένα

xi 1 2 3 4

f(xi) = yi 1
1
2

1
3

1
4

Λύση Το γραµµικό σύστηµα (9) γίνεται
1 0 0 0

h0 u1 h1 0

0 h1 u2 h2
0 0 1 0



s′′0
s′′1
s′′2
s′′3

 =


0

v1
v2
0

 (11)

όπου hi = h = 1
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S(x)=


s0(x)= 1

12(x− 1)3 − 7
12(x− 1) + 1, x ∈ [1, 2]

s1(x)=−112 (x− 2)3 + 1
4(x− 2)2 − 1

3(x− 1) + 1
2, x ∈ [2, 3]

s2(x) = −1
12 (x− 4) + 1

4, x ∈ [3, 4]
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∆ιαφορετικοί τύποι παρεµβολής στα ίδια δεδοµένα

Παρεµβολή µε 5ου βαθµού πολυώνυµο Παρεµβολή µε πολυώνυµο Hermite

Παρεµβολή µε γραµµική spline Παρεµβολή µε φυσική κυβική spline
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Κυβική spline παρεµβολής σε 100 σηµεία
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Κυβική spline παρεµβολής σε 100 σηµεία
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Εκτίµηση Σφάλµατος Παρεµβολής µε κυβικές spline

Θεώρηµα ΄Εστω f ∈ C4[a, b], ∆ := a = x0 < x1 < . . . < xn = b και

S ∈ S3(∆) η spline µε συνοριακές συνθήκες (8) και έστω

h = max
1≤i≤n

(xi − xi−1), M =
h

min1≤i≤n(xi − xi−1)
.

Τότε υπάρχουν σταθερές Cm,m = 0, 1, 2, 3 (ανεξάρτητες των f και h) τ.ω.

||f (m) − S(m)||∞ ≤ Cmh
4−m||f (4)||∞

για τις εξής τιµές σταθερών

C0 =
5

384
, C1 =

1

24
, C2 =

3

8
, C3 = max

{
2,

1

2
(M +

1

M
)
}
.
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Εκτίµηση Σφάλµατος Παρεµβολής µε κυβικές spline

Θεώρηµα ΄Εστω f ∈ C4[a, b], ∆ := a = x0 < x1 < . . . < xn = b και

S ∈ S3(∆) η spline µε συνοριακές συνθήκες (8) και έστω

h = max
1≤i≤n

(xi − xi−1), M =
h

min1≤i≤n(xi − xi−1)
.

Τότε υπάρχουν σταθερές Cm,m = 0, 1, 2, 3 (ανεξάρτητες των f και h) τ.ω.

||f (m) − S(m)||∞ ≤ Cmh
4−m||f (4)||∞

για τις εξής τιµές σταθερών

C0 =
5

384
, C1 =

1

24
, C2 =

3

8
, C3 = max

{
2,

1

2
(M +

1

M
)
}
.

Για µία συνάρτηση f ∈ C4[a, b] οι κυβικές spline δίνουν O(h4) ακρίβεια
προσέγγισης καθώς και O(h4−m) ακρίβεια για την προσέγγιση των
παραγώγωνm−τάξης.
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΄Ασκηση ∆ίνονται τα δεδοµένα

Να υπολογιστούν (α) Το πολυώνυµο παρεµβολής (ϐ) Η κατά τµήµατα γραµµική

spline και (γ) Η ϕυσική κυβική spline, που παρεµβάλλουν στα δεδοµένα
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Τα γραφήµατα των απαντήσεων για κάθε ερώτηµα:
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Συµπληρωµατικές Παρατηρήσεις
� Υπάρχουν και άλλοι τύποι splines (ιδιαίτερα χρήσιµοι στις εφαρµογές)

• (Κυβικές) Hermite splines (ισότητας πρώτων παραγώγων στους κόµβους)

• Bezier splines (Κυβικές αλλά µε άλλα πολυώνυµα ϐάσης)

• B−splines (άλλες συναρτήσεις ϐάσης, δεν ικανοποιούν τις συνθήκες

παρεµβολής ακριβώς)

• Non-uniform Rational B-splines (NURBS) ( µε περισσότερο έλεγχο στη

µορφή των καµπυλών)
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Συµπληρωµατικές Παρατηρήσεις
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ
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ΚΕΦ. 4: ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ

• Στη (διακριτή) προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων αναφερόµαστε σε

τρόπους προσαρµογής συναρτήσεων σε γνωστά δεδοµένα (data).
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ΚΕΦ. 4: ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ

• Στη (διακριτή) προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων αναφερόµαστε σε

τρόπους προσαρµογής συναρτήσεων σε γνωστά δεδοµένα (data).

• Θέλουµε να προσαρµόσουµε συναρτήσεις σε δεδοµένα οι οποίες να

ελαχιστοποιούν αποστάσεις (αποκλίσεις-σφάλµατα-υπόλοιπα). Οι

αποστάσεις υπολογίζονται από τη (διανυσµατική) νόρµα που προέρχεται από

το εσωτερικό γινόµενο.
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ΚΕΦ. 4: ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ

• Στη (διακριτή) προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων αναφερόµαστε σε

τρόπους προσαρµογής συναρτήσεων σε γνωστά δεδοµένα (data).

• Θέλουµε να προσαρµόσουµε συναρτήσεις σε δεδοµένα οι οποίες να

ελαχιστοποιούν αποστάσεις (αποκλίσεις-σφάλµατα-υπόλοιπα). Οι

αποστάσεις υπολογίζονται από τη (διανυσµατική) νόρµα που προέρχεται από

το εσωτερικό γινόµενο.

• Συνεπώς πρέπει να υπολογίσουµε την ῾῾καλύτερη᾿᾿ στο είδος της συνάρτηση

για να πετύχουµε τέτοιου είδους προσεγγίση δηλαδή, τη βέλτιστη
προσέγγιση από ένα συγκεκριµένο χώρο συναρτήσεων.
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•Η ιδέα κατασκευής της καλύτερα προσαρµοζόµενης συνάρτησης (από ένα
συγκεκριµένο χώρο συναρτήσεων) σέ ένα σύνολο n δεδοµένων,

στηρίζεται στην ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος των τετραγώνων των

αποστάσεων των δοσµένων n σηµείων από τη προσαρµοζόµενη συνάρτηση.
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•Η ιδέα κατασκευής της καλύτερα προσαρµοζόµενης συνάρτησης (από ένα
συγκεκριµένο χώρο συναρτήσεων) σέ ένα σύνολο n δεδοµένων,

στηρίζεται στην ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος των τετραγώνων των

αποστάσεων των δοσµένων n σηµείων από τη προσαρµοζόµενη συνάρτηση.

• Στις εφαρµογές (στατιστική, προσέγγιση πειραµατικών δεδοµένων , κ.ά.)

δίνονται n σηµεία xi, i = 1, . . . , n και n πραγµατικοί αριθµοί yi, i = 1, . . . , n.

Θέλουµε τότε να προσαρµόσουµε µία συνάρτηση f := f(x, a1, a2, . . . am)

(µε αγνώστους a1, a2, . . . am) τ.ω. το άθροισµα των τετραγώνων των

υπολοίπων να είναι ελάχιστο, δηλ.

min

n∑
i=1

[
yi − f(xi, a1, a2, . . . am)

]2
= min ||E||22
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(µε αγνώστους a1, a2, . . . am) τ.ω. το άθροισµα των τετραγώνων των

υπολοίπων να είναι ελάχιστο, δηλ.

min

n∑
i=1

[
yi − f(xi, a1, a2, . . . am)

]2
= min ||E||22

• Η αναγκαία συνθήκη για να ελαχιστοποιείται η ποσότητα E είναι

∂E

∂ai
= 0, για i = 1, . . . ,m
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Γραµµική Προσέγγιση Ελαχίστων Τετραγώνων

Με τον όρο γραµµική προσέγγιση εννοούµε την προσαρµογή ενός

πολυωνύµου p, ϐαθµού το πολύ ένα (ευθεία παλινδρόµησης), σένα πλήθος

σηµείων (xi, yi), i = 1, . . . , n, δηλ. ψάχνουµε

p(x) = ax+ b
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Γραµµική Προσέγγιση Ελαχίστων Τετραγώνων
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σηµείων (xi, yi), i = 1, . . . , n, δηλ. ψάχνουµε

p(x) = ax+ b

και ϑέλουµε να προσδιορίσουµε τις σταθερές a και b, ε.ω. η συνάρτηση E

E(a, b) =

n∑
i=1

[
yi − (axi + b)

]2
, να ελαχιστοποιείται.
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Η ελαχιστοποίηση επιτυγχάνεται όταν

∂E

∂a
= 0 ⇒ −2

n∑
i=1

[
yi − (axi + b)

]
xi = 0

∂E

∂b
= 0 ⇒ −2

n∑
i=1

[
yi − (axi + b)

]
= 0
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Η ελαχιστοποίηση επιτυγχάνεται όταν

∂E

∂a
= 0 ⇒ −2

n∑
i=1

[
yi − (axi + b)

]
xi = 0

∂E

∂b
= 0 ⇒ −2

n∑
i=1

[
yi − (axi + b)

]
= 0

Οι παραπάνω σχέσεις δίνουν τις εξισώσεις (ΚΑΝΟΝΟΝΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ)

a

n∑
i=1

x2i + b

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

xiyi

a

n∑
i=1

xi + nb =

n∑
i=1

yi

και σε µορφή πινάκων
n∑

i=1

x2i

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

xi n


[
a
b

]
=


n∑

i=1

xiyi

n∑
i=1

yi


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Η ορίζουσα του πίνακα είναι

δ =
1

2

n∑
i,j=1
j 6=i

(xi − xj)2 6= 0

Η (µοναδική) λύση του συστήµατος είναι

a =
1

δ

[
n

n∑
i=1

xiyi −
n∑

i=1

xi

n∑
i=1

yi

]
b =

1

δ

[ n∑
i=1

x2i

n∑
i=1

yi −
n∑

i=1

xiyi

n∑
i=1

xi

]
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Υπάρχουν περιπτώσεις που τα δεδοµένα (xi, yi), i = 1, . . . , n δεν είναι

εµφανώς διεσπαρµένα κατά τη διεύθυνση κάποιας ευθείας. Το ερώτηµα

είναι, κατά πόσο η επιλεγείσα προσαρµογή της γραµµικής προσέγγισης στα

σηµεία είναι ικανοποιητική ή όχι.
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Υπάρχουν περιπτώσεις που τα δεδοµένα (xi, yi), i = 1, . . . , n δεν είναι

εµφανώς διεσπαρµένα κατά τη διεύθυνση κάποιας ευθείας. Το ερώτηµα

είναι, κατά πόσο η επιλεγείσα προσαρµογή της γραµµικής προσέγγισης στα

σηµεία είναι ικανοποιητική ή όχι.

Για την αντιµετώπιση αυτού του προβλήµατος χρησιµοποιούµε τον Συντελεστή
Συσχέτισης r και το r2 Συντελεστής Προσδιορισµού.

r =

n

n∑
i=1

xiyi −
n∑

i=1

xi

n∑
i=1

yi√√√√√
n n∑

i=1

x2i −

(
n∑

i=1

xi

)2
n n∑

i=1

y2i −

(
n∑

i=1

yi

)2

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r =

n

n∑
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xiyi −
n∑

i=1

xi

n∑
i=1

yi√√√√√
n n∑

i=1

x2i −

(
n∑

i=1

xi

)2
n n∑

i=1

y2i −

(
n∑

i=1

yi

)2


Ο συντελεστής r παίρνει τιµές από −1 µέχρι 1 (και το r2 ∈ [0, 1]) ΄Οσο πιο

µικρή είναι η διασπορά των σηµείων ακατέρωθεν της ευθείας ελαχίστων

τετραγώνων η τόσο η απόλυτη τιµή του συντελεστή τείνει προς τη µονάδα,

άρα τόσο καλύτερη η προσέγγιση.
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Ο Συντελεστή Συσχέτισης (ή Προσδιορισµού) µετρά την εξάρτηση µεταξύ των

xi και yi. ΄Οσο πιό µικρή είναι η διασπορά των σηµείων εκατέρωθεν της

ευθείας, τόσο η εξάρτηση είναι πιο ισχυρή.
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΄Ασκηση ∆ίνονται τα σηµεία (1, 0), (2, 3), (3, 5), (4, 8), (5, 10), (6, 13). Να

προσδιοριστεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, καθώς και ο συντελεστης

προσδιορισµού.
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΄Ασκηση ∆ίνονται τα σηµεία (1, 0), (2, 3), (3, 5), (4, 8), (5, 10), (6, 13). Να

προσδιοριστεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, καθώς και ο συντελεστης

προσδιορισµού.

Λύση Με τα παραπάνω δεδοµένα σχηµατίζουµε τον πίνακα

i xi yi x2i y2i xiyi
1 1 0 1 0 0

2 2 3 4 9 6

3 3 5 9 25 15

4 4 8 16 64 32

5 5 10 25 100 50

6 6 13 36 169 78∑
= 21 39 91 367 181
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i xi yi x2i y2i xiyi
1 1 0 1 0 0

2 2 3 4 9 6

3 3 5 9 25 15

4 4 8 16 64 32

5 5 10 25 100 50

6 6 13 36 169 78∑
= 21 39 91 367 181

Λύνοντας τις κανονικές εξισώσεις[
91 21

21 6

] [
a

b

]
=

[
181

39

]
⇒ a = 2.543, b = −2.4

και r2 = 0.998 (πολύ ικανοποιητική προσαρµογή).
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