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Παρεµβολή Hermite
• Ζητάµε από την παραµβάλλουσα συνάρτηση (πολυώνυµο) να έχει στα

σηµεία (κόµβους) παρεµβολής τις ίδιες παραγώγους (µέχρι µια ορισµένη

τάξη) µε την παρεµβαλλόµενη συνάρτηση f .

• Η τάξη των παραγώγων µπορεί να διαφέρει από κόµβο σε κόµβο.
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Παρεµβολή Hermite
• Ζητάµε από την παραµβάλλουσα συνάρτηση (πολυώνυµο) να έχει στα

σηµεία (κόµβους) παρεµβολής τις ίδιες παραγώγους (µέχρι µια ορισµένη

τάξη) µε την παρεµβαλλόµενη συνάρτηση f .

• Η τάξη των παραγώγων µπορεί να διαφέρει από κόµβο σε κόµβο.

Θεώρηµα παρεµβολής τύπου Hermite ΄Εστω m0,m1, . . . ,mn και

N = m0 + · · ·+mn + n, και M = max(m0, . . . ,mn). Αν

x0, . . . , xn ∈ [a, b] και f ∈ CM [a, b], τότε το πρόβληµα παρεµβολής τύπου

Hermite, όπου Ϲητείται pN τ.ω.

p(i)(x0) = f (i)(x0), i = 0, . . . ,m0

p(i)(x1) = f (i)(x1), i = 0, . . . ,m1

...

p(i)(xn) = f (i)(xn), i = 0, . . . ,mn

λύνεται µονοσήµαντα.
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Παρεµβολή Hermite (Εφαπτόµενο πολυώνυµο)

Η πιό συνηθισµένη περίπτωση είναι αυτή που Ϲητάµε

p(xi) = f(xi), p′(xi) = f ′(xi), i = 0, . . . , n

το πολυώνυµο παρεµβολής p τότε ϑα είναι το πολύ 2n+ 1 ϐαθµού.

(m0 = m1 = · · · = mn = 1).
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Παρεµβολή Hermite (Εφαπτόµενο πολυώνυµο)

Η πιό συνηθισµένη περίπτωση είναι αυτή που Ϲητάµε

p(xi) = f(xi), p′(xi) = f ′(xi), i = 0, . . . , n

το πολυώνυµο παρεµβολής p τότε ϑα είναι το πολύ 2n+ 1 ϐαθµού.

(m0 = m1 = · · · = mn = 1).
και

p =

n∑
i=0

[
f(xi)Hi(x) + f ′(xi)Gi(x)

]

όπου τα πολυώνυµα 2n+ 1 ϐαθµού

Hi(x) =
(

1− 2(x− xi)L′i(xi)
)
L2
i (x)

Gi(x) = (x− xi)L2
i (x)

και Li τα πολυώνυµα παρεµβολής Lagrange
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Εκτίµηση Σφάλµατος Παρεµβολής Hermite

Θεώρηµα ΄Εστω f ∈ C2n+2[a, b] και x0, x1, . . . , xn ανά δύο διαφορετικά

µεταξύ τους σηµεία. ΄Εαν p ∈ P2n+1 το πολυώνυµο παρεµβολής στα Hermite

{xi}ni=0 τότε ισχύουν ∀x ∈ [a, b]

f(x)− p(x) =
f (2n+2)

(2n+ 2)!
(ξ)

n∏
i=0

(x− xi)2, για ξ ∈ (a, b)
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Εκτίµηση Σφάλµατος Παρεµβολής Hermite

Θεώρηµα ΄Εστω f ∈ C2n+2[a, b] και x0, x1, . . . , xn ανά δύο διαφορετικά

µεταξύ τους σηµεία. ΄Εαν p ∈ P2n+1 το πολυώνυµο παρεµβολής στα Hermite

{xi}ni=0 τότε ισχύουν ∀x ∈ [a, b]

f(x)− p(x) =
f (2n+2)

(2n+ 2)!
(ξ)

n∏
i=0

(x− xi)2, για ξ ∈ (a, b)

Παράδειγµα Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής Hermite που παραµβάλλει

τη f(x) = 1/x στα x0 = 1, x1 = 2. Να γίνει εκτίµηση του σφάλµατος στο

σηµείο x = 1.5
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Εκτίµηση Σφάλµατος Παρεµβολής Hermite

Θεώρηµα ΄Εστω f ∈ C2n+2[a, b] και x0, x1, . . . , xn ανά δύο διαφορετικά

µεταξύ τους σηµεία. ΄Εαν p ∈ P2n+1 το πολυώνυµο παρεµβολής στα Hermite

{xi}ni=0 τότε ισχύουν ∀x ∈ [a, b]

f(x)− p(x) =
f (2n+2)

(2n+ 2)!
(ξ)

n∏
i=0

(x− xi)2, για ξ ∈ (a, b)

Παράδειγµα Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής Hermite που παραµβάλλει

τη f(x) = 1/x στα x0 = 1, x1 = 2. Να γίνει εκτίµηση του σφάλµατος στο

σηµείο x = 1.5

Τα πολυώνυµα Lagrange

L0(x) = 2− x, L1(x) = x− 1
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H0(x) = (1− 2(1− x))(2− x)2 = 2x3 − 9x2 + 12x− 4

H1(x) = (1− 2(x− 2))(x− 1)2 = −2x3 + 9x2 − 12x+ 5

G0(x) = (x− 1)(2− x)2 = x3 − 5x2 + 8x− 1

G1(x) = (x− 2)(x− 1)2 = x3 − 5x2 + 8x− 1
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H0(x) = (1− 2(1− x))(2− x)2 = 2x3 − 9x2 + 12x− 4

H1(x) = (1− 2(x− 2))(x− 1)2 = −2x3 + 9x2 − 12x+ 5

G0(x) = (x− 1)(2− x)2 = x3 − 5x2 + 8x− 1

G1(x) = (x− 2)(x− 1)2 = x3 − 5x2 + 8x− 1

Το πολυώνυµο παρεµβολής Hermite είναι

p(x) = 1 ·H0(x) +
1

2
·H1(x)− 1 ·G0(x)− 1

4
·G1(x)

= −1

4
x3 +

3

2
x2 − 13

4
x+ 3.
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4
·G1(x)

= −1

4
x3 +

3

2
x2 − 13

4
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Η εκτίµηση του σφάλµατος στο x = 1.5 είναι για ξ ∈ [1, 2]

E = |f(1.5)− p(1.5)| =
∣∣∣ 1

24
(1.5− 1)2(1.5− 2)2

24

ξ5

∣∣∣ ≤ 1

16
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ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ ΜΕ SPLINES

• Η πολυωνυµική παρεµβολή είδαµε ότι για µεγάλο n παρουσιάζει

υπολογιστικά προβλήµατα. ΄Οµως για µικρό n, τοπικά, έχει πολύ καλές

προσεγγιστικές ιδιότητες.
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ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ ΜΕ SPLINES

• Η πολυωνυµική παρεµβολή είδαµε ότι για µεγάλο n παρουσιάζει

υπολογιστικά προβλήµατα. ΄Οµως για µικρό n, τοπικά, έχει πολύ καλές

προσεγγιστικές ιδιότητες.

• Συνεπώς µπορούµε σε ένα διάστηµα [a, b], και για ένα διαµερισµό του

a = x0 < x1 < · · · < xn = b, να παρεµβάλλουµε µε συναρτήσεις που είναι

(γενικά) διαφορετικά πολυώνυµα σε κάθε [xi, xi+1].
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ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ ΜΕ SPLINES

• Η πολυωνυµική παρεµβολή είδαµε ότι για µεγάλο n παρουσιάζει

υπολογιστικά προβλήµατα. ΄Οµως για µικρό n, τοπικά, έχει πολύ καλές

προσεγγιστικές ιδιότητες.

• Συνεπώς µπορούµε σε ένα διάστηµα [a, b], και για ένα διαµερισµό του

a = x0 < x1 < · · · < xn = b, να παρεµβάλλουµε µε συναρτήσεις που είναι

(γενικά) διαφορετικά πολυώνυµα σε κάθε [xi, xi+1].

• Τα διαφορετικά αυτά πολυώνυµα µπορούµε να Ϲητήσουµε να είναι

συγκεκριµένου ϐαθµού (τοπικά) και να έχουν µια συγκεκριµένη οµαλότητα στο

[a, b].
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ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ ΜΕ SPLINES

• Η πολυωνυµική παρεµβολή είδαµε ότι για µεγάλο n παρουσιάζει

υπολογιστικά προβλήµατα. ΄Οµως για µικρό n, τοπικά, έχει πολύ καλές

προσεγγιστικές ιδιότητες.

• Συνεπώς µπορούµε σε ένα διάστηµα [a, b], και για ένα διαµερισµό του

a = x0 < x1 < · · · < xn = b, να παρεµβάλλουµε µε συναρτήσεις που είναι

(γενικά) διαφορετικά πολυώνυµα σε κάθε [xi, xi+1].

• Τα διαφορετικά αυτά πολυώνυµα µπορούµε να Ϲητήσουµε να είναι

συγκεκριµένου ϐαθµού (τοπικά) και να έχουν µια συγκεκριµένη οµαλότητα στο

[a, b].

• Το όνοµα Spline προέρχεται από τη µηχανική και σηµαίνει εύκαµπτες

καµπύλες.
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Ορισµός. ΄Εστω [a, b] ⊂ R και ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b ένας

διαµερισµός του [a, b]. Τα στοιχεία του (γραµµικού) χώρου

Sm(∆) :=
{
s ∈ Cm−1[a, b] : s

∣∣∣
[xi,xi+1]

∈ Pm, i = 0, . . . ,m− 1
}

λέγονται πολυωνυµικές splines βαθµούm (ως προς ∆).
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Παρατηρήσεις

� Το Sm(∆) είναι ένα σύνολο συναρτήσεων που έχουν οµαλότητα

Cm−1[a, b] στους εσωτερικούς κόµβους του διαµερισµού ∆.
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Παρατηρήσεις

� Το Sm(∆) είναι ένα σύνολο συναρτήσεων που έχουν οµαλότητα

Cm−1[a, b] στους εσωτερικούς κόµβους του διαµερισµού ∆.

� Αυτή είναι η µέγιστη επιτρεπόµενη οµαλότητα (η οποία επιτρέπει να

υπαρχουν και στοιχεία s του Sm(∆) τα οποία δεν είναι αναγκαστικά

πολυώνυµα)
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πολυώνυµα)

� Η επιβολή συγκεκριµένης οµαλότητας σηµαίνει ότι όσο οµαλότερες είναι οι

splines ενός συγκεκριµένου ϐαθµού, τόσο µικρότερη η διάσταση του

αντίστοιχου χώρου.
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Παρατηρήσεις

� Το Sm(∆) είναι ένα σύνολο συναρτήσεων που έχουν οµαλότητα

Cm−1[a, b] στους εσωτερικούς κόµβους του διαµερισµού ∆.
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� Βασικές splines στις εφαρµογές είναι οι γραµµικές S1(∆) και κυβικές

S3(∆).

� Το πρόβληµα παρεµβολής µε splines λύνεται µονοσήµαντα.
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Παρεµβολή µε (τµηµατικά) γραµµικές splines
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Παρεµβολή µε (τµηµατικά) γραµµικές splines

(a)− (c) : Πολυωνυµική Παρεµβολή (d) : Παρεµβολή µε γραµµική splines
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΄Εστω ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b ένας διαµερισµός του [a, b].

Θέλουµε S ∈ S1(∆) και S ∈ C[a, b] τ.ω. S(xi) = f(xi) = yi µέ

S(x) =


s0(x) x ∈ [x0, x1]

s1(x) x ∈ [x1, x2]
... ...

sn−1(x) x ∈ [xn−1, xn]

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 9



΄Εστω ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b ένας διαµερισµός του [a, b].

Θέλουµε S ∈ S1(∆) και S ∈ C[a, b] τ.ω. S(xi) = f(xi) = yi µέ

S(x) =


s0(x) x ∈ [x0, x1]

s1(x) x ∈ [x1, x2]
... ...

sn−1(x) x ∈ [xn−1, xn]

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 9



΄Εστω ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b ένας διαµερισµός του [a, b].

Θέλουµε S ∈ S1(∆) και S ∈ C[a, b] τ.ω. S(xi) = f(xi) = yi µέ

S(x) =


s0(x) x ∈ [x0, x1]

s1(x) x ∈ [x1, x2]
... ...

sn−1(x) x ∈ [xn−1, xn]

•s ∈ S1(∆)⇒ si ∈ P1⇒ γραµµικό

πολυώνυµο παρεµβολής στα xi, xi+1

•Η S(x) στους εσωτ. κόµβους συνεχής
⇒ si(xi) = si+1(xi), i = 1, . . . , n− 1
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΄Εστω ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b ένας διαµερισµός του [a, b].

Θέλουµε S ∈ S1(∆) και S ∈ C[a, b] τ.ω. S(xi) = f(xi) = yi µέ

S(x) =
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•s ∈ S1(∆)⇒ si ∈ P1⇒ γραµµικό

πολυώνυµο παρεµβολής στα xi, xi+1

•Η S(x) στους εσωτ. κόµβους συνεχής
⇒ si(xi) = si+1(xi), i = 1, . . . , n− 1

si(x) = f(xi) +
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
(x− xi)

για x ∈ [xi, xi+1]
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Θεώρηµα (σφάλµατος) ΄Εστω f ∈ C2[a, b] και ένας διαµερισµός του [a, b]

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b και S ∈ S1(∆) η παραµβάλλουσα

γραµµική spline της f . Αν hi = xi − xi−1 και h = maxi hi τότε ισχύει

||f − S||∞ ≤
h2

8
||f ′′||∞
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Θεώρηµα (σφάλµατος) ΄Εστω f ∈ C2[a, b] και ένας διαµερισµός του [a, b]

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b και S ∈ S1(∆) η παραµβάλλουσα

γραµµική spline της f . Αν hi = xi − xi−1 και h = maxi hi τότε ισχύει

||f − S||∞ ≤
h2

8
||f ′′||∞

Απόδειξη Στο διάστηµα [xi, xi+1] παρεµβολη Lagrange µε

si(x) = f(xi) +
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
(x− xi)

Συνεπώς για x ∈ [xi, xi+1] και από το σφάλµα πολυων. παρεµβολής

|f(x)− S(x)| = |f(x)− si(x)| = 1

2

∣∣∣(x− xi)(x− xi+1)f
′′(ξ)

∣∣∣
Συνεπώς

||f − S||∞ ≤
1

2
max

xi≤x≤xi+1

∣∣∣(x− xi)(x− xi+1)
∣∣∣||f ′′||∞ ≤ h2i+1

8
||f ′′||∞ ≤

h2

8
|||f ′′||∞
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• Η παρεµβολή µε τµηµατικά γραµµικές, συνεχείς, συναρτήσεις είναι µία

τοπική και υπολογιστικά οικονοµική διαδικασία.
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• Η παρεµβολή µε τµηµατικά γραµµικές, συνεχείς, συναρτήσεις είναι µία

τοπική και υπολογιστικά οικονοµική διαδικασία.

• Η παράγωγος S′ δεν υπάρχει στους εσωτερικούς κόµβους (και είνα κατά

τµήµατα σταθερή συνάρτηση)
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• Η παράγωγος S′ δεν υπάρχει στους εσωτερικούς κόµβους (και είνα κατά

τµήµατα σταθερή συνάρτηση)

• Για µεγαλύτερη ακρίβεια και µε οµαλότερες (µε την έννοια της συνέχειας)

τµηµατικές πολυωνυµικές συναρτήσεις, χρειαζόµαστε splines µεγαλύτερου
βαθµού, π.χ. τετραγωνικές και κυβικές.
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ΚΥΒΙΚΕΣ SPLINES vs Πολυωνυµική παρεµβολή
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ΚΥΒΙΚΕΣ SPLINES vs Πολυωνυµική παρεµβολή
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Παρεµβολή µε κυβικές splines

΄Εστω [a, b] ⊂ R και ∆h : a = x0 < x1 < · · · < xn = b ένας διαµερισµός

του [a, b] µε hi = xi+1 − xi.
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Παρεµβολή µε κυβικές splines

΄Εστω [a, b] ⊂ R και ∆h : a = x0 < x1 < · · · < xn = b ένας διαµερισµός

του [a, b] µε hi = xi+1 − xi.

Θέλουµε να κατασκευάσουµε Θέλουµε S ∈ S3(∆) και S ∈ C2[a, b] τ.ω.

S(xi) = f(xi) = yi µέ

S(x) =


s0(x) x ∈ [x0, x1],

s1(x) x ∈ [x1, x2],
... ...

sn−1(x) x ∈ [xn−1, xn].
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s0(x) x ∈ [x0, x1],

s1(x) x ∈ [x1, x2],
... ...

sn−1(x) x ∈ [xn−1, xn].

• Η κάθε συνάρτηση si είναι ένα διαφορετικό κυβικό πολυώνυµο σε κάθε

διάστηµα [xi, xi+1], έστω της µορφής si(x) = aix
3 + bix

2 + cix+ di
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διάστηµα [xi, xi+1], έστω της µορφής si(x) = aix
3 + bix

2 + cix+ di

• Συνεπώς έχω 4n αγνώστους (σταθερές-συντελεστών του πολυωνύµου)
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ΚΥΒΙΚΕΣ SPLINES

και συνθήκες οµαλότητας στους κόµβους.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 14



Η συνάρτηση S(x) ϑέλουµε να ικανοποιεί τα

(1) S(xi) = f(xi) = yi για i = 0, . . . , n (n+ 1 συνθήκες)

(2) Η S(x) συνεχής στους κόµβους x1, . . . , xn−1 (n− 1 συνθήκες)

(3) Η S′(x) συνεχής στους κόµβους x1, . . . , xn−1 (n− 1 συνθήκες)

(4) Η S′′(x) συνεχής στους κόµβους x1, . . . , xn−1 (n− 1 συνθήκες)

Συνολικά έχουµε 4n− 2 συνθήκες για 4n αγνώστους δηλ. έχουµε 2 ϐαθµούς

ελευθερίας.
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Η συνάρτηση S(x) ϑέλουµε να ικανοποιεί τα
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(4) Η S′′(x) συνεχής στους κόµβους x1, . . . , xn−1 (n− 1 συνθήκες)

Συνολικά έχουµε 4n− 2 συνθήκες για 4n αγνώστους δηλ. έχουµε 2 ϐαθµούς

ελευθερίας.

Χρειαζόµαστε 2 επιπλέον συνθήκες οι οποίες ϑα σχετίζονται µε τους

συνοριακούς κόµβους x0 = a και xn = b (συνοριακές συνθήκες)
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Η συνάρτηση S(x) ϑέλουµε να ικανοποιεί τα

(1) S(xi) = f(xi) = yi για i = 0, . . . , n (n+ 1 συνθήκες)

(2) Η S(x) συνεχής στους κόµβους x1, . . . , xn−1 (n− 1 συνθήκες)

(3) Η S′(x) συνεχής στους κόµβους x1, . . . , xn−1 (n− 1 συνθήκες)

(4) Η S′′(x) συνεχής στους κόµβους x1, . . . , xn−1 (n− 1 συνθήκες)

Συνολικά έχουµε 4n− 2 συνθήκες για 4n αγνώστους δηλ. έχουµε 2 ϐαθµούς

ελευθερίας.

Χρειαζόµαστε 2 επιπλέον συνθήκες οι οποίες ϑα σχετίζονται µε τους

συνοριακούς κόµβους x0 = a και xn = b (συνοριακές συνθήκες)

Μπορούµε να θέσουµε διαφόρων τύπων συνοριακές συνθήκες.
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Φυσικές Κυβικές splines
Εδώ οι συνοριακές συνθήκες είναι s′′(x0)=s′′(xn)=0, µε hi = xi+1 − xi
τα ϐήµατα κατασκευής είναι :
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Φυσικές Κυβικές splines
Εδώ οι συνοριακές συνθήκες είναι s′′(x0)=s′′(xn)=0, µε hi = xi+1 − xi
τα ϐήµατα κατασκευής είναι :

Βήµα 1: ΄Εστω ότι γνωρίζουµε τις τιµές s′′i (xi) := s′′i , ∀i = 0, . . . n.

Στη πραγµατικότητα ∆ΕΝ τις γνωρίζουµε (και αυτοί ϑα είναι οι άγνωστοι µας),

γνωρίζουµε όµως ότι η S′′(x) είναι συνεχής.
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Φυσικές Κυβικές splines
Εδώ οι συνοριακές συνθήκες είναι s′′(x0)=s′′(xn)=0, µε hi = xi+1 − xi
τα ϐήµατα κατασκευής είναι :

Βήµα 1: ΄Εστω ότι γνωρίζουµε τις τιµές s′′i (xi) := s′′i , ∀i = 0, . . . n.

Στη πραγµατικότητα ∆ΕΝ τις γνωρίζουµε (και αυτοί ϑα είναι οι άγνωστοι µας),

γνωρίζουµε όµως ότι η S′′(x) είναι συνεχής.

Βήµα 2: [κατασκευή της s′′i (x)] Η S′′(x) είναι γραµµική και συµβολίζουµε

s′′i (xi+1) := s′′i+1 άρα η s′′i (x) ευθεία µεταξύ s′′i και s′′i+1 δηλ.,

s′′i (x) =
1

hi

(
s′′i (xi+1 − x) + s′′i+1(xi − x)

)
, x ∈ [xi, xi+1]
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s′′i (xi+1) := s′′i+1 άρα η s′′i (x) ευθεία µεταξύ s′′i και s′′i+1 δηλ.,

s′′i (x) =
1

hi

(
s′′i (xi+1 − x) + s′′i+1(xi − x)

)
, x ∈ [xi, xi+1]

Βήµα 3:[υπολογισµός της si(x)] Υπολογίζουµε την si(x) ολοκληρώνοντας 2

ϕορές την s′′i (x)

si(x) =
1

6hi

(
s′′i (xi+1−x)3+s′′i+1(x−xi)3

)
+Ci(x−xi)+Di(xi+1−x) (1)
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Βήµα 4:[Υπολογισµός των σταθερών Ci, Di – επιβολή συνέχειας] Για κάθε

διάστηµα [xi, xi+1] ϑελουµε si(xi) = yi και si(xi+1) = yi+1 τις οποίες

αντικαθιστούµε στην (1), οπότε λαµβάνουµε,

Di =
yi
hi
− hi

6
s′′i Ci =

yi+1

hi
− hi

6
s′′i+1

άρα έχουµε την µορφή της συνάρτησης ∀x ∈ [xi, xi+1]

si(x)=
1

6hi

(
s′′i (xi+1−x)3+s′′i+1(x−xi)3

)
+
(yi+1

hi
−
his
′′
i+1

6

)
(x−xi)+

(yi
hi
−his

′′
i

6

)
(xi+1−x)

(2)
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άρα έχουµε την µορφή της συνάρτησης ∀x ∈ [xi, xi+1]

si(x)=
1

6hi

(
s′′i (xi+1−x)3+s′′i+1(x−xi)3

)
+
(yi+1

hi
−
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i+1

6

)
(x−xi)+

(yi
hi
−his

′′
i

6

)
(xi+1−x)

(2)

Βήµα 5:[Παραγώγιση της si(x) και επιβολή συνέχειας] Παραγώγιση της (2)

s′i(x) =
−1

2hi

(
s′′i (xi+1−x)2+s′′i+1(xi−x)2

)
+
yi+1

hi
−hi

6
s′′i+1−

yi
hi

+
hi
6
s′′i (3)

Θέλουµε s′i(xi) = s′i−1(xi) συνεπώς

s′i(xi) = −hi
6 s
′′
i+1 −

hi
3 s
′′
i +

bi︷ ︸︸ ︷
1

hi
(yi+1 − yi) (4)

s′i−1(xi) =
hi−1
6 s′′i−1 +

hi−1
3 s′′i +

bi−1︷ ︸︸ ︷
1

hi−1
(yi − yi−1) (5)
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. . .Βήµα 5 . . . Θέλουµε s′i(xi) = s′i−1(xi) συνεπώς (4) = (5)

hi−1s
′′
i−1+2(hi+hi−1)s

′′
i +his

′′
i+1 = 6(bi−bi−1), i = 1, . . . , n−1 (6)

∆ηλ. ένα γραµµικό σύστηµα (n− 1)× (n− 1) εξισώσεων.
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. . .Βήµα 5 . . . Θέλουµε s′i(xi) = s′i−1(xi) συνεπώς (4) = (5)

hi−1s
′′
i−1+2(hi+hi−1)s

′′
i +his

′′
i+1 = 6(bi−bi−1), i = 1, . . . , n−1 (6)

∆ηλ. ένα γραµµικό σύστηµα (n− 1)× (n− 1) εξισώσεων.

Βήµα 6:[Το (πλήρες) γραµµικό σύστηµα για τους αγνώστους s′′i ]

1
h0 u1 h1

h1 u2 h2
h2 u3 h3

. . . . . . . . .

hn−3 un−2 hn−2
hn−2 un−1 hn−1

1





s′′0
s′′1
s′′2
s′′3
...

s′′n−2
s′′n−2
s′′n


=



0
v1
v2
v3
...

vn−2
vn−1
0


(7)

όπου ui = 2(hi + hi−1) και vi = 6(bi − bi−1). Το (n+ 1)× (n+ 1)

σύστηµα (7) έχει µοναδική λύση την οποία χρησιµοποιούµε στη (2) για να

υπολογίσουµε την κάθε si(x) ∈ [xi, xi+1].
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΄Αλλες συνοριακές συνθήκες που µπορεί να εφαρµοστούν{
s′0(x0) = f ′(x0),

s′n(xn) = f ′(xn)
ή

{
s′0(x0) = C0,

s′n(xn) = C1

(clamped cubic splines)

(8)

ή {
s′′0(x0) = f ′′(x0)( ή C0),

s′′n(xn) = f ′′(xn)( ή C1)
(9)

Και για τις δύο αυτές περιπτώσεις το γραµµικό σύστηµα που προκύπτει είναι

τριδιαγώνιο, µε µόνη διαφορά στην πρώτη και την τελευταία εξίσωση που

πρέπει να υπολογιστούν κατάλληλα. Για τις συνθήκες (9) γνωρίζουµε αµέσως

2 αγνώστους ενώ για τις συνθήκες (8) χρησιµοπιούµε την εξίσωση (3).

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο Εξάµηνο Μ.Π.∆. 19



΄Αλλες συνοριακές συνθήκες που µπορεί να εφαρµοστούν{
s′0(x0) = f ′(x0),

s′n(xn) = f ′(xn)
ή

{
s′0(x0) = C0,

s′n(xn) = C1

(clamped cubic splines)

(8)

ή {
s′′0(x0) = f ′′(x0)( ή C0),

s′′n(xn) = f ′′(xn)( ή C1)
(9)

Και για τις δύο αυτές περιπτώσεις το γραµµικό σύστηµα που προκύπτει είναι

τριδιαγώνιο, µε µόνη διαφορά στην πρώτη και την τελευταία εξίσωση που

πρέπει να υπολογιστούν κατάλληλα. Για τις συνθήκες (9) γνωρίζουµε αµέσως

2 αγνώστους ενώ για τις συνθήκες (8) χρησιµοπιούµε την εξίσωση (3).

Οι συνοριακές συνθήκες, µηδενισµού των δευτέρων παραγώγων στα
άκρα, στη φυσική spline αναγκάζουν τη συνάρτηση να γίνει γραµµική εκτός
του διαστήµατος παρεµβολής, χωρίς να επηρεάζουν την οµαλότητά της
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