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• Αξιολόγηση:
Εργαστηρ. ϐαθµός 20% & Τελική Εξέταση 80% (για γραπτό ϐαθµού ≥ 4)

Εργαστήριο µία ώρα την εβδοµάδα µε µέγιστο µία απουσία
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(Απαραίτητες) Βασικές προαπαιτούµενες γνώσεις . . . . . .

• ∆ιαφορικός & Ολοκληρωτικός Λογισµός

• Υπολογισµός παραγώγων & Ολοκληρωµάτων

• Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

• Επίλυση γραµµικών συστηµάτων

• Τα βασικά στις Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις

• Χρήση MATLAB
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Εισαγωγή

• Ανάπτυξη και µελέτη ϐασικών αριθµητικών (υπολογιστικών) µεθόδων

και αλγορίθµων για την επίλυση επιστηµονικών προβληµάτων (των

µαθηµατικών και της µηχανικής που έχουν συνεχείς µεταβλητές)

• Υλοποίηση των µεθόδων/αλγορίθµων στον υπολογιστή µέ χρήση

αριθµητικών πράξεων.

• Υπολογισµός προσεγγιστικών λύσεων για προβλήµατα που είναι

δύσκολο (ή αδύνατο) να ϐρούµε ακριβής (αναλυτικές) λύσεις.

• Μελέτη σφάλµατος στην προσέγγιση αυτή των λύσεων (ακρίβεια

λύσεων).
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Αλγόριθµος= σειρά λογικών εντολών που υλοποιούν µία αριθµητική µέθοδο
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λύσεων).

Αλγόριθµος= σειρά λογικών εντολών που υλοποιούν µία αριθµητική µέθοδο

Μας ενδιαφέρει η επιλογή της περισσότερο κατάλληλης µεθόδου
(αλγορίθµου) για την επίλυση ενός συγκεκριµένου προβλήµατος.

Απαιτεί ανάπτυξη δεξιοτήτων και διαίσθησης.
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Αριθµητική Ανάλυση (πώς δουλεύει)
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Βαβυλώνιοι (1800-1600 π.χ) Υπολογισµός (προσέγγιση) του
√

2
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Βαβυλώνιοι (1800-1600 π.χ) Υπολογισµός (προσέγγιση) του
√

2

Μαθηµατική και υπολογιστική προσοµείωση φαινοµένων και διεργασιών.
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Εφαρµογές Μεγάλης Κλίµακας:

Αριθµητική Προσοµοίωση Πρόβλεψης του Καιρού
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Εφαρµογές Μεγάλης Κλίµακας:

Προσοµοίωση πρόβλεψης πληµµυρικών ϕαινοµένων
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Αναγκαιότητα (χρήσης και κατασκευής αριθµητικών µεθόδων)

• Χρήση εµπορικού λογισµικού που περιέχει αριθµητικές µεθόδους.

Απαραίτητη η γνώση της ϐασικής ϑεωρείας για καλύτερη χρήση και

αξιολόγηση (των αποτελεσµάτων).
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• Οι αριθµητικές µέθοδοι αποτελούν ένα ισχυρό εργαλείο για την επίλυση

πρακτικών προβληµάτων.
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• Υπάρχουν προβλήµατα που δεν λύνονται από έτοιµο λογισµικό και

συνεπώς πρέπει να κατασκευάσουµε δικά µας προγράµµατα υλοποίησης

υπολογιστικών µεθόδων.
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συνεπώς πρέπει να κατασκευάσουµε δικά µας προγράµµατα υλοποίησης

υπολογιστικών µεθόδων.

• Στόχος η µείωση της πολυπλοκότητας (υπολογιστικής, µνήµης,

υλοποίησης), αύξηση της ταχύτητας των υπολογισµών, της ακρίβειας των

παραγόµενων λύσεων και της ανθεκτικότητας σε αριθµητικά σφάλµατα.
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Επιστηµονικοί Υπολογισµοί (Scientific Computing)

Υπολογισµός (computing) (προσεγγιστικών) λύσεων σε (πρακτικά)
προβλήµατα της µηχανικής και των φυσικών επιστηµών εκφρασµένα
µέσα από µαθηµατικά και µε χρήση αριθµητικών µεθόδων.
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προβλήµατα της µηχανικής και των φυσικών επιστηµών εκφρασµένα
µέσα από µαθηµατικά και µε χρήση αριθµητικών µεθόδων.

Επεξεργασία σήµατων και εικόνας (Signal & Image processing):
Καθαρισµός εικόνων
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Εργαλεία Γραφικών (CAD):
Σχεδιασµός και ϐελτίωση µηχανικών εξαρτηµάτων, εργαλείων και συσκευών.
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Χηµεία:

Μοριακός σχεδιασµός,

3D οπτικοποίηση µορίων,

Μοντελοποίηση Μοριακών αντιδράσεων,

΄Ελεγχος και ϐελτίωση χηµικών αντιδράσεων.
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3D οπτικοποίηση µορίων,

Μοντελοποίηση Μοριακών αντιδράσεων,

΄Ελεγχος και ϐελτίωση χηµικών αντιδράσεων.

Βιοπληροφορική:

Χρήση υπολογιστικών

µοντέλων για την κατανόηση της Ϲωής,

Κυτταρική ϐιολογία-Κατασκευή ϕαρµάκων,

Ανθρώπινο γονιδίωµα,

Functional genomics and proteomics: µελέτης δράσης-αντίδρασης µεταξύ

γονιδίων και πρωτεινών.

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆. 11



Φυσική και Αστρονοµία
Επιβεβαίωση ϑεωρίας µέσω προσοµοιωτών.

CERN: 1PetaByte δεδοµένων ετησίως

1.000.000.000.000.000

100PB δεδοµένα από τον Large Hadron Collider!
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Γνωστικές Επιστήµες (Cognitive and Brain Science):
Επεξεργασία πληροφοριων από τον ανθρώπινο εγκέφαλο.

Υπολογιστικά µοντέλα της αντίληψης και των γνωστικών διεργασιών.

Φασµατογραφήµατα δείχνουν πως ακούµε ήχους
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Ιατρική:

∆ιαγνωστικά εργαλεία,

Επεξεργασία

και οπτικοποίηση δεδοµένων (X-ray, sonar, MRI) ,

Επαυξηµένη πραγµατικότητα και robot-χειρουργοί.
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Ιατρική:

∆ιαγνωστικά εργαλεία,

Επεξεργασία

και οπτικοποίηση δεδοµένων (X-ray, sonar, MRI) ,

Επαυξηµένη πραγµατικότητα και robot-χειρουργοί.

Οικονοµία:

Ηλεκτρονικό εµπόριο (E-commerce),

∆ιαχείρηση γνώσης (Knowledge Managment)

Data Mining,

Markets and banking.
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Περιεχόµενο Μαθήµατος
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Περιεχόµενο Μαθήµατος

[1] Αριθµητική του υπολογιστή & Σφάλµατα στους αριθµητικούς

υπολογισµούς.
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[2] Αριθµητική επίλυση µη-γραµµικών εξισώσεων (εύρεση ϱιζών).
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[3] Παρεµβολή σε δεδοµένα (data) & συναρτήσεις.
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[5] Αριθµητική Παραγώγιση και Ολοκλήρωση.
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Περιεχόµενο Μαθήµατος

[1] Αριθµητική του υπολογιστή & Σφάλµατα στους αριθµητικούς

υπολογισµούς.

[2] Αριθµητική επίλυση µη-γραµµικών εξισώσεων (εύρεση ϱιζών).

[3] Παρεµβολή σε δεδοµένα (data) & συναρτήσεις.

[4] Μέθοδος (προσέγγιση) των Ελαχίστων Τετραγώνων σε δεδοµένα.

[5] Αριθµητική Παραγώγιση και Ολοκλήρωση.

[6] Αριθµητική επίλυση Συνήθων ∆ιαφορικών Εξισώσεων.
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Περιεχόµενο Μαθήµατος

[1] Αριθµητική του υπολογιστή & Σφάλµατα στους αριθµητικούς

υπολογισµούς.

[2] Αριθµητική επίλυση µη-γραµµικών εξισώσεων (εύρεση ϱιζών).

[3] Παρεµβολή σε δεδοµένα (data) & συναρτήσεις.

[4] Μέθοδος (προσέγγιση) των Ελαχίστων Τετραγώνων σε δεδοµένα.

[5] Αριθµητική Παραγώγιση και Ολοκλήρωση.

[6] Αριθµητική επίλυση Συνήθων ∆ιαφορικών Εξισώσεων.

΄Αλλοι τοµείς: Αριθµητική επίλυση Μερικών ∆ιαφορικών εξισώσεων,

Αριθµητική Βελτιστοποίηση, Αριθµητική Γραµµική ΄Αλγεβρα, Υπολογιστική

Ρευστοδυναµική
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Αριθµητική επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων

Πόση η απόσταση, x, µέσα στο νερό µίας

σφαίρας διαµέτρου D = 0.11m, που επιπλέει ;
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Αριθµητική επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων

Πόση η απόσταση, x, µέσα στο νερό µίας

σφαίρας διαµέτρου D = 0.11m, που επιπλέει ;

Μαθηµατικό µοντέλο/πρόβληµα:

f(x) = x3 − 0.165x2 + 3.993 · 10−4 = 0
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Αριθµητική επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων

Πόση η απόσταση, x, µέσα στο νερό µίας

σφαίρας διαµέτρου D = 0.11m, που επιπλέει ;

Μαθηµατικό µοντέλο/πρόβληµα:

f(x) = x3 − 0.165x2 + 3.993 · 10−4 = 0

Πώς θα υπολογίσουµε τη σωστή ρίζα x; Με τι ακρίβεια;
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Παρεµβολή σε δεδοµένα (data)
Ποιά η ταχύτητα, v, ενός πυραύλου σε t = 7s όταν οι µετρήσεις δίνουν :

Χρόνος (s) 5 8 12

Ταχ. (m/s) 106 177 600
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Παρεµβολή σε δεδοµένα (data)
Ποιά η ταχύτητα, v, ενός πυραύλου σε t = 7s όταν οι µετρήσεις δίνουν :

Χρόνος (s) 5 8 12

Ταχ. (m/s) 106 177 600
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Παρεµβολή σε δεδοµένα (data)
Ποιά η ταχύτητα, v, ενός πυραύλου σε t = 7s όταν οι µετρήσεις δίνουν :

Χρόνος (s) 5 8 12

Ταχ. (m/s) 106 177 600
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Παρεµβολή σε δεδοµένα (data)
Ποιά η ταχύτητα, v, ενός πυραύλου σε t = 7s όταν οι µετρήσεις δίνουν :

Χρόνος (s) 5 8 12

Ταχ. (m/s) 106 177 600

Πολυώνυµο Παρεµβολής:

v(t) = at2 + bt+ c → v(7) = a72+7b+c =?

Πώς θα υπολογίσουµε τα a, b και c;
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(∆ιακριτή) Προσέγγιση Ελαχίστων τετραγώνων
Συντελεστής ϑερµικής διαστολής/συστολής, α, χυτού χάλυβα όταν το

ϐάλουµε σε ξηρό πάγο (από δεδοµένα/µετρήσεις).
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(∆ιακριτή) Προσέγγιση Ελαχίστων τετραγώνων
Συντελεστής ϑερµικής διαστολής/συστολής, α, χυτού χάλυβα όταν το

ϐάλουµε σε ξηρό πάγο (από δεδοµένα/µετρήσεις).
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(∆ιακριτή) Προσέγγιση Ελαχίστων τετραγώνων
Συντελεστής ϑερµικής διαστολής/συστολής, α, χυτού χάλυβα όταν το

ϐάλουµε σε ξηρό πάγο (από δεδοµένα/µετρήσεις).
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(∆ιακριτή) Προσέγγιση Ελαχίστων τετραγώνων
Συντελεστής ϑερµικής διαστολής/συστολής, α, χυτού χάλυβα όταν το

ϐάλουµε σε ξηρό πάγο (από δεδοµένα/µετρήσεις).

Βέλτιστη προσέγγιση των δεδοµένων από πολυώνυµο 2ου βαθµού:

α(T ) = −1.2278× 10−5T 2 + 6.1946× 10−3T + 6.0150
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Αριθµητική Ολοκλήρωση Ι
Υπολογισµός του ολοκληρώµατος

I(f) =

∫ t

0

e−
x2

2 dx

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σηµαντική στον ποιοτικό έλεγχο).
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Αριθµητική Ολοκλήρωση Ι
Υπολογισµός του ολοκληρώµατος

I(f) =

∫ t

0

e−
x2

2 dx

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σηµαντική στον ποιοτικό έλεγχο).

Το ολοκλήρωµα δεν µπορεί να υπολογιστεί ακριβώς.
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Αριθµητική Ολοκλήρωση Ι
Υπολογισµός του ολοκληρώµατος

I(f) =

∫ t

0

e−
x2

2 dx

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σηµαντική στον ποιοτικό έλεγχο).

Το ολοκλήρωµα δεν µπορεί να υπολογιστεί ακριβώς.

Πώς µπορούµε να προσεγγίσουµε την τιµή του (µε όσο το δυνατόν
καλύτερη ακρίβεια);
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Αριθµητική Ολοκλήρωση ΙΙ
Εύρεση της διαµετρικής συστολής, ∆D, ενός ατσάλινου στελέχους όταν το

ϐάλουµε σε ξηρό πάγο (πώς θα υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα από
δεδοµένα;)

∆D = D

∫ Tδωµ

Tπαγ

α(T )dT

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆. 20



∆ιαφορικές Εξισώσεις
Πώς αλλάζει (µειώνεται) η ϑερµοκρασία, θ(t), ενός ατσάλινου τηλεβόλου

(σύνδεσµου) όταν το ϐάλουµε σε ξηρό πάγο ;
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∆ιαφορικές Εξισώσεις
Πώς αλλάζει (µειώνεται) η ϑερµοκρασία, θ(t), ενός ατσάλινου τηλεβόλου

(σύνδεσµου) όταν το ϐάλουµε σε ξηρό πάγο ;

mcθ′ = −hα(θ − θπαγ), θ(0) = θδωµ

Πόσος χρόνος χρειάζεται µέχρι να ψυχθεί ο ατσαλένιος σύνδεσµος ;
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Εφαρµογή σε πραγµατικό πρόβληµα

Αριθµητική Ανάλυση, 4ο εξάµηνο Μ.Π.∆. 22



Εφαρµογή σε πραγµατικό πρόβληµα
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Εφαρµογή σε πραγµατικό πρόβληµα
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Εφαρµογή σε πραγµατικό πρόβληµα
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Εφαρµογή σε πραγµατικό πρόβληµα

Πρόβληµα : µετά τη ψύξη του, σε ξηρό πάγο, ο σύνδεσµος ¨κόλλησε¨ στη

ϐάση.

Ερώτηµα: Είχε συσταλεί αρκετά κατά τη ψύξη ; ∆ιάµετρος πρέπει µικρύνει

κατά −0.015 ίντσες, τουλάχιστον.
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Εφαρµογή σε πραγµατικό πρόβληµα
Ο σύµβουλος µηχανικός έκανε τους παρακάτω υπολογισµούς :

∆D = D · α ·∆T

D = 12.363 (αρχική διάµετρος)

α = 6.47 · 10−6 (συντελεστής στους 80oF , από τα δεδοµένα)

∆T = −108− 80 = −188oF
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Εφαρµογή σε πραγµατικό πρόβληµα
Ο σύµβουλος µηχανικός έκανε τους παρακάτω υπολογισµούς :

∆D = D · α ·∆T

D = 12.363 (αρχική διάµετρος)

α = 6.47 · 10−6 (συντελεστής στους 80oF , από τα δεδοµένα)

∆T = −108− 80 = −188oF

∆D = −0.01504 ιντσες
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Εφαρµογή σε πραγµατικό πρόβληµα
Ο σύµβουλος µηχανικός έκανε τους παρακάτω υπολογισµούς :

∆D = D · α ·∆T

D = 12.363 (αρχική διάµετρος)

α = 6.47 · 10−6 (συντελεστής στους 80oF , από τα δεδοµένα)

∆T = −108− 80 = −188oF

∆D = −0.01504 ιντσες

Είναι ο παραπάνω τύπος σωστός ; ΄Ελαβε ο µηχανικός υπόψιν του τα σωστά

δεδοµένα για χρήση του πάγου ;
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Εφαρµογή σε πραγµατικό πρόβληµα

Το σωστό µοντέλο πρέπει να λάβει υπόψιν την µεταβολή του α µε τη ϑερµοκρασία, T

∆D = D

∫ Tδωµ

Tπαγ

α(T )dT

Tδωµ = 80oF, Tπαγ = −108oF, και D = 12.363
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Εφαρµογή σε πραγµατικό πρόβληµα

Το σωστό µοντέλο πρέπει να λάβει υπόψιν την µεταβολή του α µε τη ϑερµοκρασία, T

∆D = D

∫ Tδωµ

Tπαγ

α(T )dT

Tδωµ = 80oF, Tπαγ = −108oF, και D = 12.363

∆D = −0.0137 ιντσες

Ακόµη στην πράξη είχαµε µικρότερη διαστολή από τη ψυξη µε ξηρό πάγο !
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Κεφάλαιο 1: Αριθµητική κινητής υποδιαστολής και σφάλµατα
στους υπολογισµούς

• Εισαγωγή-Πηγές σφαλµάτων-Μέτρηση

• Αριθµοί Υπολογιστή/Μηχανής (κινητής υποδιαστολής)

• Ανάλυση σφάλµατος των αριθµών κινητής υποδιαστολής
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Κεφάλαιο 1: Αριθµητική κινητής υποδιαστολής και σφάλµατα
στους υπολογισµούς

• Εισαγωγή-Πηγές σφαλµάτων-Μέτρηση

• Αριθµοί Υπολογιστή/Μηχανής (κινητής υποδιαστολής)

• Ανάλυση σφάλµατος των αριθµών κινητής υποδιαστολής

• Στα περισσότερα προβλήµατα (στη µηχανική) δεν µπορούµε να ϐρούµε

τις πραγµατικές-ακριβής (αναλυτικές) λύσεις

• Οι αριθµητικές µέθοδοι µας δίνουν προσεγγιστικές λύσεις, κοντά στις

αναλυτικές (ακριβείς).
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Κεφάλαιο 1: Αριθµητική κινητής υποδιαστολής και σφάλµατα
στους υπολογισµούς

• Εισαγωγή-Πηγές σφαλµάτων-Μέτρηση

• Αριθµοί Υπολογιστή/Μηχανής (κινητής υποδιαστολής)

• Ανάλυση σφάλµατος των αριθµών κινητής υποδιαστολής

• Στα περισσότερα προβλήµατα (στη µηχανική) δεν µπορούµε να ϐρούµε

τις πραγµατικές-ακριβής (αναλυτικές) λύσεις

• Οι αριθµητικές µέθοδοι µας δίνουν προσεγγιστικές λύσεις, κοντά στις

αναλυτικές (ακριβείς).

Πόσο σφάλµα είναι παρών στους υπολογισµούς µας;
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Κεφάλαιο 1: Αριθµητική κινητής υποδιαστολής και σφάλµατα
στους υπολογισµούς

• Εισαγωγή-Πηγές σφαλµάτων-Μέτρηση

• Αριθµοί Υπολογιστή/Μηχανής (κινητής υποδιαστολής)

• Ανάλυση σφάλµατος των αριθµών κινητής υποδιαστολής

• Στα περισσότερα προβλήµατα (στη µηχανική) δεν µπορούµε να ϐρούµε

τις πραγµατικές-ακριβής (αναλυτικές) λύσεις

• Οι αριθµητικές µέθοδοι µας δίνουν προσεγγιστικές λύσεις, κοντά στις

αναλυτικές (ακριβείς).

Πόσο σφάλµα είναι παρών στους υπολογισµούς µας;

Από που (µπορεί να) προέρχεται αυτό το σφάλµα;
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Κεφάλαιο 1: Αριθµητική κινητής υποδιαστολής και σφάλµατα
στους υπολογισµούς

• Εισαγωγή-Πηγές σφαλµάτων-Μέτρηση

• Αριθµοί Υπολογιστή/Μηχανής (κινητής υποδιαστολής)

• Ανάλυση σφάλµατος των αριθµών κινητής υποδιαστολής

• Στα περισσότερα προβλήµατα (στη µηχανική) δεν µπορούµε να ϐρούµε

τις πραγµατικές-ακριβής (αναλυτικές) λύσεις

• Οι αριθµητικές µέθοδοι µας δίνουν προσεγγιστικές λύσεις, κοντά στις

αναλυτικές (ακριβείς).

Πόσο σφάλµα είναι παρών στους υπολογισµούς µας;

Από που (µπορεί να) προέρχεται αυτό το σφάλµα;

Πόσο ανεκτό είναι αυτό (ανοχή σφάλµατος);
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Πηγές και Μέτρηση Σφαλµάτων
• Σφάλµατα που προκύπτουν κατά το σχηµατισµό του µαθηµατικού µοντέλου

• Σφάλµατα στα δεδοµένα του προβλήµατος ή των µετρήσεων

• Σφάλµατα λόγω της διακριτοποίησης (από το συνεχή κόσµο)

• Σφάλµατα αποκοπής ή/και στρογγύλευσης
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Πηγές και Μέτρηση Σφαλµάτων
• Σφάλµατα που προκύπτουν κατά το σχηµατισµό του µαθηµατικού µοντέλου

• Σφάλµατα στα δεδοµένα του προβλήµατος ή των µετρήσεων

• Σφάλµατα λόγω της διακριτοποίησης (από το συνεχή κόσµο)

• Σφάλµατα αποκοπής ή/και στρογγύλευσης

Μέτρηση Σφαλµάτων (αν ξέρουµε τη πραγµατική λύση)

• απόλυτο σφάλµα (πραγµατικό σφάλµα)

• σχετικό σφάλµα

Ορισµός : Αν x̃ είναι µία προσέγγιση του x (πραγµατική τιµή), το απόλυτο
σφάλµα είναι η ποσότητα

εα = |x− x̃|
και το σχετικό σφάλµα η ποσότητα

εσ = |x−x̃|
|x| , x 6= 0.
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Μέτρηση Σφαλµάτων (αν δεν ξέρουµε τη πραγµατική λύση)

Τι γίνεται αν δεν ξέρουµε την πραγµατική τιµή x;
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Μέτρηση Σφαλµάτων (αν δεν ξέρουµε τη πραγµατική λύση)

Τι γίνεται αν δεν ξέρουµε την πραγµατική τιµή x;

Οι αριθµητικές µέθοδοι υλοποιούν (συνήθως) επαναληπτικές διαδικασίες
για τον υπολογισµό µιάς προσέγγισης του x, δηλ. µια συγκλίνουσα

ακολουθεία xn→ x για n→∞. Η xn+1 προσέγγιση υπολογίζεται µε

ϐάση την xn (και είναι ποιό κοντά στη πραγµατική). Τότε

εσ =
|xn+1 − xn|
|xn+1|

Επί τις εκατό (%) σφάλµα : εσ × 100.
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Πηγές Σφαλµάτων: Αριθµοί Μηχανής

• Ακέραιοι

• Πραγµατικοί-Κινητή Υποδιαστολή

• Αριθµητική Πεπερασµένης Ακρίβειας
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Πηγές Σφαλµάτων: Αριθµοί Μηχανής

• Ακέραιοι

• Πραγµατικοί-Κινητή Υποδιαστολή

• Αριθµητική Πεπερασµένης Ακρίβειας

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΗΣΗΣ: ∆εκαδικό σύστηµα

(432.52)10 = 4 · 102 + 3 · 101 + 2 · 100 + 5 · 10−1 + 2 · 10−2

Βάση (αρίθµησης) β: 10 Ψηφία : 0, 1, 2 . . . 9

x = ±(
ακέραιο µέρος︷ ︸︸ ︷
aNaN−1 · · · a0 .

κλασµατικό µέρος︷ ︸︸ ︷
a−1a−2 · · · a−n)10 = ±

N∑
k=−n

ak · 10k

Ακέραιο µέρος : PN(β) = aNβ
N + · · ·+ a1β + a0

Κλασµατικό µέρος : Qn(β) = a−nβ
−n + · · · a−1β−1.
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΗΣΗΣ: Γενίκευση (σε βάση β)

Βάση β≥ 2 Ψηφία : 0, 1, . . . β − 1

xβ = ±(
ακέραιο µέρος︷ ︸︸ ︷
aNaN−1 · · · a0 .

κλασµατικό µέρος︷ ︸︸ ︷
a−1a−2 · · · a−n)β = ±

N∑
k=−n

ak · βk
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΗΣΗΣ: Γενίκευση (σε βάση β)

Βάση β≥ 2 Ψηφία : 0, 1, . . . β − 1

xβ = ±(
ακέραιο µέρος︷ ︸︸ ︷
aNaN−1 · · · a0 .

κλασµατικό µέρος︷ ︸︸ ︷
a−1a−2 · · · a−n)β = ±

N∑
k=−n

ak · βk

Παράδειγµα : β = 2→ ∆υαδικό

(101.11)2 = 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 2 + 1 · 2−1 + 1 · 2−2 = (5.75)10
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΗΣΗΣ: Γενίκευση (σε βάση β)

Βάση β≥ 2 Ψηφία : 0, 1, . . . β − 1

xβ = ±(
ακέραιο µέρος︷ ︸︸ ︷
aNaN−1 · · · a0 .

κλασµατικό µέρος︷ ︸︸ ︷
a−1a−2 · · · a−n)β = ±

N∑
k=−n

ak · βk

Παράδειγµα : β = 2→ ∆υαδικό

(101.11)2 = 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 2 + 1 · 2−1 + 1 · 2−2 = (5.75)10

Παράδειγµα : β = 8→ Οκταδικό

(53473)8 = 5 · 84 + 3 · 83 + 4 · 82 + 7 · 81 + 3 · 80 = (22331)10
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΗΣΗΣ: Γενίκευση (σε βάση β)

Βάση β≥ 2 Ψηφία : 0, 1, . . . β − 1

xβ = ±(
ακέραιο µέρος︷ ︸︸ ︷
aNaN−1 · · · a0 .

κλασµατικό µέρος︷ ︸︸ ︷
a−1a−2 · · · a−n)β = ±

N∑
k=−n

ak · βk

Παράδειγµα : β = 2→ ∆υαδικό

(101.11)2 = 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 2 + 1 · 2−1 + 1 · 2−2 = (5.75)10

Παράδειγµα : β = 8→ Οκταδικό

(53473)8 = 5 · 84 + 3 · 83 + 4 · 82 + 7 · 81 + 3 · 80 = (22331)10

΄Ενας ακέραιος σ’ενα σύστηµα µε ϐάση β1 παραµένει ακέραιος αν

εκφραστεί σε άλλο σύστηµα µε ϐάση β2
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Μετατροπή Αριθµών σε Συστήµατα ∆ιαφορετικών Βάσεων

Μετατροπή ακεραίου από ϐάση β στο δεκαδικό : (x)β → (x)10

(x)10 = PN(β)

= aNβ
N + · · ·+ a1β + a0

= a0 + β(a1 + β(a2 + β(a3 + · · ·+ β(aN−1 + βaN) · · · ))

Σχήµα Horner

(x)10 = aN
για i = N − 1, . . . , 0

(x)10 = ai + β · (x)10 ← 1flop (floating point operation)
τέλος
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Μετατροπή Αριθµών σε Συστήµατα ∆ιαφορετικών Βάσεων

Μετατροπή ακεραίου από ϐάση β στο δεκαδικό : (x)β → (x)10

(x)10 = PN(β)

= aNβ
N + · · ·+ a1β + a0

= a0 + β(a1 + β(a2 + β(a3 + · · ·+ β(aN−1 + βaN) · · · ))

Σχήµα Horner

(x)10 = aN
για i = N − 1, . . . , 0

(x)10 = ai + β · (x)10 ← 1flop (floating point operation)
τέλος

Μετατροπή κλασµατικού από ϐάση β στο δεκαδικό : (x)β → (x)10
(0.11)2 = 1 · 2−1 + 1 · 2−2 = 1

2 + 1
4 = (0.75)10
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Μετατροπή ακεραίου από ϐάση 10 σε ϐάση β: (x)10→ (x)β [αλγόριθµος

της διαίρεσης]

(369)10 = (. . . a3a2a1a0)β = a0 + β(a1 + β(a2 + · · · ) · · · )

Παράδειγµα : β = 8

369

8
→ πηλίκο = (46)10→ a0 = 1 υπόλοιπο

46

8
→ πηλίκο = (5)10 → a1 = 6 υπόλοιπο

5 < 8 → a2 = 5

(369)10 = (561)8
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Μετατροπή κλασµατικού από ϐάση 10 σε ϐάση β: (x)10→ (x)β

(x)10 = (.a−1a−2a−3 . . .)β = a−1β
−1 + a−2β

−2 + · · ·

βx = (a−1.a−2a−3 . . .)β = a−1 + a−2β
−1 + · · ·

β(.a−2a−3 . . .)β = a−2 + a−3β
−1 + · · ·

Παράδειγµα : (x)10 = (0.372)10 = (.a−1a−2 . . .)2
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Μετατροπή κλασµατικού από ϐάση 10 σε ϐάση β: (x)10→ (x)β

(x)10 = (.a−1a−2a−3 . . .)β = a−1β
−1 + a−2β

−2 + · · ·

βx = (a−1.a−2a−3 . . .)β = a−1 + a−2β
−1 + · · ·

β(.a−2a−3 . . .)β = a−2 + a−3β
−1 + · · ·

Παράδειγµα : (x)10 = (0.372)10 = (.a−1a−2 . . .)2

2x = 0.744 άρα a−1 = 0 και γ1 = 0.744
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Μετατροπή κλασµατικού από ϐάση 10 σε ϐάση β: (x)10→ (x)β

(x)10 = (.a−1a−2a−3 . . .)β = a−1β
−1 + a−2β

−2 + · · ·

βx = (a−1.a−2a−3 . . .)β = a−1 + a−2β
−1 + · · ·

β(.a−2a−3 . . .)β = a−2 + a−3β
−1 + · · ·

Παράδειγµα : (x)10 = (0.372)10 = (.a−1a−2 . . .)2

2x = 0.744 άρα a−1 = 0 και γ1 = 0.744

2γ1 = 1.488 άρα a−2 = 1 και γ2 = 0.488
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Μετατροπή κλασµατικού από ϐάση 10 σε ϐάση β: (x)10→ (x)β

(x)10 = (.a−1a−2a−3 . . .)β = a−1β
−1 + a−2β

−2 + · · ·

βx = (a−1.a−2a−3 . . .)β = a−1 + a−2β
−1 + · · ·

β(.a−2a−3 . . .)β = a−2 + a−3β
−1 + · · ·

Παράδειγµα : (x)10 = (0.372)10 = (.a−1a−2 . . .)2

2x = 0.744 άρα a−1 = 0 και γ1 = 0.744

2γ1 = 1.488 άρα a−2 = 1 και γ2 = 0.488

2γ2 = 0.976 άρα a−3 = 0 και γ3 = 0.976
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Μετατροπή κλασµατικού από ϐάση 10 σε ϐάση β: (x)10→ (x)β

(x)10 = (.a−1a−2a−3 . . .)β = a−1β
−1 + a−2β

−2 + · · ·

βx = (a−1.a−2a−3 . . .)β = a−1 + a−2β
−1 + · · ·

β(.a−2a−3 . . .)β = a−2 + a−3β
−1 + · · ·

Παράδειγµα : (x)10 = (0.372)10 = (.a−1a−2 . . .)2

2x = 0.744 άρα a−1 = 0 και γ1 = 0.744

2γ1 = 1.488 άρα a−2 = 1 και γ2 = 0.488

2γ2 = 0.976 άρα a−3 = 0 και γ3 = 0.976

2γ3 = 1.952 άρα a−4 = 1 και γ4 = 0.952

· · · · · · (0.371)10 = (.01011 . . .)2
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Αριθµοί Μηχανής- Αριθµητική κινητής υποδιαστολής

Κάθε πραγµατικός x 6= 0 µπορεί να παρασταθεί σε οποιαδήποτε ϐάση ως

x = ±(0.d1d2d3 . . .) · βe, d1 6= 0

όπου

0 ≤ di ≤ β − 1, i = 2, 3, · · ·
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Αριθµοί Μηχανής- Αριθµητική κινητής υποδιαστολής

Κάθε πραγµατικός x 6= 0 µπορεί να παρασταθεί σε οποιαδήποτε ϐάση ως

x = ±(0.d1d2d3 . . .) · βe, d1 6= 0

όπου

0 ≤ di ≤ β − 1, i = 2, 3, · · ·

Παράδειγµα :

−(0.00598)10 = −0.598 · 10−2

(111.001)2 = 0.111001 · 23
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Αριθµοί Μηχανής- Αριθµητική κινητής υποδιαστολής

Κάθε πραγµατικός x 6= 0 µπορεί να παρασταθεί σε οποιαδήποτε ϐάση ως

x = ±(0.d1d2d3 . . .) · βe, d1 6= 0

όπου

0 ≤ di ≤ β − 1, i = 2, 3, · · ·

Παράδειγµα :

−(0.00598)10 = −0.598 · 10−2

(111.001)2 = 0.111001 · 23

Ο υπολογιστής, λόγο πεπερασµένης µνήµης, προσεγγίζει έναν πραγµατικό

αριθµό µε κάποιον από τους λεγόµενους αριθµούς µηχανής.
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Αριθµοί Μηχανής- Αριθµητική κινητής υποδιαστολής

Κάθε πραγµατικός x 6= 0 µπορεί να παρασταθεί σε οποιαδήποτε ϐάση ως

x = ±(0.d1d2d3 . . .) · βe, d1 6= 0

όπου

0 ≤ di ≤ β − 1, i = 2, 3, · · ·

Παράδειγµα :

−(0.00598)10 = −0.598 · 10−2

(111.001)2 = 0.111001 · 23

Ο υπολογιστής, λόγο πεπερασµένης µνήµης, προσεγγίζει έναν πραγµατικό

αριθµό µε κάποιον από τους λεγόµενους αριθµούς µηχανής.

Οι αριθµοί µηχανής αποτελούν ένα µικρό και πεπερασµένο υποσύνολο
των πραγµατικών.
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