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Θέµα 1

(α)[5] Μετατρέψτε τους αριθµούς (9.75)10 και (0.1)10 στο 2-δικό σύστηµα παράστασης αριθµών. Για ποιόν από τους δύο
αριθµούς δεν υπάρχει σφάλµα κατά τη µετατροπή του σε έναν 64-bit υπολογιστή ;
(ϐ)[7] ΄Εστω ό αριθµός x = 26 + 2−16 + 2−19: (i) γράψτε τον αριθµό x στη µορφή κινητής υποδιαστολής (0.d1d2 . . . dt) · 2k
και (ii) για έναν υπολογιστή µε t = 24 επιβεβαιώστε ότι το σχετικό σφάλµα µεταξύ του αριθµού µηχανής fl(x) και του x
είναι µικρότερο από το µοναδιαίο σφάλµα στρογγύλευσης.

Θέµα 2

Θεωρήστε την εξίσωση f(x) := x3 − 3x− 1 = 0.
(α)[6] ∆είξτε ότι έχει τρείς πραγµατικές ϱίζες ρ1 < ρ2 < ρ3.
(ϐ)[7] Αν {xn} είναι η ακολουθία που παράγει η µέθοδος της τέµνουσας, υπολογίστε το x2 µε x0 = 3 και x1 = 2.5. Συγκλίνει
η {xn}, και αν ναι, σε ποιά από τις τρείς ϱίζες ; (∆ικαιολογήστε την απάντησή σας µε ϐάση τη γεωµετρική ερµηνεία της
µεθόδου και τις ιδιότητες της f).
(γ)[7] Υπάρχει διάστηµα [a, b] που να περιέχει τη ϱίζα ρ2, τέτοιο ώστε η να ισχύουν σ΄ αυτό οι προϋποθέσεις σύγκλισης για
την επαναληπτική µέθοδο xn+1 = (x3n − 1)/3, n ≥ 0; Αν ναι, ϐρείτε ένα τέτοιο διάστηµα.

Θέµα 3

(α)[9] Θεωρήστε τα δεδοµένα (xi, yi), i = 0, 1, 2, 3, όπου τα σηµεία xi είναι ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους. Αν p3 ∈ P3

είναι το πολυώνυµο παρεµβολής στις τιµές yi στα σηµεία xi, δείξτε ότι αυτό δίνεται ώς

p3(x) =
x3 − x
x3 − x0

p2(x) +
x− x0
x3 − x0

q2(x), (1)

όπου p2 ∈ P2 είναι το πολυώνυµο παρεµβολής στα x0, x1, x2 και q2 ∈ P2 είναι το πολυώνυµο παρεµβολής στα x1, x2, x3.
(ϐ)[7] Για τα δεδοµένα (x0, y0) = (0, 0) και (x1, y1) = (1, 1) υπολογίστε (i) την clamped κυβική spline παρεµβολής S(x)
µε S′(0) = 0 = S′(1) και (ii) τη ϕυσική κυβική spline παρεµβολής S(x) που παρεµβάλουν στα δεδοµένα.
(γ)[12] ΄Ενας ερευνητής ενδιαφέρεται να εκτιµήσει το ϱυθµό ανάπτυξης k (ανά ηµέρα) ενός ϐακτηρίου ως συνάρτηση της
συγκέντρωσης του οξυγόνου c(mg/l) όταν c = 2mg/l, µε ϐάση τα παρακάτω πειραµατικά δεδοµένα,

c 0.5 0.8 1.5 2.5 4
k 1.1 2.4 5.3 7.6 8.9

Γνωρίζουµε ότι τέτοιου είδους δεδοµένα µπορούν να προσοµοιωθούν από το ακόλουθο µοντέλο k =
kmaxc

2

cs + c2
. Χρησιµοποι-

ήστε την προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων για να εκτιµήσετε τις τιµές των kmax και cs.

Θέµα 4

(α)[9] Για την προσέγγιση της δεύτερης παραγώγου µίας συνάρτησης f στο x χρησιµοποιούµε τον τύπο αριθµητικής διαφό-

ϱισης (παραγώγισης): f ′′(x) =
Af(x+ h) +Bf(x) + Cf(x− h)

h2
, h > 0. Υπολογίστε τα A,B και C και δείξτε ότι ο τύπος

έχει ακρίβεια O(h2).

(ϐ)[13] Υπολογίστε το πλήθος των κόµβων που χρειάζονται για την προσέγγιση του ολοκληρώµατος I(f) =
∫ 2

1

x ln(x)dx µε

ακρίβεια 10−4 χρησιµοποιώντας τον σύνθετο τύπο του Simpson 1/3 και για τα σηµεία (κόµβους) που ϐρήκατε προσεγγίστε

το ολοκλήρωµα. (∆ίνεται ότι ο τύπος του σφάλµατος για το σύνθετο τύπο του Simpson 1/3 είναι RS = −b− a
180

h4f (4)(ξ).)

(γ)[7] Ο τύπος ολοκλήρωσης Gauss-Legendre 3-σηµείων δίνεται ως
∫ 1

−1
f(x)dx ≈ 5

9
f

(
−
√

3

5

)
+

8

9
f(0) +

5

9
f

(√
3

5

)
.

Βρείτε ποιοί είναι οι κόµβοι και τα ϐάρη του τύπου για τυχαίο διάστηµα ολοκλήρωσης [a, b].

Θέµα 5

(α)[9] Για τη διαφορική εξίσωση: y′ = −λy µε λ > 0 και y(0) = 1, αποδείξτε ότι η (άµεση) µέθοδος του Euler είναι ευσταθής
όταν για το ϐήµα ολοκλήρωσης (διακριτοποίησης) h ισχύει ότι 0 < h < 2/λ ενώ, η πεπλεγµένη µέθοδος του Euler είναι
ευσταθής για οποιαδήποτε επιλογή του h.
(ϐ)[7] ΄Εστω το παρακάτω σύστηµα διαφορικών εξισώσεων (για τις y1(t) και y2(t)),

y′1 = y2,

y′2 = −y1 − 0.5y2 + cos(t),

µε αρχικές τιµές y1(0) = 1 και y2(0) = −1. Προσεγγίστε τη λύση του συστήµατος στο διάστηµα [0, 1] ϐήµα h = 0.5 µε την
(άµεση) µέθοδο του Euler.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Αριθµ. Ανάλυση, Τελική Εξέταση, Ιούνιος 2017, Απαντήσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) (9.75)10 → (1001.11)2 και (0.1)10 → (0.0001100011 . . .)2 επαναλαµβανόµενα άπειρα δεκαδικά, συνεπώς το 0.1 δεν
µπορεί να παρασταθεί ακριβώς όταν µετατρέπεται στο 2-δικό σύστηµα.

(ϐ) Ο αριθµός γράφεται x = 26 + 2−16 + 2−19 = 27(0.1 + 2−23 + 2−26) = (0.1 0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
21−ϑέσεις

1001) · 27.

Ο αριθµός µηχανής, για t = 24, ειναι fl(x) = (0.1 0 . . . . . . 0︸ ︷︷ ︸
21−ϑέσεις

10) · 27 (χάνονται τα τελευταία 2 δεκαδικά) άρα το σχετικό

σφάλµα είναι
|x− fl(x)|
|x|

=
2−19

26 + 2−16 + 2−19
=

2−25

1 + 2−22 + 2−25
< 2−25 < u =

1

2
21−24 = 2−24.

Θέµα 2

(α) Η µελέτη της συνάρτησης (µονοτονία, κυρτότητα, ακρότατα κτλ) f δίνει το γράφηµα της, π.χ. στο [−3, 3]. Η f ′(x) =
3(x2 − 1), άρα η f ϕθίνουσα στο [−1, 1] και αύξουσα αλλού, µε σηµεία καµπής στο x = 1 και x = −1 κτλ. (Οι ϱίζες είναι
ρ1 ≈ −1.5, ρ2 ≈ −0.35 και ρ3 ≈ 1.88).
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(ϐ) Η µέθοδος της τέµνουσας δίνει

xn+1 = xn −
f(xn)(xn − xn−1)
f(xn)− f(xn−1)

⇒ x2 = x1 −
f(x1)(x1 − x0)
f(x1)− f(x0)

= 2.1392

η οποία συγκλίνει στη ϱίζα ρ3, όπως ϕαίνεται γεωµετρικά π.χ. από 2 ϐήµατα της µεθόδου, ϕέρνοντας τις αντίστοιχες
τέµνουσες (και εφόσον η f αύξουσα για x > 1 και f ′′ > 0)
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(γ) Εφόσον φ(xn) =
x3
n−1
3 κοιτάµε καταρχάς σε ποιό διάστηµα η φ(x) = x3−1

3 είναι συστολή, δηλ.
|φ′(x)| < 1 ⇒ x2 < 1 ⇒ x ∈ (−1, 1). Συνεπώς, για όποιο [a, b] ⊂ (−1, 1) η φ είναι συστολή και ρ2 ∈ (−1, 1). Μπορούµε
να επιλέξουµε όποιο τέτοιο [a, b], µε την προϋπόθεση ότι ρ2 ∈ [a, b], και να δείξουµε ότι φ([a, b]) → [a, b]. Μια που η φ
είναι αύξουσα στο όποιο [a, b] ⊂ (−1, 1) αυτό είναι εύκολο να δειχθεί (µε ϐάση τις τιµές της φ στα άκρα του [a, b]). Για
παράδειγµα, τα διαστήµατα [−0.75, 0] και [−0.5, 0.5].

Θέµα 3
(α) Είναι ϕανερό ότι το δεξί µέλος της (1), ας το πούµε p(x), είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ τρία. Αν δείξουµε ότι
p(xi) = yi, i = 0, 1, 2, 3 (ορισµός πολ. παρεµβολής), τότε, από τη µοναδικότητα του πολ. παρεµβολής, ϑα προκύψει ότι
p3(x) ≡ p(x). Πράγµατι, χρησιµοποιώντας τις υποθέσεις p2(xi)=yi, για i = 0, 1, 2 και q2(xi)=yi, για i = 1, 2, 3, έχουµε,

p(x0) = p2(x0) = y0,

p(x1) =
x3 − x1
x3 − x0

p2(x1) +
x1 − x0
x3 − x0

q2(x1) =

(
x3 − x1
x3 − x0

+
x1 − x0
x3 − x0

)
y1 = y1,

p(x2) =
x3 − x2
x3 − x0

p2(x2) +
x2 − x0
x3 − x0

q2(x2) =

(
x3 − x2
x3 − x0

+
x2 − x0
x3 − x0

)
y2 = y2,

p(x3) = q2(x3) = y3, το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη (δεν χρειάζεται έτσι να υπολογιστούν τα p2(x) και q2(x).)
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(ϐ) ΄Εστω ότι η clamped κυβική spline είναι S(x) = ax3 + bx2 + cx+ d, και S′(x) = 3ax2 + 2bx+ c και έχουµε,
S(0) = d = 0, S′(0) = c = 0,
S(1) = a+ b = 1 και S′(1) = 3a+ 2b = 0 άρα a = −2 και b = 3 ⇒ S(x) = −2x3 + 3x2.
Για τη τη ϕυσική κυβική spline παρεµβολής έχουµε S′′(0) = 0 = S′′(1) συνεπώς S′′(0) = 2b = 0 ⇒ b = 0
S′′(1) = 6a+ 2b = 0 ⇒ a = 0 και απο S(0) = d = 0 και S(1) = c = 1 ⇒ S(x) = x.

(γ) Το µοντέλο γραµµικοποιείται ως εξής :
1

k
=

cs
kmax

1

c2
+

1

kmax
. Στη συνέχεια κατασκευάζουµε τον πίνακα τιµών για να

εφαρµόσουµε γραµµική προσέγγιση ελαχίστων τερταγώνων y = ax+ b µε y = 1/k, x = 1/c2, a = cs/kmax και b = 1/kmax

i c k x = 1/c2 y = 1/k xy x2

1 0.5 1.1 4.000000 0.909091 3.636364 16.000000
2 0.8 2.4 1.562500 0.416667 0.651042 2.441406
3 1.5 5.3 0.444444 0.188679 0.083857 0.197531
4 2.5 7.6 0.160000 0.131579 0.021053 0.025600
5 4 8.9 0.062500 0.112360 0.007022 0.003906∑
i 6.229444 1.758375 4.399338 18.66844

Λύνοντας το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων

18.66844a+ 6.229444b = 4.399338

6.229444a+ 5b = 1.758375

προκύπτει ότι a = 0.202489 και b = 0.099396, συνεπώς kmax = 10.0607 και cs = 2.037189.

Θέµα 3
(α) ΄Εχουµε έναν τύπο κεντρικών διαφορών και µε χρήση αναπτυγµάτων Taylor για την f(x) γύρω από το x έχουµε (ϐλ.
∆ΙΑΛΕΞΗ 13)

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(x) + · · ·+ hn

n!
f (n)(ξ1) (2)

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) + h2

2!
f ′′(x)− h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(x)− · · ·+ hn

n!
f (n)(ξ2) (3)

και προσθέτοντας τις (2) και (3), κρατώντας τους όρους µέχρι την τέταρτη παράγωγο, και λύνοντας ώς προς τη f ′′(x),
υπολογίζουµε την προσέγγιση κεντρικών διαφορών της f ′′(x) (και το σφάλµα)

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
− h2

24
[f (4)(ξ1) + f (4)(ξ2)] (4)

=⇒ A = 1, B = −2 και C = 1, ο όρος του σφάλµατος (αποκοπής) h2

24 [f
(4)(ξ1) + f (4)(ξ2)] είναι, προφανώς, O(h2).

( Εναλλακτικά τα A,B,C µπορούν να υπολογιστούν και µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών για f(x) = 1, x, x2 )

(ϐ) Θέλουµε |RS | = ||
b− a
180

h4f (4)(x)||∞ = max
x∈[1,2]

|b− a
180

h4f (4)(x)| < 10−4, όπου f (4)(x) = 2/x3 (τέταρτη παράγωγος της

f(x) = x ln(x)) και max
x∈[1,2]

|2/x3| = 2, συνεπώς

1

180
· h4 · 2 < 10−4 ⇒ h4 <

180 · 10−4

2
⇒ h =

b− a
n

< 0.308 ⇒ n > 3.2466

΄Αρα ϑέλουµε n = 4 υποδιαστήµατα (ακέραιος και άρτιος αριθµός) στο [1, 2] άρα 5 σηµεία (κόµβους) για να εφαρµόσουµε
τη µέθοδο (µε h = (2− 1)/4 = 0.25).

Οι κόµβοι είναι x0 = 1, x1 = 1.25, x2 = 1.5, x3 = 1.75 και x4 = 2, άρα ο σύνθετος τύπος του Simpson 1/3 µας δίνει

I(f) ≈ h

3
[f(1) + 4f(1.25) + 2f(1.5) + 4f(1.75) + f(2)] = . . . = 0.636309.

(γ) Χρειάζεται µόνο να κάνουµε αλλαγή µεταβλητής από το x ∈ [−1, 1] στο t ∈ [a, b]

t =
(b− a)x+ a+ b

2
; dt =

(b− a)
2

dx

Συνεπώς ∫ b

a

f(t)dt ≈ (b− a)
2

[
5

9
f

(
−(b− a)

√
3/5 + a+ b)

2

)
+

8

9
f

(
a+ b

2

)
+

5

9
f

(
(b− a)

√
3/5 + a+ b)

2

)]
,

όπου τα ϐάρη είναι, w0 = w2 = 5
9
b−a
2 και w1 = 8

9
b−a
2 και οι κόµβοι τα ορίσµατα της f στον παραπάνω τύπο.
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Θέµα 5

(α) Βλέπε ∆ΙΑΛΕΞΗ 17 σελ. 15-17 και σελ. 24.

(ϐ) Η µέθοδος Euler, yn+1 = yn+hf(tn, yn), εφαρµόζεται σε κάθε µία εξίσωση ξεχωριστά (για συνολικά 2 ϐήµατα, n = 0, 1)
και αρχικές συνθήκες y01 = 1 και y02 = −1.
Για n = 0

y11 = y01 + hy02 = 1 + 0.5(−1) = 0.5

y12 = y02 + h(−y01 − 0.5y02 + cos(0)) = −1 + 0.5(−1− 0.5(−1) + 1) = −0.75

Για n = 1

y21 = y11 + hy12 = 0.5 + 0.5(−0.75) = 0.125

y22 = y12 + h(−y11 − 0.5y12 + cos(0.5)) = −0.75 + 0.5(−0.5− 0.5(−0.75) + 0.8776) = −0.374

(Η µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί µε πράξεις πινάκων και διανυσµάτων εξισώσεων σε κάθε ϐήµα, ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 17 σελ.
30-33)
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