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Θέµα 1

[28] Απαντήστε Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) για τις παρακάτω προτάσεις αιτιολογώντας πλήρως την επιλογή σας.

(1 ) Στο σύνολο αριθµών ενός υπολογιστή M(β, t, L, U) = M(2, 64,−128, 128) ο αριθµός 0.1 του δεκαδικού συ-
στήµατος αρίθµησης παριστάνεται ακριβώς. [2]

(2 ) Σε ένα υπολογιστή µε M(β, t, L, U) =M(10, 3,−10, 10) η πράξη 3− 10π δίνει αποτέλεσµα −0.284 · 102. [2]

(3 ) Αν η µέθοδος της διχοτόµησης εφαρµόζεται για την f(x) = 0 στο [0, 1] χρειαζόµαστε τουλάχιστον 40 επανα-
λήψεις της µεθόδου για να προσεγγίσουµε τη ϱίζα µε ακρίβεια 12 δεκαδικών ψηφίων. [3]

(4 ) Η µεθοδος Newton-Raphson συγκλίνει τετραγωνικά για τη προσέγγιση της ϱίζας x? = 0 της f(x) = x2ex. [2]

(5 )Η µεθοδος Newton-Raphson για την προσέγγιση της k
√
2 δίνει xn+1=

1

k

[
(k − 1)xn +

2

xk−1n

]
, n = 0, 1, . . .. [3]

(6 ) Το σφάλµα της πολυωνυµικής παρεµβολής στην f(x) = sin(x) στα σηµεία −π και π είναι < 5. [3]

(7 ) Αν p(x) είναι ένα κυβικό πολυώνυµο και S(x) η ϕυσική κυβική spline που το παρεµβάλει σε n+1 σηµεία σε
ένα διάστηµα [a, b] τότε p(x) = S(x), ∀x ∈ [a, b]. [2]

(8 ) Αν για ττην προσέγγιση του
∫ 2

0
f(x)dx ο απλός κανόνας του Τραπεζίου δίνει την τιµή 4 και του Simpson 1/3

την τιµή 2, τότε f(1) = 1/2. [3]

(9 ) Ο κανόνας ολοκλήρωσης Q(f) = f(−
√
3/3) + f(

√
3/3) υπολογίζει ακριβώς το ολοκλήρωµα

∫ 1

−1
x3exdx. [2]

(10 ) Η τιµή της προσέγγιση της δεύτερης παραγώγου της f(x) = x3 στο x = 1 µε τον τύπο κεντρικών διαφορών
ακρίβειας O(h2) µε ϐήµα h = 1 είναι 6. [3]

(11 ) Η µέθοδος Euler µε ϐήµα h = 1 για το πρόβληµα αρχικών τιµών y′ = −2t, y(0) = 1 δίνει για την προσέγ-
γιση του y(2) απόλυτο σφάλµα ίσο µε 2. [3]

Θέµα 2

(α)[10+7] Αποδείξτε αν η επαναληπτική µέθοδος xn+1 = φ(xn) =
1

2

(
xn +

2

xn

)
, n = 0, 1, . . . συγκλίνει ή όχι σε

σταθερό σηµείο x? για κάθε x0 στο [1, 2]. Αν συγκλίνει, ποιό είναι το x? και ποιά η τάξη σύγκλισης της µεθόδου ;

(ϐ)[14] Για το µη-γραµµικό σύστηµα εξισώσεων

{
y = ex

x2 + y2 = 1
δείξτε γραφικά ότι έχει 2 λύσεις (όπου η µία εί-

ναι η [x?, y?] = [0, 1]). Εφαρµόστε ένα ϐήµα της µέθοδου Newton-Raphson µε κατάλληλη αρχική προσέγγιση
[x(0), y(0)] της επιλογή σας για την προσέγγιση της δεύτερης λύσης.

Θέµα 3

∆ίνονται οι µετρήσεις της ταχύτητας, u, ενός σωµατιδίου στο χρόνο, t,
t(sec) 1 2 4 5

u(m/sec) 3 9 19.5 24.6
.

(α)[8] Υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής, P (t), στα παραπάνω δεδοµένα µε χρήση διαιρεµένων διαφορών.
(ϐ)[12] Στα παραπάνω δεδοµένα, και µε χρήση της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων, προσαρµόστε την συνάρτηση

u(t) = At+
B

t
(υπολογίστε δηλ. τα A και B).

Θέµα 4

(α)[7] ΄Εστω ο κανόνας ολοκλήρωσης
∫ 1

0
f(x)dx = w1f(0) + w2f

′(x2). Υπολογίστε τα w1, w2 και x2 ώστε ο

κανόνας να είναι όσο το δυνατόν µεγαλύτερης ακρίβειας.

(ϐ)[8] Εφαρµόστε τον κανόνα του (α) ερωτήµατος για την προσέγγιση του ολοκληρώµατος
∫ 0.5

−0.5

1

x2 + 1
dx

(γ)[6] Αποδείξτε πώς κατασκευάζεται µε χρήση αριθµητικής ολοκλήρωσης η µέθοδος του Heun για την προσέγγιση
της λύσης προβληµάτων αρχικών τιµών της µορφής y′ = f(t, y), y(t0) = y0.

Χρησιµοποιείστε τουλάχιστον 3 δεκαδικά στους υπολογισµού σας

Καλή Επιτυχία !



Απαντήσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(1) (Λ) Μετατρέποντας τον (0.1)10 σε ϐάση 2 έχουµε (0.00011 . . .)2 που έχει άπειρα (επαναλαµβανόµενα) δεκαδικά.

(2) (Σ) fl (fl(3)− fl(10)fl(π)) = −0.284 · 102

(3) (Σ) Από το (b− a)/2n ≤ 10−12 προκύπτει ότι n ≥ 40.

(4) (Λ) Το x? = 0 είναι διπλή ϱίζα της f(x) = x2ex, άρα η NR ϑα συγκλίνει γραµµικά.

(5) (Σ) Για f(x) = xk − 2 = 0.

(6) (Σ) Το σφάλµα για αυτή την παρεµβολή είναι 1
2! max
x∈[−π,π]

|(x+π)(x−π)|max | sin(2)(x)| = 1

2
·π2 ·1 = 4.9348 < 5

(7) (Λ) Η ϕυσική κυβική spline έχει συνοριακές συνθήκες S
′′
(x0) = 0 = S

′′
(xn), που δεν ισχύουν απαραίτητα

για το p(x).

(8) (Σ) QT = 2
2 [f(0) + f(2)] = 4 και QS = 2

6 [f(0) + 4f(1) + f(2)] = 2 ⇒ f(1) = 1/2.

(9) (Λ) Η προς ολοκλήρωση συνάρτηση x3ex δεν είναι πολυώνυµο, άρα ο τυπος (Gauss) δεν την ολοκληρώνει
ακριβώς.

(10) (Σ) Ο τύπος κεντρικών διαφορών O(h2) είναι ο f
′′
(1) ≈ f(1+h)−2f(1)−f(1−h)

h2
και δίνει την (ακριβή) τιµή 6.

(11) (Σ) Η ακριβής λύση είναι y(t) = −t2+1 και η µέθοδος Euler δίνει y1 = 1 και y2 = −1. ΄Αρα |y(2)− y2| = 2.

Θέµα 2

(α) Για τον έλεγχο σύγκλιση της φ(x) =
1

2

(
x+

2

x

)
στο [1, 2], έχουµε

φ′(x) =
1

2
− 1

x2
και φ(x)′′ =

2

x3
> 0 (δηλ. φ′ αύξουσα) ⇒ |φ′(1)| = 1/2 και |φ′(2)| = 1/4, αρα max

x∈[1,2]
|φ′(x)| = 1/2 < 1

και φ(1) = 1.5, φ(2) = 1.5 όµως φ′(x) = 0 ⇒ x =
√
2 (ελάχιστο), συνεπώς φ([1, 2]) ⊂ [1, 2].

Για το x? έχουµε από x = φ(x) ⇒ x = x/2 + 1/x ⇒ (x2 − 2)/2x = 0 ⇒ x2 − 2 = 0 ⇒ x = ±
√
2, άρα

x? =
√
2 µοναδικό σταθ. σηµείο στο [1, 2].

Εφόσον φ′(x?) = 1
2 −

1
(
√
2)2

= 0 η τάξη σύγκλισης είναι µεγαλύτερη από γραµµική (Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 5 σελ. 14 &
16) και εφόσον φ′′(x?) 6= 0 είναι τετραγωνική.
(ϐ)

΄Εχουµε τις 2 εξισώσεις f1(x, y) = ex − y = 0,

f2(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0.



Υπολογίζουµε τον Ιακωβιανό πίνακα και τον αντίστροφό του

J(x, y) =

[
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

]
=

[
ex −1
2x 2y

]
και J−1(x, y) =

1

2yex + 2x

[
2y 1
−2x ex

]
,

Με αρχική τιµή, για παράδειγµα, x(0) = [−1, 0.5]T (κοντά στη δεύτερη λύση) έχουµε

J−10 = J−1(−1, 0.5) ≈
[
0.4223 −0.4223
0.8446 0.1553

]
, και F(−1, 0.5) =

[
f1(−1, 0.5)
f2(−1, 0.5)

]
=

[
−0.1321
0.25

]
Το πρώτο ϐήµα της µεθόδου δίνει

x(1) = x(0) − J−10 · F(−1, 0.5) =
[
−1
0.5

]
−
[
0.4223 −0.4223
0.8446 0.1553

] [
−0.1321
0.25

]
⇒ x(1) ≈

[
−0.9278
0.3944

]
.

Θέµα 3

(α) Το πολυώνυµο πολυώνυµο παρεµβολής είναι

P3(t) = 3 + 6 · (t− 1)− 0.25 · (t− 1)(t− 2) + 0.05 · (t− 1)(t− 2)(t− 4)

(ϐ) Παραγωγίζοντας ως προς A και B τη
4∑
i=1

[ui −Ati +B/ti]
2 παίρνουµε τις κανονικές εξισώσεις

4∑
i=1

uiti = A
4∑
i=1

t2i + 4B

4∑
i=1

ui/ti = 4A+B
4∑
i=1

1/t2i

Το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων δίνει[
46 4
4 1.3525

] [
A
B

]
=

[
222

17.295

]
µε λύση A ≈ 5 και B ≈ −2 .

Θέµα 4

(α) Ολοκληρώνοντας ακριβώς µέχρι πολυώνυµα 3ου ϐαθµού έχουµε w1 = 1, w2 = 1/2 και x2 = 1/3.

(ϐ) Με αλλαγή µεταβλητής x = t − 1/2 έχουµε
∫ 0.5

−0.5

1

x2 + 1
dx =

∫ 1

0

1

(t− 0.5)2 + 1
dt ≈ f(0) + 0.5f ′(1/3) =

4/5 + 0.3155 = 1.1155.

(γ) Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 18 σελ. 5-6


