
Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Επαναληπτική Εξέταση, 09/2021, ∆ιάρκεια 2 ώρες

Θέµα 1

΄Εστω η εξίσωση f(x) =
x

2
− sin(x).

(α) [8] Κάντε πρόχειρα τη γραφική της παράσταση και δείξτε (και ϑεωρητικά) ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς
τρείς πραγµατικές ϱίζες, −ρ, 0 και ρ, στο διάστηµα [−π, π] και µάλιστα ρ ∈

(π
3
, π
)
.

(ϐ) [10] Υπολογίστε τις 3 πρώτες προσεγγίσεις που παράγει η µέθοδος της διχοτόµησης µε αρχικό διάστηµα το[π
3
, π
]
. Πόσο πολύ απέχει η τρίτη προσέγγιση από την ρ;

(γ) [10] Θεωρείστε την ακολουθία (xn)n=0,1,... µε xn+1 = φ(xn) µε φ(x) =
x

2
+ sin(x). ∆είξτε ότι η xn → ρ, για

κάθε x0 ∈
[π
2
, π
]
.

Θέµα 2

Τα παρακάτω δεδοµένα αποτελούν µετρήσεις µίας ποσότητας y στο χρόνο t

t 10 20 30 40
y 20 60 120 200

(α) [9] Υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange που παρεµβάλει στα παραπάνω δεδοµένα.
(ϐ) [15] Γνωρίζοντας ότι τα παραπάνω δεδοµένα µπορούν να προσοµοιωθούν από το ακόλουθο µοντέλο y = at+bt2

υπολογίσετε τις τιµές των a και b (δείχνοντας αναλυτικά τη µεθοδολογία και τον τρόπο υπολογισµού τους).

Θέµα 3

(α) [12] Υπολογίστε το πλήθος των κόµβων που χρειάζονται για την προσέγγιση του ολοκληρώµατος I(f) =∫ 2

1
x ln(x)dx µε ακρίβεια 10−4 χρησιµοποιώντας τον σύνθετο τύπο του Simpson 1/3 και για τα σηµεία (κόµβους)

που ϐρήκατε προσεγγίστε το ολοκλήρωµα. (∆ίνεται ότι ο τύπος του σφάλµατος για το σύνθετο τύπο του Simpson

1/3 είναι RS = −b− a
180

h4f (4)(ξ).)

(ϐ) [14] Θεωρείστε έναν απλό κανόνα ολοκλήρωσης στο διάστηµα [0, 1] ο οποίος παράγεται ως εξής :
∫ 1

0
f(x)dx ≈∫ 1

0
P (x)dx, όπου P (x) το γραµµικό πολυώνυµο που παρεµβάλει την f(x) στο x0 = 0 και x1 = 3/4. Υπολογίστε

αυτόν το κανόνα στη συνήθη µορφή, Q2(f) = w0f(x0)+w1f(x1), και µετασχηµατίστε τον για να κατασκευάσετε

έναν απλό κανόνα ολοκλήρωσης που προσσεγγίζει το
∫ b

a
f(x)dx, δηλ. για τυχαίο διάστηµα [a, b].

Θέµα 4

(α)[10] Για το Π.Α.Τ. y′ = −5y, y(0) = 1, ϑέλουµε να προσεγγίσουµε την τιµή y(2) µε ϐήµα ολοκλήρωσης
h = 0.5. Εξηγείστε ποιά από τις δύο µεθόδους, την (άµεση) Euler ή την πεπλεγµένη Euler πρέπει να χρησιµο-
ποιήσουµε, και επιλέξτε την για να δώσετε µια προσέγγιση της y(2).

(ϐ)[12] Για το Π.Α.Τ. του (α) ερωτήµατος και µε το ίδιο ϐήµα h = 0.5 εφαρµόστε την µέθοδο πρόβλεψης-διόρθωσης

του Heun: yn+1 = yn +
h

2

[
f(tn, yn) + f(tn+1, ỹn+1)

]
, για την προσέγγιση του y(2). Σχολιάστε και εξηγείστε το

αποτέλεσµά σας και σε σχέση µε αυτό που πήρατε από το (α) ερώτηµα αλλα και µε την αναλυτική λύση του Π.Α.Τ.

Στο γραπτό σας να εµφανίζεται αναλυτικά όλη η δουλειά σας, διαφορετικά δεν ϑα ϐαθµολογηθεί.

Η ακρίβεια και πληρότητα των διατυπώσεών, υπολογισµών και των τελικών αποτελεσµάτων σας είναι

σηµαντική.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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