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1 Εισαγωγή

Οι σημειώσεις αυτές όπως δηλώνεται και από το τίτλο του τεύχους δημιουργή-

θηκαν ως ένα συνοδευτικό εργαλείο του μαθήματος «Δυναμική, Ταλαντώσεις

& ΄Ελεγχος κατασκευών». Στο σημείο αυτό θα δώσουμε κάποιους βασικούς

ορισμούς τους οποίους δεν διατεινόμαστε ότι έχουν καθολική ισχύ και αποδο-

χή αλλά περισσότερο τους καταθέτουμε για να δείξουμε τον τρόπο με το οποίο

αντιλαμβανόμαστε στο πλαίσιο αυτών των σημειώσεων κάποιες έννοιες.

1.1 Ορισμοί

Δυναμική

Η δυναμική αποτελεί ιδιαίτερο κλάδο της μηχανικής που έχει ως αντικείμενο

μελέτης και έρευνας τη κίνηση των σωμάτων υπό την επίδραση δυνάμεων λαμ-

βάνοντας υπόψη τη μάζα των σωμάτων και των αδρανειακών δυνάμεων που

ασκούνται σε αυτή. Κύριο αντικείμενο της δυναμικής όπως τη θεωρούμε εδώ

θα είναι η μοντελοποίηση και ο καθορισμός των εξισώσεων που διέπουν και πε-

ριγράφουν τη συμπεριφορά κάποιου συστήματος. Βάση αποτελεί η Νευτώνεια

μηχανική όπως αυτή εκφράζεται από τους αντίστοιχους φυσικούς νόμους και η

εφαρμογή που μπορεί να έχει σε συστήματα σωμάτων. Θα μελετηθούν επίσης

στοιχεία της αναλυτικής δυναμικής με αξιοποίηση ενεργειακών προτάσεων και

αρχών όπως αυτή του Hamilton καθώς και ο καθορισμός των εξισώσεων La-
grange που μπορεί να αποτελέσει μια μεθοδολογία διατύπωσης των εξισώσεων

κίνησης ενός σύνθετου συστήματος. Θα γίνει μια προσπάθεια παρουσίασης,

απαραμόρφωτων η παραμορφώσιμων, γραμμικών ή και μη-γραμμικών, διακριτών

ή και συνεχών, συστημάτων.

Ταλαντώσεις

Με τον όρο ταλάντωση χαρακτηρίζεται οποιαδήποτε παλινδρόμηση κάποιου φυ-

σικού μεγέθους γύρω από μία κεντρική τιμή που καλείται και θέση ισορροπίας.

Εδώ θα θεωρήσουμε το πεδίο των ταλαντώσεων σαν την προσπάθεια επίλυ-

σης και ανάλυσης των δυναμικών συστημάτων. Με το τρόπο αυτό η απόκριση

του συστήματος λαμβάνει εκτός της ποιοτικής και αριθμητική υπόσταση. Το

τμήμα της επίλυσης, αριθμητικής ή αναλυτικής, είναι και αυτό ένα σημαντικό

αντικείμενο της δυναμικής των κατασκευών. Η βασική ενασχόληση στο πλαί-

σιο των σημειώσεων θα είναι οι ταλαντώσεις και η δυναμική συμπεριφορά των

μηχανικών συστημάτων. Βασικά στοιχεία όπως ο μονοβάθμιος ταλαντωτής, το

πολυβάθμιο σύστημα, οι ελεύθερες και καταναγκασμένες ταλαντώσεις, η ανα-

λυτική και αριθμητική επίλυση των διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν την
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κίνηση, η ανάλυση στο πεδίο του χρόνου αλλά και της συχνότητας, αποτελούν

αντικείμενο αυτών των σημειώσεων και θα γίνει μια προσπάθεια συνοπτικής

παρουσίασης ή ενδεικτικής αναφοράς.

΄Ελεγχος κατασκευών

Εύκολα θα μπορέσει να παρατηρήσει κανείς ότι στο παρόν τεύχος οι όροι σύ-

στημα και κατασκευή χρησιμοποιούνται εναλλάξ υποδηλώνοντας πολλές φορές

το ίδιο πράγμα. Αξίζει να σημειωθεί ότι μια κατασκευή είναι βασικά μια επι-

μέρους περίπτωση του γενικότερου ορισμού ενός συστήματος και πολλές φο-

ρές αναφέρεται ως κατασκευαστικό σύστημα. ΄Ενας ορισμός του συστήματος

μπορεί να είναι ο εξής αρκετά γενικός
1
: «Το σύστημα είναι μία απεικόνιση

P , η οποία συσχετίζει μία συνάρτηση εισόδου w(t) με μία συνάρτηση εξόδου

z(t) = P [w(t)]».

΄Ελεγχος συστήματος είναι η διαδικασία κατάλληλου σχεδιασμού αλλά και

το σύνολο ενεργητικών δράσεων επέμβασης σε ένα σύστημα ώστε να συμπερι-

φερθεί με συγκεκριμένο τρόπο. Από την ίδια βιβλιογραφική πηγή όπως προη-

γούμενα δανειζόμαστε ένα γενικό ορισμό: «Με τον όρο έλεγχο ή αντιστάθμιση

εννοείται ένα άλλο (υπο)σύστημα K το οποίο συνδεδεμένο κατάλληλα με το

P θα ελαχιστοποιεί κάποιο κριτήριο επιθυμητής συμπεριφοράς του συνολικού

συστήματος (P και K»).

1.2 Μοντελοποίηση

Από [1.4.2:Β1] «Στόχος της δυναμικής των κατασκευών είναι ο περιορισμός των

ταλαντώσεων που προέρχονται απο τις διεγέρσεις (εξωτερικά φορτία) έτσι ώστε

να εξασφαλίζεται η ασφάλεια των μηχανικών συστημάτων σε διάφορες οριακές

καταστάσεις και η λειτουργικότητα τους σε συνήθεις καταστάσεις λειτουργίας.

Η ανάλυση των συστημάτων αυτών βασίζονται στην ανάπτυξη μαθηματικών

μοντέλων συμπεριφοράς των μηχανικών συστημάτων και μαθηματικών μοντέ-

λων συμπεριφοράς των εξωτερικών επιδράσεων (διεγέρσεων). Τα μοντέλα αυτά

αναπτύσσονται με βάση υποθέσεις. Λόγω των υποθέσεων, η συμπεριφορά των

μοντέλων σε όλες τις περιπτώσεις δεν περιγράφουν επακριβώς την συμπεριφορά

των συστημάτων. Τα σφάλματα μεταξύ της συμπεριφοράς των μοντέλων και

της συμπεριφοράς των πραγματικών συστημάτων καλούνται σφάλματα μοντε-

λοποίησης.

Η διαδικασία ανάλυσης μηχανικών συστημάτων περιλαμβάνει τρία γενικά

βήματα τα οποία δίνονται στο Σχήμα 1.1. Το πρώτο βήμα αποτελεί την προ-

1
Αναστάσιος Πουλιέζος, Σύγχρονη Θεωρία Ελέγχου, Ελληνικά Ακαδημαϊκά Ηλεκτρο-

νικά Συγγράμματα και Βοηθήματα, Δράση Κάλλιπος, 2016
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σομοίωση της συμπεριφοράς των στοιχείων που απαρτίζουν το σύστημα με

εξειδικευμένα στοιχεία (μοντέλα). Το δεύτερο βήμα αποτελεί την ανάπτυξη

των εξισώσεων κίνησης για τα εξειδικευμένα στοιχεία (μοντέλα) με βάση κα-

ταστατικούς νόμους και νόμους κίνησης διαθέσιμους από την μηχανική. Το

τελευταίο βήμα αποτελεί την επίλυση των εξισώσεων κίνησης.»

Φυσικό

Σύστημα

Μηχανικό

Μοντέλο

Εξισώσεις

Κίνησης

Αριθμητική

Επίλυση

Σχήμα 1: Διαδικασία μοντελοποίησης και επίλυσης.

1.3 Αριθμητικά εργαλεία

Υπάρχει ένα μεγάλο εύρος γλωσσών προγραμματισμού, εφαρμογών και γενι-

κότερα λογισμικού που μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για εκπαιδευτικούς λό-

γους στα πλαίσια του αντικειμένου με το οποίο ασχολούνται οι σημειώσεις

αυτές. Παραδείγματα αποτελούν εφαρμογές όπως η Matlab, το Simulink, και
το LS-DYNA, που είναι εμπορικά πακέτα κάθε ένα από αυτά με διαφορετικό

πεδίο εφαρμογών και χρήσης. Ταυτόχρονα υπάρχουν και πακέτα ελεύθερου

και ανοικτού κωδικά όπως το Octave, η OpenModelica και το Salome-Meca.
Οι Simulink και OpenModelica είναι βασικά γλώσσες προγραμματισμού με

επιστημονικο-τεχνική κατεύθυνση που συνοδεύονται από αντίστοιχα περιβάλ-

λοντα εργασίας, το Matlab και η Octave αφορούν εργαλεία λογισμικού για το

σχεδιασμό και έλεγχο ενός συστήματος ενώ τέλος τα LS-DYNA και Salome-
Meca, αποτελούν ολοκληρωμένα προγράμματα πεπερασμένων στοιχείων τα ο-

ποία μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την επίλυση απλών ή και πολυσύνθετων

προβλημάτων δυναμικής και ταλαντώσεων. Αξίζει να σημειωθει ότι το πρόγραμ-

μα Salome-Meca αποτελεί την συνεργασία του επιλύτη πεπερασμένων στοιχεί-

ων Code-Aster με το περιβάλλον προ- και μετα-επεξεργασίας Salome. Επιπλέ-

ον υπάρχουν και γλώσσες προγραμματισμού γενικής εφαρμογής με scripting
δυνατότητες αλλά και δυναμικό καθορισμό μεταβλητών που μπορούν να χρη-

σιμοποιηθούν και να αξιοποιηθούν πολύ αποτελεσματικά για την αντιμετώπιση

προβλημάτων δυναμικής, ταλαντώσεων και ελέγχου κατασκευών. Χαρακτηρι-

στικά παραδείγματα τέτοιων γλωσσών αποτελούν η πολύ διαδεδομένη τα τελευ-

ταία χρόνια Python καθώς και η σχετικά νεοεμφανιζόμενη Julia. Αξίζει εδώ

να σημειώσουμε τη σταθερά ευρείας διάδοσης, σε πολλαπλά πεδία εφαρμογής,

γλώσσα προγραμματισμού Java η οποία είναι και μια από τις πλέον κατάλληλες

για την ανάπτυξη εφαρμογών. ΄Ολα τα προηγούμενα αναφέρονται ενδεικτικά
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και μόνο και δεν αποτελούν σε καμία περίπτωση προσπάθεια πλήρους παράθε-

σης. Σε ότι παρακάτω ακολουθεί θα αναφέρουμε επιλογές που έχουν γίνει στο

παρόν τεύχος για τις ανάγκες του μαθήματος και του αντικείμενου μελέτης της

δυναμικής, ταλαντώσεων και ελέγχου των κατασκευών. Η γλώσσα προγραμ-

ματισμού Java αλλά και το εικονικό περιβάλλον υπολογισμών της Java Virtual
Machine (JVM), όπως θα γίνει εμφανές αποτελούν το βασικό άξονα γύρω από

τον οποίο κατασκευάστηκαν τα εργαλεία που θα αξιοποιηθούν εδώ.

Η γλώσσα Groovy

Η γλώσσα προγραμματισμού που, για μια σειρά από λόγους, επιλέγεται να χρη-

σιμοποιηθεί στα πλαίσια των σημειώσεων είναι η Groovy η οποία θα μπορούσε

να ιδωθεί ως ένα υπερσύνολο της Java. Η Groovy είναι μια δυναμική, αντικει-

μενοστραφής γλώσσα προγραμματισμού με χαρακτηριστικά παρόμοια με αυτά

από γλώσσες όπως οι Python, Ruby, Perl, και η Smalltalk, «τρέχει» στο JVM
συνεργάζεται και αλληλεπιδρά πλήρως με πακέτα που έχουν δημιουργηθεί σε

Java. Η Groovy μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν γλώσσα σεναρίων scripting.
Για περισσότερα στοιχεία μπορεί κανείς να ανατρέξει στην επίσημη ιστοσελίδα

της γλώσσας
2
καθώς και στο παρόν τεύχος στο παράρτημα Αʹ.

Η εφαρμογή Dynasoft

Το λογισμικό πακέτο Dynasoft3 (http://dynasoft.civil.auth.gr),
σε γλώσσα Java, δημιουργήθηκε για εκπαιδευτικές εφαρμογές στα πλαίσια της

δυναμικής των κατασκευών και έχει ήδη χρησιμοποιηθεί στη σχολή Πολιτικών

Μηχανικών της Πολυτεχνικής Σχολής του Α.Π.Θ. (Δυναμική Ι & ΙΙ) αλλά

και από τη Σχολή Μηχανικών Παραγωγής και Διοίκησης του Πολυτεχνείου

της Κρήτης στα πλαίσια του μαθήματος «Δυναμική, ταλαντώσεις και έλεγχος

κατασκευών» κατά το ακαδημαϊκό έτος 2016–2017. Πρόκειται για μια απλή και

εύκολη στη χρήση εφαρμογή που αφορά τις οντότητες της παρακάτω λίστας:

• Μονοβάθμιος ταλαντωτής (sdof)

• Πολυβάθμιο σύστημα περίπτωση μονώροφου κτιρίου στον 3Δ χώρο (storey)

• Πολυβάθμιο σύστημα, περίπτωση επίπεδου κτιρίου τριών ορόφων (frame)

• Υπολογισμός φασμάτων (specalc)

2http://groovy-lang.org
3 C.G. Panagiotopoulos, G.D. Manolis, A web-based educational software for structural

dynamics. Computer Applications in Engineering Education, 24(4), pp. 599–614, 2016
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• Συνθετικά επιταχυνσεογραφήματα (ground)

κάποιες από τις οποίες οντότητες μπορούν να φανούν χρήσιμες και στα πλαίσια

του μαθήματος «Δυναμική, ταλαντώσεις και έλεγχος κατασκευών».

Η βιβλιοθήκη Climax και το περιβάλλον εργασίας SDE

Για γενικότερου ενδιαφέροντος αλλά και πιο προχωρημένες εφαρμογές και ε-

πίλυση προβλημάτων δυναμικής, ταλαντώσεων και ελεγχου κατασκευων, θα

γίνει χρήση πακέτων λογισμικού ανοικτού κώδικα αναπτυγμένου σε Java. Πιο

συγκεκριμένα η βιβλιοθήκη climax είναι μία βιβλιοθήκη αριθμητικών εφαρμο-

γών ενώ έχει και δυνατότητες υπολογιστικών μεθόδων (μέθοδος πεπερασμένων

στοιχείων, συνοριακών στοιχείων, πεπερασμένες διαφορές, υβριδικές μέθοδοι).

Επιπλέον το περιβάλλον εργασίας SDE είναι εφοδιασμένο με τη βιβλιοθήκη

climax καθώς και άλλων παρόμοιων μονάδων, ενώ μπορεί να λειτουργήσει σαν

μια διεπιφάνεια χρήσης και αξιοποίησης της Groovy. Το εν λόγω λογισμικό,το

οποίο από εδώ και στο εξής θα αποκαλούμε στο σύνολο του και ως Symplegma,
είναι προσβάσιμο από την ιστοσελίδα ( http://symplegma.org/) χρησι-

μοποιήθηκε πειραματικά στα πλαίσια του μαθήματος «Υπολογιστική Μηχανική»

(2016–2017)
4
της Σχολής Μηχανικών Παραγωγής και Διοίκησης του Πολυτε-

χνείου της Κρήτης και του μαθήματος «Σεμινάριο (Ακουστική)-Εφαρμοσμένη

Ακουστική με χρήση Η/Υ» (2017–2018)
5
του τμήματος Μηχανικών Μουσι-

κής Τεχνολογίας & Ακουστικής Τ.Ε. του Τ.Ε.Ι. Κρήτης. Για περισσότερα

στοιχεία σχετικά με τη χρήση των Climax/SDE στα προηγούμενα μαθήματα,

μπορεί κανείς να ανατρέξει στο τεύχος αναφοράς μίας πιο εξειδικευμένης εφαρ-

μογής στο μάθημα της Υπολογιστικής Μηχανικής
6
και στις σημειώσεις του

μαθήματος Σεμινάριο-Ακουστική
7
.

Το πακέτο courses.structuraldynamics

Ειδικά για το μάθημα «Δυναμική, ταλαντώσεις και έλεγχος κατασκευών», ανα-

πτύχθηκε ειδικής κατεύθυνσης πακέτο, ως μέρος του συνόλου της βιβλιοθήκης

Climax. Πιο συγκεκριμένα αφορά την δημιουργία κλάσεων που αναπαριστούν

συνήθεις οντότητες της δυναμικής και των ταλαντώσεων ιδιαίτερης σημασίας

στην κατανόηση αλλά και εμβάθυνση του αντικειμένου.

4 https://www.eclass.tuc.gr/courses/MPD138/index.php
5 https://eclass.teicrete.gr/courses/TA191/
6
Ανάλυση πλαισιακής κατασκευής, με επίπεδα στοιχεία πλήρωσης, σε στατικό και δυνα-

μικό φορτίο. http://symplegma.org/pdfs/CA2017gr.pdf
7
Αριθμητικές Μέθοδοι στην Εφαρμοσμένη Ακουστική: Χρήση της Climax στο περιβάλ-

λον εργασίας SDE. http://symplegma.org/pdfs/CompAcoustIntro.pdf
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1.4 Αναφορές

Μέρος του τεύχους των σημειώσεων αυτών προέρχεται από αυτούσια κομμάτια

προηγούμενου βιβλίου
8

ύστερα από κατάλληλες μετατροπές και, σε κάποιες

περιπτώσεις, διορθώσεις. Τμήματα έχουν υιοθετηθεί και από το πρώτο στη

σειρά βιβλίο της πιο κάτω λίστας.

Σε καμιά περίπτωση οι σημειώσεις αυτές δεν υπολογίζονται ως αντικατάστα-

ση ολοκληρωμένων βιβλίων όπως αυτά της λίστας που ακολουθεί. Τα βιβλία

αυτά, και σε διαφορετικό βαθμό και με ξεχωριστό τρόπο το καθένα, έχουν

εν πολλοίς λειτουργήσει ως εργαλεία εκμάθησης και κατανόησης άλλα και ως

εφαλτήριο για περαιτέρω διερεύνηση και πειραματισμό. ΄Οσο αφορά το παρόν

τεύχος, έχει γίνει προσπάθεια να διατηρηθεί μαζί με την απλότητα και μια κάποια

συνεκτικότητα και πληρότητα.

1.4.1 Βιβλία

Α1 Γ. Μανώλης, Π. Κολιόπουλος, Χ. Παναγιωτόπουλος, Δυναμική των κα-

τασκευών, Ελληνικά Ακαδημαϊκά Ηλεκτρονικά Συγγράμματα και Βοηθή-

ματα, Δράση Κάλλιπος, 2016.

Α2 Ι. Κατσικαδέλης, Δυναμική ανάλυση των κατασκευών - θεωρία και εφαρ-

μογές, εκδ. Συμμετρία, 2012.

Α3 Κ. Αναστασιάδης, Δυναμική των κατασκευών τόμοι Ι & ΙΙ, εκδ. Ζήτη,

1983.

Α4 Α. Καναράχος, Ι. Αντωνιάδης, Δυναμική Μηχανών, εκδ. Παπασωτηρίου,

1998

Α5 Σ. Νατσιάβας, Ταλαντώσεις μηχανικών συστημάτων, εκδ. Ζήτη, 2001

1.4.2 Σημειώσεις και οπτικοακουστικό υλικό

Β1 Κ. Παπαδημητρίου, http://eclass.uth.gr/eclass/courses/
MHXB114/

Β2 Σημειώσεις (Δρ. Δ. Βενετσάνος, Δρ. Ι. Αντωνιάδης) http://courseware.
mech.ntua.gr/ml23065/

Β3 http://dynamikimixanon.wikispaces.com/

8
Χ. Παναγιωτόπουλος, Π. Κολιόπουλος, Εγχειρίδιο δυναμικής των κατασκευών, εκδ.

Σοφία, 2007.
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1.4.3 Εκπαιδευτικό λογισμικό

Γ1 Dynasoft, http://dynasoft.civil.auth.gr/

Γ2 Edusoft, http://edusoft.civil.auth.gr/

Γ3 Symplegma, http://symplegma.org/
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2 Ο μονοβάθμιος ταλαντωτής

2.1 Σύστημα ενός βαθμού ελευθερίας

Στην εικόνα 2 φαίνεται ένα απλό σύστημα ενός βαθμού ελευθερίας, δηλαδή της

μετατόπισης ενός σώματος , από την αρχική θέση ισορροπίας. Τα δυναμικά

χαρακτηριστικά του συστήματος αυτού είναι η μάζα του m, η δυσκαμψία k
του ελατήριου που το συνδέει με το υπόβαθρο, ο συντελεστής απόσβεσης c
λόγω του αποσβεστήρα και η εξωτερική χρονικά εξαρτώμενη δύναμη f(t). Με

fS(t)k

fD(t)c

fI(t)

m

u

f

Σχήμα 2: Σύστημα ενός βαθμού ελευθερίας.

χρήση της αρχής του d’Alembert μπορεί εύκολα να γραφτεί η εξίσωση κίνησης

του συστήματος από την εξίσωση ισορροπίας των δυνάμεων. Οι δυνάμεις που

ασκούνται επί του σώματος όπως φαίνεται και στο σχήμα είναι η εξωτερική

φόρτιση f , η αδρανειακή δύναμη fI , η δύναμη του ελατήριου fS και τέλος η

δύναμη του αποσβεστήρα fD. Η αδρανειακή δύναμη δίνεται από το 2
ο
νόμο του

Νεύτωνα ως το γινόμενο της μάζας του σώματος επί την επιτάχυνση του, η

ελαστική δύναμη (δύναμη επαναφοράς του ελατηρίου), από το νόμο του Ηοοκε,

είναι το γινόμενο της σταθεράς του ελατηρίου (δυσκαμψίας) επί τη μετατόπιση

του συστήματος (η οποία ισούται της επιμήκυνσης του ελατηρίου), ενώ τέλος,

θεωρώντας ιξώδη αποσβεστικό μηχανισμό, η δύναμη αυτού θα είναι το γινόμενο

του συντελεστή απόσβεσης επί την ταχύτητα του σώματος. Ως γνωστόν, η

ταχύτητα είναι η πρώτη χρονική παράγωγος της μετατόπισης ενώ η επιτάχυνση

η δεύτερη χρονική παραγωγός της μετακίνησης. Στο εξής με την άνωθεν τέλεια

θα συμβολίζεται η παράγωγος συνάρτησης ως προς το χρόνο. Συνεπώς η

εξίσωση ισορροπίας θα είναι:

fI(t) + fD(t) + fS(t) = f(t)→
mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = f(t) (1)
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2.2 Ελεύθερη ταλάντωση

Στις διαφορικές εξισώσεις κίνησης εξ. (1) και εξ. (24) πρέπει να λάβουμε υπό-

ψη και τις αρχικές συνθήκες που περιγράφουν την κατάσταση του συστήματος

κατά την έναρξη του φαινομένου. Συνήθως, ως χρόνος έναρξης λαμβάνεται το

μηδέν χωρίς αυτό να είναι δεσμευτικό. Για να καθοριστούν οι αρχικές συνθή-

κες του συστήματος πρέπει να δώσουμε τιμές σε δύο (και μόνο δύο) από τις

τρεις μεταβλητές απόκρισης του συστήματος (τη μετατόπιση και την ταχύτητα),

ενώ η επιτάχυνση προκύπτει από τη δεσμευτική εξίσωση ισορροπίας στο χρό-

νο έναρξης. Συμβολίζουμε την αρχική μετατόπιση u(t0) με u0 και την αρχική

ταχύτητα u̇(t0) με u̇0, οπότε η αρχική επιτάχυνση προκύπτει ως:

ü(t0) = ü0 =
f0 − cu̇0 − ku0

m
(2)

όπου f0=f(t0). Για να κινηθεί λοιπόν ένα σύστημα θα πρέπει είτε να διεγερθεί

από μία εξωτερική δύναμη, είτε να υποβληθεί σε κάποιες μη μηδενικές αρχικές

συνθήκες, είτε τέλος να συμβούν και τα δύο ταυτόχρονα. Η κίνηση του συ-

στήματος όταν υπόκειται σε αρχικές συνθήκες απουσία εξωτερικής διέγερσης

ονομάζεται ελεύθερη ταλάντωση, και η διατύπωση του προβλήματος συνίσταται

στο να βρεθεί η απόκριση του μονοβάθμιου συστήματος που ικανοποιεί την

ομογενη μορφη της διαφορικής εξίσωσης (1) και τις αρχικές συνθήκες u0, u̇0.

Η ιδιοσυχνότητα του μονοβάθμιου ταλαντωτή ω0 =
√
k/m και T0=2π/ω0 η

ιδιοπερίοδος του. Η ιδιοσυχνότητα ω0 είναι ο αριθμός των κύκλων ταλάντωσης

ανά μονάδα χράνου πολλαπλασιασμένος με 2π. Αντίστοιχα η ιδιοπερίοδος T0

είναι ο χρόνος στον οποίο ολοκληρώνεται ένας πλήρης κύκλος ταλάντωσης.

Ανάλογα με την τιμή του συντελεστή απόσβεσης c η ελεύθερη ταλάντωση

ονομάζεται αναπόσβεστη όταν c=0 και αποσβεσμένη για c6=0. Επιπλέον, η απο-

σβεσμένη ταλάντωση διακρίνεται σε υποκρίσιμη, κρίσιμη και υπερκρίσιμη όταν ο

συντελεστής απόσβεσης είναι αντίστοιχα μικρότερος, ίσος ή μεγαλύτερος του

συντελεστή κρίσιμης απόσβεσης, ccr = 2mω0. Η τιμή αυτή του συντελεστή

απόσβεσης (κρίσιμη) είναι η ελάχιστη τιμή απόσβεσης για την οποία το σύ-

στημα δεν θα εκτελέσει ταλάντωση υπό την έννοια της αλλαγής του πρόσημου

της μετακίνησης του συστήματος (ταλάντωση γύρω από την θέση ισορροπίας).

Ορίζεται επίσης το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ως:

ξ =
c

ccr
=

c

2mω0
. (3)

Στον πίνακα 1 δίνονται οι λύσεις u(t) της ομογενούς εκδοχής της εξίσωσης

κίνησης (1) για όλες τις περιπτώσεις απόσβεσης.

Για την αποσβεσμένη ταλάντωση ορίζεται ο συντελεστής λογαριθμικής μεί-

ωσης δn, ο οποίος δίνεται από το λογάριθμο του λόγου της μετατόπισης σε μία
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Πίνακας 1: Ελεύθερη ταλάντωση μονοβάθμιου δυναμικού συστήματος

Αναπόσβεστη

ταλάντωση

ξ = 0

u(t) = u0 cos (ω0t) + u̇0
sin (ω0t)

ω0

= p cos (ω0t+ θ) (4)

Υποκρισιμη

αποσβε-

σμενη

ταλαντωση

ξ < 1

u(t) =

(
u0 cos (ωdt) +

u̇0 + u0ξω0

ωd
sin (ω0t)

)
e−ξω0t

= p cos (ω0t+ θ)e−ξω0t

(5)

Κρίσιμη α-

ποσβεσμένη

ταλάντωση

ξ = 1

u(t) = (u0(1 + ω0t) + u̇0t) e
−ω0t (6)

Υπερκρίσιμη

αποσβεσμέ-

νη ταλάντω-

ση

ξ > 1

u(t) =

(
u0 cosh (ωdt) +

u̇0 + u0ξω0

ωd
sinh (ω0t)

)
e−ξω0t

(7)

ωd η συχνότητα αποσβεσμένης ταλάντωσης ωd=ω0

√
1− ξ2 για την υποκρίσιμη,

και ωd=ω0

√
ξ2 − 1 για την υπερκρίσιμη απόσβεση. Το εύρος στη σχέση (4)

υπολογίζεται ως p =

√
u2

0 +
u̇20
ω2
0

ενώ θ = tan−1(− u̇0
ω0u0

) είναι η γωνία φάσης.

Αντίστοιχα στη σχέση (5) το εύρος είναι p =
√
u2

0 + (u̇0+u0ξω0)2

ω2
0

και η γωνία

φάσης θ = − tan−1( u̇0+u0ξω0

ω0u0
).
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χρονική στιγμή προς τη μετατόπιση μετά την πάροδο n κύκλων ταλάντωσης

δn = ln
u(ti)

u(ti + nTd)
= ln

ui
ui+n

= n
2πξ√
1− ξ2

ξ�1−−−→ δn = n2πξ (8)

Η περίοδος Td είναι η περίοδος της αποσβεσμένης ταλάντωσης και δίνεται ως

Td = 2π/ωd. Στον παραπάνω τύπο χρειάζεται προσοχή στις χρονικές στιγμές

μηδενισμού της απόκρισης, για τις οποίες δε νοείται περαιτέρω μείωση. Είθι-

σται πάντως να υπολογίζουμε τη λογαριθμική μείωση μεταξύ μεγίστων (ακρό-

τατων) τιμών της απόκρισης. Εδώ θα μας απασχολήσουν κυρίως προβλήματα

συστημάτων υποκρίσιμης απόσβεσης, καθώς αυτά είναι που εμφανίζονται στην

πλειοψηφία προβλημάτων ταλαντώσεων μηχανικών συστημάτων.

Σχήμα 3: Αναπόσβεστη ελεύθερη ταλάντωση.

2.3 Αρμονική ταλάντωση

Η ταλάντωση του συστήματος όταν αυτό διεγείρεται από μία αρμονική φόρτιση

της μορφής f(t)=f0 sin (ωt) ή f(t)=f0 cos (ωt) ονομάζεται αρμονική ταλάντω-

ση. Η εξίσωση κίνησης στην περίπτωση ημιτονοειδούς φόρτισης είναι η εξής:

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = f0 sin(ωt) (9)

με αρχικές συνθήκες u0, u̇0. Η λύση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης α-

ποτελείται από δύο μέρη και δίνεται ως u(t)=uc(t)+up(t), όπου uc(t) είναι η

μεταβατική ταλάντωση και up(t) η μόνιμη ή παραμένουσα ταλάντωση. Ο λόγος

της συχνότητας της διέγερσης προς την ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή είναι ένα

πολύ χρήσιμο μέγεθος και ορίζεται ως β=ω/ω0.
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Πίνακας 2: Αρμονική (ημιτονοειδής) ταλάντωση

u(t) = uc(t) + up(t) (10)

Μεταβατική

ταλάντωση

uc(t) = (C1 sin (ωdt) + C2 cosωdt) e
−ξω0t (11)

οι σταθερές C1, C2 εξαρτώνται από τις αρχικές συνθή-

κες.

Παραμένουσα

ταλάντωση

up(t) =
f0

k

1

(1− β2)2 + (2ξβ)2

(
(1− β2) sin (ωt)− 2ξβ cos (ωt)

)
=
f0

k

1√
(1− β2)2 + (2ξβ)2

sin (ωt− θ)

= p sin (ωt− θ)
(12)

όπου p = f0
k

1√
(1−β2)2+(2ξβ)2

το εύρος, και η γωνία φά-

σης θ = tan−1 2ξβ
1−β2 .
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Σχήμα 4: Αποσβεσμένη ελεύθερη ταλάντωση για διάφορες τιμές του λόγου

κρίσιμης απόσβεσης ξ = c/ccr.

Σχήμα 5: Περίπτωση υποκρίσιμης ελεύθερης αποσβεσμένης ταλάντωσης.

΄Ενα πολύ χρήσιμο μέγεθος (που εμφανίζεται στις σχέσεις της εξ. (12) του

πίνακα 2 είναι ο συντελεστής δυναμικής μεγέθυνσης ή ενίσχυσης D, που εκ-

φράζει το πόσες φορές είναι μεγαλύτερη (ή μικρότερη) η μέγιστη παραμένουσα

αρμονική μετατόπιση από την αντίστοιχη στατική.

D =
max(u)

ust
=

1√
(1− β2)2 + (2ξβ)2

(13)

Η τιμή του β για την οποία θα έχουμε το μέγιστο συντελεστή δυναμικής με-

γέθυνσης για ξ=0 είναι β=1, και τότε έχουμε D(β, ξ)=D(1, 0)=∞. Πρόκειται

δηλαδή για φαινόμενο συντονισμού, αφού β=1 → ω/ω0=1 → ω=ω0. Στην
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Σχήμα 6: Επιρροή αρχικής ταχύτητας στην ελεύθερη ταλάντωση.

Σχήμα 7: Απόκριση σε αρμονική διέγερση, η διαφοροποίηση της αρχικής μετα-

βατικής από αυτήν της ύστερης μόνιμης ταλάντωσης είναι εμφανής.

περίπτωση όπου ξ 6=0 αποδεικνύεται πως ο μέγιστος συντελεστής δυναμικής

μεγέθυνσης εμφανίζεται όταν β =
√

1− 2ξ2 και είναι Dmax= 1

2ξ
√

1−ξ2
. Αν θέ-

λουμε να μιλήσουμε για συχνότητα συντονισμού θα έχουμε ωres=ω0

√
1− 2ξ2.
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Σχήμα 8: Γραφική παράσταση της D(β, ξ) με το λόγο β=ω/ω0 για διάφορες

τιμές του συντελεστή κρίσιμης απόσβεσης ξ.

2.3.1 Προσδιορισμός του λόγου κρίσιμης απόσβεσης από το

εύρος της περιοχής συντονισμού

Για τιμές του β στην γειτονιά του β=
√

1− 2ξ2≈1 που αντιστοιχεί στο μέγιστο

της D(β, ξ), παρουσιάζονται οι μεγαλύτερες τιμές του συντελεστή ενίσχυσης.

Η περιοχή αυτή αναφέρεται στην βιβλιογραφία ως περιοχή συντονισμού. Το

εύρος της περιοχής συντονισμού καθορίζεται από τις τιμές β1 και β2 για τις

οποίες ο συντελεστής ενίσχυσης πέφτει από την μέγιστη τιμή Dmax στην τιμή

Dmax/
√

2, όπως δείχνεται στην εικ. 9, όπου . Επομένως οι τιμές β1 και β2

προκύπτουν από την επίλυση της εξίσωσης,

D(β, ξ) = Dmax/
√

2→ 1√
(1− β2)2 + (2ξβ)2

=
1

2
√

2ξ
√

1− ξ2
(14)

από την οποία προκύπτει μια αλγεβρική τετραγωνική εξίσωση οι λυσεις της

οποιας για ξ � 1, ειναι

β1,2 = 1± ξ (15)

ενώ το εύρος της περιοχής συντονισμού είναι β2 − β1 = 2ξ. Επομένως το εύ-

ρος της περιοχής συντονισμού είναι ανάλογο του ξ. Αντικαθιστώντας το λόγο

β = ω/ω0 προκύπτει ότι ω2 − ω1 = 2ω0. Στην περίπτωση που είναι πειραμα-

τικά διαθέσιμο το φάσμα απόκρισης του ταλαντωτή σε αρμονική διέγερση (βλ.

εικ. 8), οι τιμές β1 και β2 (ή αντίστοιχα ω1 και ω2) προκύπτουν από το φάσμα

και επομένως η εξίσωση χρησιμοποιείται για να δώσει πειραματικά μια καλή
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εκτίμηση του συντελεστή απόσβεσης από τη σχέση

ξ =
β2 − β1

2
=
ω2 − ω1

2ω0
(16)

Σχήμα 9: Διάγραμμα ποιοτικής μεταβολής του D(β, ξ) = ως προς β με εύρος

της περιοχής συντονισμού για ξ = 0.05. Η οριζόντια μπλε γραμμή διασχίζει

την τιμή Dmax/
√

2, ενώ οι κατακόρυφες μπλε τις τιμές β1,2 = 1± ξ.

2.4 Γενική δυναμική φόρτιση (ολοκλήρωμα Duhamel)

΄Εστω δυναμικό μονοβάθμιο σύστημα υπό εξωτερική φόρτιση f(t) και αρχικές

συνθήκες μετατόπισης u0 και ταχύτητας u̇0 στον χρόνο t0=0. Η λύση σε αυτή

τη περίπτωση δίνεται από το άθροισμα της ομογενούς λύσης (ελεύθερη ταλά-

ντωση λόγω αρχικών συνθηκών) και της μη-ομογενούς (συμπεριλαμβάνοντας

τον φορτιστικό όρο) απουσία αρχικών συνθηκών.

u(t) =

(
u0 cos (ωdt) +

u̇0 + u0ξω0

ωd
sin (ωdt)

)
e−ξω0t

+
1

mωd

t∫
0

f(τ) sin (ωd(t− τ))e−ξω0(t−τ) dτ (17)

Ο δεύτερος όρος στη σχέση της εξ. (17) είναι το ολοκλήρωμα του Duhamel,
με τη βοήθεια του οποίου μπορεί να εκφραστεί η απόκριση για οποιαδήποτε

εξωτερική δυναμική φόρτιση. Για την περίπτωση της αναπόσβεστης ταλάντωσης

αρκεί στην εξ. (17) να αντικαταστήσουμε με ξ=0 και ωd=ω0 Το ολοκλήρωμα

του Duhamel της εξ. (17) μπορεί να υπολογιστεί είτε αναλυτικά είτε αριθμητικά.

18



Αξίζει επιπλέον να σημειωθεί ότι το ολοκλήρωμα του Duhamel είναι η συ-

νέλιξη της εξωτερικής φόρτισης με τη θεμελιώδη λύση της εξίσωσης κίνησης

του γραμμικού μονοβάθμιου ταλαντωτή. Η θεμελιώδης λύση:

h(t− τ) =
e−ξω0(t−τ)

mωd
sin (ωd(t− τ)) (18)

είναι η λύση για εξωτερική διέγερση ένα ωστικό φορτίο της μορφής δ(t−τ)/m,

με θεώρηση μηδενικών αρχικών συνθηκών, όπου η συνάρτηση δέλτα είναι η

γνωστή γενικευμένη συνάρτηση δ-Dirac με τη βοήθεια της οποίας μπορούμε

να αναπαραστήσουμε ένα φορτίο συγκεντρωμένο στη χρονική στιγμή τ . Για την

περίπτωση της αναπόσβεστου συστήματος, κατά τη οποία ξ=0 η θεμελιώδης

λύση (18) και η σχέση (17) εκφυλίζονται με απλή αντικατάσταση. Για την

περίπτωση, του συστήματος κρίσιμης απόσβεσης, ξ=1, η θεμελιώδης λύση θα

είναι,

h(t− τ) =
1

m
(t− τ)e−ω(t−τ)

(19)

ενώ για την υπερκρίσιμη, ξ>1,

h(t− τ) =
e−ξω0(t−τ)

mω
√
ξ2 − 1

sinh (ω
√
ξ2 − 1 (t− τ)) (20)

για τι οποίες περιπτώσεις κανείς θα πρέπει κατάλληλα να μετατρέψει τη συμ-

βολή της ελεύθερης ταλάντωσης λόγω των αρχικών συνθηκών στη σχέση της

εξ. (17).

Είναι πολύ σημαντικό να γίνει εδώ κατανοητό ότι γνωρίζοντας την απόκριση

του ταλαντωτή σε ωστική διέγερση (θεμελιώδης λύση) h(t), τότε η απόκριση

u(t) σε οποιαδήποτε εξωτερική διέγερση f(t), δίνεται από τη συνέλιξη:

u(t) = f(t) ∗ h(t) + Ε.Α.Σ. (21)

συνυπολογίζοντας την επιρροή των αρχικών συνθηκών (Ε.Α.Σ.). Η h(t) ανα-

φέρεται και ως συνάρτηση μεταφοράς στο πεδίο του χρόνου.

2.4.1 Αριθμητικός υπολογισμός ολοκληρώματος Duhamel

Είναι σημαντικό να τονιστεί σε αυτό το σημείο ότι ο υπολογισμός της απόκρισης

σε γενικής μορφής διέγερση μέσω του ολοκληρώματος Duhamel ισχύει μόνο

για τη περίπτωση γραμμικών και χρονικά αμετάβλητων συστημάτων. Εντούτοις

είναι ένας πολύ καλός τρόπος, στη περίπτωση γραμμικών συστημάτων, για να
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λαμβάνει κανείς την απόκριση ενός συστήματος, αξιοποιώντας της συνελικτική

σχέση της εξ. (21) αφού η λύση αυτή είναι η ακριβής λύση σε ολοκληρωτι-

κή μορφή. ΄Οπως αναφέραμε και προηγούμενα, το ολοκλήρωμα του Duhamel
της εξ. (17) μπορεί να υπολογιστεί είτε αναλυτικά είτε αριθμητικά. Εδώ θα

σταθούμε στον αριθμητικό υπολογισμό του ολοκληρώματος αναπαράγοντας
9
,

ύστερα από κατάλληλη μετατροπή στην παρουσίαση, ένα αλγόριθμο επίλυσης

που βασίζεται σε αριθμητικό σχήμα ολοκλήρωσης με τον κανόνα του Simpson,
για τον οποίο:

x2∫
x1

f(x)dx =
x2 − x1

6

(
f(x1) + 4f(

x1 + x2

2
) + f(x2)

)
. (22)

Τα βήματα επίλυσης δίνονται στον πινάκα 3, όπου δίνεται έμφαση στη περίπτω-

ση της υποκρίσιμης, και ως συνεπακόλουθο και αναπόσβεστης, ταλάντωσης.

Με μικρές παραλλαγές μπορεί παρόμοια να αναπτυχθεί η μέθοδος για τις περι-

πτώσεις κρίσιμης και υπερκρίσιμης ταλάντωσης.

Η κλάση sdof

Εδώ γίνεται μια πρώτη αναφορά και μια συνοπτική παρουσίαση της οντότη-

τας του πακέτου courses.structuraldynamics που αφορά το μονο-

βάθμιο γραμμικό ταλαντωτή και που πραγματώνεται μέσω της κλάσης sdof.
Οι αναφορές που επισημαίνονται αφορούν τον Κώδικα [1]. Για να χρη-

σιμοποιήσουμε τη κλάση sdof πρέπει πρώτα να εισαγάγουμε το πακέτο

courses.structuraldynamics (βλ. γραμμή 1). Στη γραμμή 3 καθορίζε-

ται ένα συναρτησιακό αντικείμενο που θα περιγράφει την εξωτερική διέγερση.

Ο μονοβάθμιος γραμμικός ταλαντωτής ορίζεται στη γραμμή 5 με όρισμα πέντε

μεταβλητές πραγματικών αριθμών sdof(double k, double m, double
c, double u0, double vo), οι οποίοι αφορούν τη δυσκαμψία, τη μάζα,

την απόσβεση, την αρχική μετατόπιση και την αρχική ταχύτητα, αντίστοιχα.

Στη γραμμή 6 εισάγεται και η φόρτιση στον ταλαντωτή ενώ στη γραμμή 7 ζη-

τάμε την επίλυση μέσω της μεθόδου (συνάρτησης) duhamel(). Τέλος και

αφού έχει γίνει η πιο πάνω εισαγωγή μεταβλητών και επίλυση, στη γραμμή 9 του

κώδικα χρησιμοποιούμε τις μεθόδους Disp(), Velc() και Accl() της κλά-

σης sdof για να ανακτήσουμε αντίστοιχα τις χρονοϊστορίες της μετατόπισης,

της ταχύτητας και της επιτάχυνσης.

9
Ι. Κατσικαδέλης, Δυναμική ανάλυση των κατασκευών - θεωρία και εφαρμογές, εκδ.

Συμμετρία, 2012.
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Πίνακας 3: Μέθοδος Simpson για τον αριθμητικό υπολογισμό του ολοκληρώ-

ματος Duhamel στη περίπτωση της υποκρίσιμης ταλάντωσης

Βήμα Διαδικασία

Α. Δεδομένα

Εισαγωγή και καθορισμός μονοβάθμιου ταλαντωτή:

k, m, c

Β. Αρχικοί

υπολογισμοί

Υπολογισμοί δυναμικών χαρακτηριστικών:

ω0 =
√

k
m , ωd = ω0

√
1− ξ2

Αρχικοποίηση:

p1 = f0, g1 = 0, A0 = 0, B0 = 0, t = ∆t

Γ. Επαναληπτικοί

υπολογισμοί για

κάθε βήμα

i = 1..N

1. Υπολογισμός για j=2, 3
τj = t+ (j − 1)∆t/2
pj = f(τj)e

ξω0τj cos (ωdτk)
gj = f(τj)e

ξω0τj sin (ωdτk)

2. Υπολογισμός συντελεστών κανόνα Simpson

At = ∆t
6 (p1 + 4p2 + p3) +At−∆t

Bt = ∆t
6 (g1 + 4g2 + g3) +Bt−∆t

3. Υπολογισμός απόκρισης (ολοκλήρωμα Duhamel)
u(i∆t) = eξω0t(At sin (ωdt)−Bt cos (ωdt))/(mωd)
u̇(i∆t) = eξω0t(At cos (ωdt)+Bt sin (ωdt))/m−ξω0u(i∆t)
ü(i∆t) = −2ξω0u̇(i∆t)− ω2

0u(i∆t) + f(i∆t)/m
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Κώδικας 1: Σύντομη παρουσίαση του αντικείμενου του μονοβάθμιου ταλαντωτή

sdof

1 import cour s e s . s t ruc tura ldynamics .∗
2

3 f={s i n ( i t ∗ s q r t ( 1 00 . 0 ) ∗0 . 8 ) }
4

5 theSDOF=new sdo f ( 100 . 0 , 1 . 0 , 0 . 1 , 0 . 0 , 0 . 0 )
6 theSDOF . setRHS ( f as DoubleFunction )
7 theSDOF . duhamel ( )
8

9 u=theSDOF . Disp ( ) ; v=theSDOF . Velc ( ) ; a=theSDOF . Accl ( )

2.5 Απόκριση σε κρουστική διέγερση πλήγματος

Τα πλήγματα είναι φορτίσεις ‘μικρής’ χρονικής διάρκειας σε σύγκριση με την

ιδιοπερίοδο του ταλαντωτή. Λόγω της μικρής τους διάρκειας η μέγιστη τι-

μή απόκρισης του ταλαντωτή εμφανίζεται πολύ γρήγορα, πριν προλάβουν να

αναπτυχθούν οι μηχανισμοί απόσβεσης, με συνέπεια στη μελέτη τους να αγνο-

ούμε την ύπαρξη απόσβεσης. Για την ανάλυση των πληγμάτων εξετάζουμε την

απόκριση σε δυο φάσεις. Η πρώτη διαρκεί όσο και το πλήγμα και τότε η απόκρι-

ση του ταλαντωτή μπορεί να υπολογισθεί αναλυτικά μέσω του ολοκληρώματος

Duhamel (συνήθως υποθέτουμε αρχική ηρεμία). Η δεύτερη φάση ξεκινάει τη

χρονική στιγμή που τελειώνει η φόρτιση του πλήγματος, και από εκείνη τη

στιγμή και μετά η απόκριση του ταλαντωτή αποτελεί ελεύθερη ταλάντωση υπό

αρχικές συνθήκες. Οι αρχικές συνθήκες για τη έναρξη της δεύτερης φάσης υ-

πολογίζονται από τη μετακίνηση και τη ταχύτητα της πρώτης φάσης, για χρόνο

t = tδ, το χρόνο δηλαδή που διαρκεί η πρώτη φάση. Πολύ χρήσιμο μέγεθος

και στην περίπτωση των πληγμάτων είναι ο συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης

D = umax/ust όπου ust είναι η στατική μετατόπιση του συστήματος αν αυτό

φορτιζόταν με τη μέγιστη τιμή φορτίου f0 του αντίστοιχου πλήγματος, οπότε

ust = f0/k.

2.6 Διέγερση της στήριξης

Ας υποθέσουμε πως στο σώμα δεν ασκείται κάποια εξωτερική δύναμη, αλλά για

κάποιο λόγο (π.χ. σεισμός) έχουμε μια διαταραχή της στήριξης του συστήματος

(εικόνα 10) Η φύση των δυνάμεων που ασκούνται και σ΄ αυτήν την περίπτωση

δεν αλλάζει, όμως αυτό που διαφέρει τώρα είναι η απουσία της εξωτερικής

δύναμης αλλά και το γεγονός ότι η ολική μετατόπιση του σώματος δε συμπίπτει

με την επιμήκυνση του ελατηρίου, η οποία ισούται με τη σχετική μετατόπιση

του σώματος ως προς τη στήριξη του. Επιπλέον, η ταχύτητα σύμφωνα με την

22



fS(t)

k

fD(t)

c

fI(t)

m

ut = ug + u

uug

Σχήμα 10: Διέγερση στήριξης μονοβάθμιου δυναμικού συστήματος.

οποία θα υπολογίσουμε τη δύναμη απόσβεσης είναι η σχετική ταχύτητα του

σώματος ως προς την ταχύτητα της στήριξης του. ΄Οπως φαίνεται και από

την εικόνα 10) η ολική μετατόπιση του σώματος ut θα είναι το διανυσματικό

άθροισμα της μετακίνησης του εδάφους ug και της σχετικής μετατόπισης του

ελατηρίου-αποσβεστήρα u, δηλαδή θα ισχύει η σχέση:

ut(t) = ug(t) + u(t) (23)

και οι χρονικές παράγωγοι αυτής. Η αδρανειακή δύναμη θα είναι το γινόμενο της

ολικής επιτάχυνσης επί τη μάζα του συστήματος, ενώ όσον αφορά τις δυνάμεις

του ελατηρίου και της ιξώδους απόσβεσης, αυτές θα εξαρτώνται από τη σχετική

μετατόπιση και ταχύτητα αντίστοιχα. ΄Ετσι, η εξίσωση ισορροπίας θα είναι:

fI(t) + fD(t) + fS(t) = 0→
müt(t) + cu̇(t) + ku(t) = 0→
m(üg(t) + ü(t)) + cu̇(t) + ku(t) = 0→
mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = −müg(t) (24)

Στην τελευταία σχέση, βλέπουμε πως η ισοδύναμη «εξωτερική» φόρτιση είναι

f(t)=−müg(t), ενώ δεν πρέπει να ξεχνάμε πως όπου u, u̇ και ü, πρόκειται για
τις σχετικές και όχι ολικές μετατοπίσεις, ταχύτητες και επιταχύνσεις.
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2.7 Επίδραση φορτίων βαρύτητας

Η προσέγγιση που γίνεται σε αυτή τη περίπτωση είναι η σε πρώτη φάση «στα-

θεροποίηση» του σώματος σε μια (παραμορφωμένη) θέση ισορροπίας όπου η

μετατόπιση θα είναι uµ (βλ. εικ. (11) και σε δεύτερη φάση η ταλάντωση γύρω

από αυτή τη θέση ισορροπίας ¯u(t) λόγω της δράσης της εξωτερικής δύναμης

f(t). Η μετακίνηση u(t) απο τη θέση όπου το ελατήριο δεν έχει υποστεί καμιά

επιμήκυνση είναι το άθροισμα u(t) = uµ + ū(t) , ενώ η εξίσωση κίνησης του

συστήματος:

w = mg

m

f(t)

f(t)

ū(t)

uµ(t)

c k

Σχήμα 11: Συνυπολογισμός μόνιμων φορτίων βαρύτητας.

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = f(t) + w (25)

Η επιμήκυνση του ελατηρίου λόγω του βάρους θα είναι uµ = w/k, ενώ η

πρώτη και δεύτερη παράγωγος της u ως προς το χρόνο θα είναι u̇ = ˙̄u και

ü = ¨̄u αντίστοιχα. Με αντικατάσταση στην εξ. (25), έχουμε:

m¨̄u(t) + c ˙̄u(t) + kū(t) + kuµ = f(t) + w →
m¨̄u(t) + c ˙̄u(t) + kū(t) = f(t) (26)

και συμπερασματικά μπορεί να ειπωθεί ότι στη δυναμική απόκριση ενός συ-

στήματος τα μόνιμα φορτία της βαρύτητας μπορούν να αγνοηθούν αρκεί τα η

δυναμική παραμόρφωση να μετριέται σε σχέση με το παραμορφωμένο σχήμα

λόγω των μόνιμων φορτίων. Τα συνολικά μεγέθη απόκρισης θα δίνονται απο
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την υπέρθεση των δύο πεδίων, αυτό της παραμόρφωσης λόγω μόνιμων φορτίων

με αυτό της δυναμικής απόκρισης.

2.8 Μόνωση ταλαντώσεων

Το πρόβλημα της μόνωσης των ταλαντώσεων εμφανίζεται σε κυρίως δύο εκδο-

χές, (α) σε αυτή της ελαχιστοποίησης των δυνάμεων δόνησης που μεταφέρονται

από το ταλαντούμενο σύστημα στο περιβάλλον μέσο (στηρίξεις, έδαφος, άλλο

φέρον σύστημα), (β) σε αυτή της ελαχιστοποίησης των κινηματικών δονήσεων

που μεταφέρονται από το περιβάλλον μέσο στο σύστημα. ΄Ενας κατάλληλος

τρόπος προσέγγισης είναι αυτός της θεώρησης αρμονικής μόνιμης κατάστασης.

2.8.1 Μεταβίβαση δύναμης προς το περιβάλλον

Η θεώρηση της αρμονικά επιβαλλόμενης δύναμης πέρα από ρεαλιστική, καθώς

εμφανίζεται πολύ συχνά σε προβλήματα μηχανικών συστημάτων, είναι και κα-

τάλληλη για εμβάθυνση αφού μας δίνει τη δυνατότητα να εξάγουμε συμπερά-

σματα για τη λειτουργία του συστήματος σε πλήθος άλλων μορφών φορτίσεων

(βλ. 2.10). Η κίνηση μόνιμης ταλάντωσης του μονοβάθμιου συστήματος κάτω

από τη δράση της εξωτερικής αρμονικής δύναμης f(t) = f0 sinωt δίνεται από

την εξ.(12) του πιν. 2. ΄Οπως είναι εμφανές και από το σχήμα στην εικ. 12, η

m

f0 sinωt

kc

fS + fD

Σχήμα 12: Μεταβίβαση δύναμης (π.χ., αρμονικής) προς το περιβάλλον

δύναμη που μεταβιβάζεται στο περιβάλλον μέσο στήριξης (αντίδραση) θα είναι
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ίση με το άθροισμα των δυνάμεων του ελατηρίου και του αποσβεστήρα,

f(t) = fS(t) + fD(t)

= ku(t) + cu̇(t)

= fT sin (ωt− θ − φ) (27)

όπου, φ = tan−1(2ξβ) και

fT = f0

√
1 + (2ξβ)2

(1− β2)2 + (2ξβ)2
(28)

Το μέγεθος Df (β, ξ) = fT /f0 είναι ο συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης από

τη μεταβίβαση της δύναμης. Στο σχήμα της εικ. 13 μπορούμε να διακρίνουμε ότι

μείωση της μεταβιβαζόμενης δύναμης έχουμε για β >
√

2. Σε αυτή τη περιοχή

όσο πιο μικρή τιμή του ξ τόσο μικρή και η τιμή του Df που συνεπάγεται και

μικρή τιμή μεταβιβαζόμενης δύναμης. Στην περιοχή συντονισμού επιτυγχάνεται

η διατήρηση σχετικά μικρών τιμών του συντελεστή Df για μεγάλες τιμές του

ξ.

Σχήμα 13: Γραφική παράσταση της Df (β, ξ) με το λόγο β=ω/ω0 για διάφορες

τιμές του συντελεστή κρίσιμης απόσβεσης ξ.

2.8.2 Επιβολή κίνησης από το περιβάλλον

Ουσιαστικά πρόκειται για την ίδια περίπτωση που παρουσιάσαμε στην παρά-

γραφο 2.6 και εκφράζεται από την εξ. 24. Εδώ για να διαμορφώσουμε μια πιο
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εποπτική εικόνα θεωρούμε την διέγερση της στήριξης (καταναγκασμός) ως μια

αρμονική συνάρτηση, ug(t) = u0 sinωt. Αποδεικνύεται πως ο συντελεστής δυ-

ναμικής ενίσχυσης Du(β, ξ) για τη μεταβίβαση της κίνησης είναι ίδιος με αυτόν

της προηγούμενης παραγράφου Df (β, ξ).

Du(β, ξ) =
(üt)max
(üg)max

=
(ut)max
(ug)max

= Df (β, ξ) (29)

2.9 Μηχανική ενέργεια

Η μηχανική ενέργεια E(t) του μονοβ·αθμιου συστήματος ειναι το άθροισμα της

κινητικής ενέργειας T (t) = 1
2mu̇

2
και της δυναμικής ενέργειας V(t) = 1

2mu
2
,

E(t) = T (t) + V(t) =
1

2
mu̇2 +

1

2
mu2

(30)

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση κίνησης (1) στο χρόνο, αφού την πολλαπλασιά-

σουμε με τη ταχύτητα u̇,

t∫
0

(mü+ cu̇+ ku) u̇ dt =

t∫
0

fu̇ dt (31)

μπορεί να προκύπτει η σχέση,

t∫
0

(mü+ ku) u̇ dt = E(t)− E(0) =

t∫
0

(f − cu̇) u̇ dt (32)

η οποία σχέση δηλώνει πως η αλλαγή στη μηχανική ενέργεια στο χρονικό

διάστημα [0, t] ισούται με το έργο της εξωτερικής φόρτισης f(t) μείον αυτό της

δύναμης απόσβεσης cu̇(t). Η χρονική παράγωγος της εξ. (32) είναι ο ρυθμός

μεταβολής της μηχανικής ενέργειας (δηλαδή η ισχύς),

dE(t)

dt
= (mü+ ku) u̇ = −cu̇2 + fu̇. (33)

2.10 Ανάλυση στο πεδίο της συχνότητας

2.10.1 Ανάλυση περιοδικής συνάρτησης σε τριγωνομετρική

σειρά Fourier

Μια περιοδική συνάρτηση f(t) μπορει να παρασταθεί με την τριγωνομετρική

σειρά άπειρων όρων

f(t) = a0 +
∞∑
n=1

(an cosnωpt+ bn sinnωpt) (34)
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Tp Tp

t

f(t)

Σχήμα 14: Περιοδική συνάρτηση f(t) που εκτείνεται από το −∞ στο ∞ με

περίοδο Tp.

όπου an, bn προσδιοριστέες σταθερές και ωp = Tp/2π η κυκλική συχνότητα της

συνάρτησης f(t). Με αξιοποίηση της ιδιότητας της ορθογωνικότητας των τρι-

γωνομετρικών συναρτήσεων μπορούμε να προσδιορίσουμε τις σταθερές a0, an
και bn ως

a0 =
1

Tp

Tp/2∫
−Tp/2

f(t) dt (35αʹ)

an =
2

Tp

Tp/2∫
−Tp/2

f(t) cosnωpt dt (35βʹ)

bn =
2

Tp

Tp/2∫
−Tp/2

f(t) sinnωpt dt (35γʹ)

Η σειρά (34) προσεγγίζει τη συνάρτηση f(t) καθώς το n→∞, όταν η περιοδική

συνάρτηση πληροί τις προϋποθέσεις γνωστές ως συνθήκες Dirichlet.

(α) Το πλήθος των σημείων ασυνέχειας της f(t) μέσα σε μια περίοδο είναι

πεπερασμένο.

(β) Το πλήθος των ακρότατων μέσα σε μια περίοδο είναι πεπερασμένο.
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(γ) Η συνάρτηση είναι ολοκληρώσιμη μέσα σε μια περίοδο, δηλαδή

Tp/2∫
−Tp/2

|f(t)| dt = k <∞.

Η συνάρτηση που πληροί τις συνθήκες (α) και (β) ονομάζεται τμηματικά συνε-

χής. Σε κάποιο σημείο ασυνέχειας, έστω το td η σειρά Fourier συγκλίνει στη

μέση τιμή

1

2

(
f(t−d ) + f(t+d )

)
Στα σημεία ασυνέχεια η προσέγγιση με τη σειρά Fourier ακόμα και για μεγάλο

πλήθος όρων παρουσιάζει ένα σφάλμα το οποίο περιγράφεται και ως φαινόμενο

Gibbs.

2.10.2 Μόνιμη απόκριση σε περιοδική διέγερση

Υποθέτουμε ότι η περιοδική διέγερση επιβάλλεται αρκετό χρόνο ώστε η παρο-

δική ταλάντωση να έχει αποσβεστεί, οπότε και ενδιαφερόμαστε για τη μόνιμη

απόκριση του συστήματος. Η μόνιμη απόκριση σε περιοδική διέγερση προέρ-

χεται από τρία διαφορετικά είδη φόρτισης, σε αντιστοιχία με τους όρους της

εξ. (34). Η μόνιμη απόκριση για το σταθερό όρο a0 θα είναι η στατική απόκρι-

ση,

ua0(t) =
a0

k
. (36)

Για αρμονική φόρτιση ημίτονου η μόνιμη απόκριση δίνεται από την εξ. (12), που

επαναλαμβάνουμε εδώ στην πιο κάτω μορφή,

ubn(t) =
bn
k

1

(1− β2
n)2 + (2ξβn)2

(
(1− β2

n) sin (nωpt)− 2ξβn cos (nωpt)
)
,

(37)

όπου βn =
nωp

ω0
. Αντίστοιχα, για την αρμονική διέγερση συνημιτόνου η μόνιμη

απόκριση είναι,

uan(t) =
an
k

1

(1− β2
n)2 + (2ξβn)2

(
2ξβn sin (nωpt) + (1− β2

n) cos (nωpt)
)
.

(38)
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Η απόκριση του μονοβάθμιου ταλαντωτή στη περιοδική διέγερση της σχέσης

στην εξ. (34) θα δίνεται από τη σύνθεση των επιμέρους αποκρίσεων, που μετά

από κάποιες απλοποιήσεις μπορεί να γραφτεί ως,

u(t) =
a0

k
+

∞∑
n=1

1

k

1

(1− β2
n)2 + (2ξβn)2

((
an2ξβn + bn(1− β2

n)
)

sin (nωpt)

+
(
an(1− β2

n)− bn2ξβn
)

cos (nωpt)
)

(39)

2.10.3 Μιγαδική μορφή σειράς Fourier και απόκριση

Χρήσιμες ταυτότητες για τη περαιτέρω διερεύνηση αποτελούν οι σχέσεις του

Euler που επιτρέπουν την μεταφορά από τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις σε

εκθετική μορφή,

cos θ =
1

2

(
eiθ + e−iθ

)
(40αʹ)

sin θ = − i
2

(
eiθ − e−iθ

)
(40βʹ)

και το αντίστροφο ζεύγος εξισώσεων,

eiθ = cos θ + i sin θ (41αʹ)

e−iθ = cos θ − i sin θ (41βʹ)

Η σειρά Fourier που είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο και που εκφράζεται

από την εξ. (34), μπορεί να γραφτεί χρησιμοποιώντας τις σχέσεις Euler της

εξ. (40) ως,

f(t) =
∞∑

n=−∞
cne

inωpt (42)

όπου οι συντελεστές δίνονται ως

cn =
1

Tp

Tp/2∫
−Tp/2

f(t)e−inωpt dt (43αʹ)

c−n =
1

Tp

Tp/2∫
−Tp/2

f(t)einωpt dt (43βʹ)

c0 =
1

Tp

Tp/2∫
−Tp/2

f(t) dt = a0. (43γʹ)
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Να σημειωθεί εδώ πως η απάντηση στο εύλογο ερώτημα του πως γίνεται

μια πραγματική συνάρτηση f(t) να δίνεται ως ένα άπειρο άθροισμα μιγαδικών

όρων της εξ.(42), έγκειται στο γεγονός ότι σε κάθε όρο cne
inωpt ,στο δεξιά

μέλος της εξ. (42), αντιστοιχεί ένας όρος c−ne
−inωpt, των οποίων το άθροισμα

δίνει μια πραγματική συνάρτηση.

Στο σημείο αυτό παρουσιάζουμε τη μόνιμη απόκριση του μονοβάθμιου τα-

λαντωτή σε μια περιοδική φόρτιση της εκθετικής μιγαδικής μορφής της εξ. (42),

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = f0e
iωt

(44)

θεωρώντας μια λύση της μορφής Ceiωt καταλήγουμε στη συνάρτηση,

u(t) = H(ω)f0e
iωt

(45)

με H(ω) τη μιγαδική συνάρτηση συχνότητας,

H(ω) =
1

−mω2 + icω + k
=

1

k(1− β2 + 2iξβ)
. (46)

Αν τώρα θεωρήσουμε f0=cn της εξ. (43αʹ) και ω=nωp, βάση της αρχής της

επαλληλίας μπορούμε να γράψουμε τη συνολική μόνιμη απόκριση στο φορτίο

της εξ. (42),

u(t) =

∞∑
n=−∞

cnH(ωp)e
inωpt. (47)

2.10.4 Ολοκλήρωμα Fourier μη περιοδικής διέγερσης και α-

πόκριση

Από το ανάπτυγμα της εξ. (42) και χρησιμοποιώντας τη σχέση της εξ. (43αʹ)

για τους συντελεστές cn καθώς και για
1
Tp

=
ωp

2π ,

f(t) =
1

2π

∞∑
n=−∞

 Tp/2∫
−Tp/2

f(t)e−inωpt dt

 einωptωp (48)

Στο σημείο αυτό μπορούμε να γράψουμε και το ολοκλήρωμα Fourier μιας μη

περιοδικής συνάρτησης. Για τη μη περιοδική συνάρτηση f(t) θεωρείται ότι

Tp → ∞ και ωp → dω απειροστό, ενώ θέτουμε το γινόμενο nωp ως ω. Η πιο

πάνω σχέση της εξ. (48) από άπειρο άθροισμα όρων στο ωp παίρνει τη μορφή

ολοκληρώματος στο dω,

f(t) =
1

2π

∞∫
−∞

F (ω)eiωt dω (49)
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και

F (ω) =

∞∫
−∞

f(t)e−iωt dt (50)

Οι τελευταίες δύο σχέσεις καθορίζουν το ζεύγος μετασχηματισμού Fou-
rier. Πιο συγκεκριμένα έχουμε τον (ευθύ) μετασχηματισμό Fourier, F [f(t)] =
F (ω) της συνάρτησης f(t) της εξ. (50), ενώ η συνάρτηση f(t) που υπολογί-

ζεται απο την εξ. (49) ονομάζεται αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier της

F (ω) ενώ συμβολίζεται και ως F−1[f(ω)] = f(t).
Μια ιδιότητα που καθιστά τον μετασχηματισμό Fourier χρήσιμο εργαλείο

στην επίλυση των διαφορικών εξισώσεων είναι αυτή του μετασχηματισμού των

παραγώγων,

F
[
dnf

dtn
(t)

]
= (iω)nF (ω). (51)

Για να υπολογίσουμε την απόκριση του συστήματος κάτω από τυχαία διέ-

γερση με χρήση του μετασχηματισμού (η ολοκληρώματος) Fourier, δηλαδή για

να θέσουμε και να αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα στο πεδίο της συχνότητας,

μπορούμε να ξεκινήσουμε από την εξίσωση κίνησης στο πεδίο του χρόνου. Πολ-

λαπλασιάζοντας την εξ. (1) με e−iωt και ολοκληρώνοντας στον χρόνο από −∞
έως ∞, λαμβάνουμε,

mF
[
d2u

dt2
(t)

]
+ cF

[
du

dt
(t)

]
+ kF [u(t)] = F [f(t)]→

m(iω)2U(ω) + icωU(ω) + kU(ω) = F (ω)→
(−mω2 + icω + k)U(ω) = F (ω)→

U(ω) = F (ω)
1

(k −mω2 + icω)

καταλήγουμε δηλαδή στην αντίστοιχη της συνελικτικής εξίσωσης (21) στο πε-

δίο του χρόνου

U(ω) = F (ω)H(ω) (52)

η οποία όμως στο πεδίο της συχνότητας δίνεται από απλό γινόμενο συναρτήσε-

ων. Η συνάρτηση H(ω) ονομάζεται και συνάρτηση μεταφοράς, αφού μεταφέρει

το σήμα της διέγερσης σε απόκριση, είναι ο μετασχηματισμός Fourier της συ-

νάρτησης κρουστικής απόκρισης h(t), ενώ μπορεί να γραφτεί και ως,

H(ω) =
1

k
(

1− ω2

ω2
0

+ i2ξ ωω0

) (53)
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Στον Κώδικα [2] υπολογίζεται η μιγαδική συνάρτηση μεταφοράς ενός γραμμικού

μονοβάθμιου ταλαντωτή και δημιουργείται το διάγραμμα του μέτρου της σε ένα

εύρος του ω.

Κώδικας 2: Συνάρτηση μεταφοράς H(ω), πραγματικό μέρος μιγαδικής.

1 k=100; m=1; c=3.5
2 om0=sq r t ( k/m)
3 UnitReal=new Complex ( 1 . 0 , 0 . 0 )
4

5 H={
6 C=new Complex (k−m∗( i t ∗om0) ∗∗2 , c ∗( i t ∗om0) )
7 return ( ( UnitReal /C) . abs ( ) )
8 }
9 thePlot . c l e a r ( )

10 thePlot . addFunction (new p l o t f un c t i on ( l i n s p a c e ( 0 . 0 , 201 , 0 . 01 ) ,H
as DoubleFunction ) )

11 thePlot . show ( )

΄Εχοντας λοιπόν τη συνάρτηση μεταφοράς H(ω) αν γνωρίζουμε ή αν μπο-

ρούμε να υπολογίσουμε (εξ.(50)) τη διέγερση στο πεδίο της συχνότητας μπο-

ρούμε εύκολα να υπολογίσουμε την απόκριση, και αυτή στο πεδίο της συχνό-

τητας, και να ανακατασκευάσουμε τη λύση στο πεδίο του χρόνου με χρήση του

αντίστροφου μετασχηματισμού Fourier από την εξ.(49)),

u(t) =
1

2π

∞∫
−∞

U(ω)eiωt dω

=
1

2π

∞∫
−∞

F (ω)H(ω)eiωt dω. (54)

Παρόλα αυτά οι υπολογισμοί των μετασχηματισμών Fourier τις περισσό-

τερες φορές δεν είναι μια απλή αναλυτική διαδικασία. Ο υπολογισμοί αυτοί

μπορούν όμως εύκολα να γίνουν αριθμητικά χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο

του ταχέως μετασχηματισμού FFT (Fast Fourier Transform). Για να αξιοποι-

ηθούν οι αλγόριθμοι αυτοί θα πρέπει να περάσουμε από το συνεχές σήμα στο

χρόνο στο ψηφιοποιημένο ανάλογο σε διακριτά χρονικά σημεία.

Προκειμένου να μετατραπεί ένα αναλογικό σήμα x(t) σε ψηφιακό f(n), πρέ-
πει να αφαιρεθεί η συντριπτική πλειονότητα τιμών στα σημεία του χρόνου. Η

διαδικασία αυτή ονομάζεται δειγματοληψία και τα ολιγάριθμα χρονικά σημεία

που απομένουν θα πρέπει να αποδίδουν με επαρκή ακρίβεια το φυσικό φαινό-

μενο. Εάν θεωρήσουμε το τυχαίο αναλογικό σήμα x(t) του Σχήματος (15),

πρέπει πρώτα να επιλέξουμε τον αριθμό των Ν χρονικών διαστημάτων ίσου μή-

κους h. Θεωρώντας ότι ο αξιόπιστος χρόνος καταγραφής (record time length)
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είναι Ttot, με έναρξη μέτρησης του χρόνου τη χρονική στιγμή t0, προκύπτει ότι
Ttot=Nh. Σημειώνεται ότι παρά το γεγονός πως τα τυχαία σήματα δεν έχουν

περιοδικότητα, μπορούμε να θεωρήσουμε πως έχουν περίοδο ίση με το συνολικό

χρόνο καταγραφής τους T=Ttot. Η παραδοχή αυτή οδηγεί στην ελάχιστη δυνα-

τή συχνότητα κύκλων επανάληψης του ψηφιακού σήματος ως fmin = 1/Ttot. Η

επιλογή του h καθορίζει και τις, μέγιστη δυνατή συχνότητα fmax και ελάχιστη

περίοδο Tmin, που μπορούν να ανιχνευτούν στο ψηφιακό σήμα, αναφερόμαστε

δηλαδή στη συχνότητα Nyquist που ορίζεται ως,

fmax =
1

Tmin
=

1

2h
. (55)

Ο αλγόριθμος FFT στο SDE

Στην Climax έχει επιλεγεί, για τις ανάγκες της εφαρμογής του αριθμητικού

διακριτού μετασχηματισμού Fourier, η χρήση της FFT της βιβλιοθήκης Apache
Commons Mathematics. Σε αντίστοιχη ενότητα δίνονται παραδείγματα, μαζί

με τον συνοδευτικό κώδικα, που βοηθούν στην εξοικείωση της χρήσης των

σχετικών εργαλείων στο περιβάλλον SDE.

Σχήμα 15: Ψηφιοποίηση αναλογικού σήματος

2.11 Αριθμητική επίλυση της εξισωσης κίνησης

Είδαμε σε προηγούμενη ενότητα πως μπορούμε να προσεγγίσουμε τη λύση ε-

νός μονοβάθμιου ταλαντωτή σε τυχαία διέγερση αν υπολογίσουμε αριθμητικά

το ολοκλήρωμα του Duhamel. Η μέθοδος αυτή έχει δύο πολυ βασικούς πε-

ριορισμούς, ο πρώτος είναι ότι είναι πολύ δύσκολη η επέκταση στη περίπτωση

συστημάτων με πολλούς βαθμούς ελευθερίας (πολυβάθμιος ταλαντωτής) και ο
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δεύτερος έγκειται στην αδυναμία εφαρμογής της στη περίπτωση μη γραμμικού

συστήματος. Για την αντιμετώπιση του συνόλου των προβλημάτων αυτών έ-

χουν αναπτυχθεί εξειδικευμένες μέθοδοι τις οποίες θα καλούμε και ως μεθοδους

χρονικής ολοκλήρωσης.

Η διαδικασία επίλυσης της εξίσωσης κίνησης (εξ. 1) με χρονική ολοκλήρωση

βασίζεται στις εξής δυο βασικές παραδοχές:

• ικανοποίηση της εξ. (1), ή της αντίστοιχης μητρωικής μορφής στην περί-

πτωση των πολυβάθμιων συστημάτων, σε διακριτά χρονικά σημεία tn =
n∆t

• προκαθορισμός της χρονικής μεταβολής των αγνώστων μεταβλητών και

του φορτιστικού όρου εντός του χρονικού βήματος ∆t.

Εφαρμόζοντας τις δύο αυτές παραδοχές, οποιαδήποτε χρονική συνάρτηση g(t)
αντικαθίσταται από ακολουθίες gn=g(tn), ενώ η διαφορική εξίσωση κίνησης

παίρνει τη μορφή εξίσωσης διαφορών.

Θα μπορούσαμε να πούμε πως δύο μεγάλες κατηγοριοποιήσεις υπάρχουν για

τις μεθόδους αυτές. Η πρώτη αναφέρεται στη μορφή της διαφορικής εξίσωσης

που αυτές επιλύουν, και χωρίζονται σε μεθόδους επίλυσης των εξισώσεων δεύ-

τερης τάξης και σε αυτές της επίλυσης διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης.

Η δεύτερη κατηγοριοποίηση αφορά την αλγοριθμική μόρφωση ενός σχήματος

ολοκλήρωσης που μπορεί να είναι ρητή (explicit) ή πεπλεγμένη (implicit). Στη

ρητή μορφή η επίλυση για το τρέχον καινούργιο χρονικό βήμα εξαρτάται από

παραμέτρους αποκλειστικά προηγούμενων χρονικών βημάτων ενώ στη πεπλεγ-

μένη όχι.

Κρίσιμα χαρακτηριστικά για την αξιοπιστία και απόδοση ενός αλγόριθμου

χρονικής ολοκλήρωσης είναι (i) η αριθμητική ευστάθεια και (ii) η ακρίβεια του.

Η αριθμητική ευστάθεια είναι επιβεβλημένη προκειμένου να εξασφαλίζεται η

σύγκλιση των αποτελεσμάτων του αλγόριθμου. Αν η απαίτηση της αριθμητι-

κής ευστάθειας εισάγει περιορισμούς στο μέγεθος της χρονικής παραμέτρου

διακριτοποίησης ∆t (χρονικό βήμα), τότε ο αλγόριθμος χαρακτηρίζεται ως υπό

συνθήκη ευσταθής (conditionally stable). Σε αντίθετη περίπτωση, χαρακτηρί-

ζεται ως άνευ συνθήκης ευσταθής (unconditionally stable).

2.11.1 Αριθμητική ολοκλήρωση εξισώσεων δεύτερης τάξης

Παρακάτω παρουσιάζουμε συνοπτικά και σε μορφή πινάκων δύο εξαιρετικά δια-

δεδομένες αλλά και χαρακτηριστικές μέθοδοι χρονικής ολοκλήρωσης για τις

διαφορικές εξισώσεις κίνησης δεύτερης τάξης, μονοβάθμιων και πολυβάθμιων

ταλαντωτών. Επισημαίνουμε πως στη περίπτωση των πολυβάθμιων συστημά-

των θα έχουμε αντί βαθμωτών μεγεθών, μητρώα (π.χ. δυσκαμψία k, μάζα m,
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απόσβεση c) και διανύσματα (π.χ. μετακίνηση u, ταχύτητα v, επιτάχυνση a και

εξωτερική διέγερση f).

Μέθοδος κεντρικής διαφοράς

Η μέθοδος της κεντρικής διαφοράς μπορεί να προκύψει με αξιοποίηση της προ-

σέγγισης των χρονικών παραγώγων της απόκρισης με τα σχήματα πεπερασμέ-

νων διαφορών, για τη μεν ταχύτητα,

u̇(t) ≈ u(t+ ∆t)− u(t−∆t)

2∆t
→ u̇n = vn =

un+1 − un−1

2∆t
,

ενώ για τη δε επιτάχυνση,

ü(t) ≈ u(t+ ∆t)− 2u(t) + u(t−∆t)

∆t2
→ ün = v̇n = an =

un+1 − 2un + un−1

∆t2
.

Με αντικατάσταση των παραπάνω σχέσεων στην εξίσωση κίνησης μπορούμε

να διαμορφώσουμε τη μέθοδο της κεντρικής διαφοράς για την επίλυση της δια-

φορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης. Εδώ δίνουμε στη μορφή του Πινάκα 4 τα

βήματα για την υλοποίηση της μεθόδου σε ηλεκτρονικό υπολογιστή.

Είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι η μέθοδος αυτή είναι υπό συνθήκες ευ-

σταθής, με την αντίστοιχη συνθήκη να είναι,

∆t ≤ ∆tcr =
T0

√
1− ξ2

π
=

2
√

1− ξ2

ω0
(56)

εντούτοις η μέθοδος χρησιμοποιείται πολύ σε προβλήματα που εμπλέκουν υ-

ψηλές συχνότητες (π.χ. διάδοση κύματος) καθώς σε αυτές τις περιπτώσεις

το βήμα χρονικής ολοκλήρωσης ∆t απαιτείται, για λόγους ακρίβειας, να είναι

πολύ μικρό. Επιπλέον, αν η μέθοδος συνδυάζεται με ένα σύστημα το οποίο

μπορεί να περιγραφεί κατάλληλα και αξιόπιστα από ένα διαγώνιο μητρώο μά-

ζας (βλ. ενότητα πολυβάθμιων συστημάτων) μπορεί να δώσει πολυ αποδοτικές

υπολογιστικά διαδικασίες επίλυσης.

Οικογένεια μεθόδων β-Newmark

Πρόκειται για μια από τις πιο διαδεδομένες μεθόδους επίλυσης προβλημάτων της

δυναμικής των κατασκευών με χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή. Αυτό οφεί-

λεται στην ευκολία προγραμματισμού της και στη δυνατότητα να αποδώσει, με

κατάλληλη επιλογή των παραμέτρων της, αλγόριθμους χωρίς συνθήκη ευστα-

θείς. Οι παράμετροι αυτές είναι οι συντελεστές β και γ οι οποίοι και ρυθμίζουν

την επιρροή της αρχικής και τελικής επιτάχυνσης, μέσα σε ένα χρονικό βήμα,
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Πίνακας 4: Μέθοδος κεντρικής διαφοράς

Βήμα Διαδικασία

Α. Δεδομένα και

αρχικοί

υπολογισμοί

1. Εισαγωγή και καθορισμός συστήματος ταλάντωσης και

εξωτερικής διέγερσης:

k, m, c, f
2.Καθορισμός αρχικών συνθηκών μετακίνησης και ταχύτη-

τας u0, v0

3.Υπολογισμός επιτάχυνσης από τη σχέση ισορροπίας

a0=m−1(f − ku0 − cv0)
4.Καθορισμός χρονικού βήματος ∆t
5.Υπολογισμός σταθερών ολοκλήρωσης,

w0 = 1
∆t2

, w1 = 1
2∆t , w2 = 2w0, w3 = 1

w2

6.Υπολογισμός, u−1 = u0 −∆tv0 + w3a0

7.Καθορισμός του ενεργού μητρώου «δυσκαμψίας»,

k̂ = w0m+ w1c

Β. Επαναληπτικοί

υπολογισμοί για

κάθε βήμα

i = 1..N

1. Υπολογισμός ενεργής διέγερσης βήματος i

f̂i = fi − (k − w2m)ui−1 − (w0m− w1c)ui−2

2. Επίλυση βήματος i για τον υπολογισμό της μετακίνησης

ui = k̂−1f̂i

3. Αποκατάσταση ταχύτητας και επιτάχυνσης βήματος

vi = 2
∆t(ui − ui−1)− vi−1

ai = 4
∆t2

(ui − ui−1 −∆tvi)− ai−1
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πάνω στην προσέγγιση της μετακίνησης και της ταχύτητας, αντίστοιχα. Οι

σχέσεις για τις δύο αυτές προσεγγίσεις δίνονται για την ταχύτητα ως,

u̇n+1 = u̇n + (1− γ)∆tün + γ∆tün+1, (57)

και αντίστοιχα για τη μετακίνηση,

un+1 = un + ∆tu̇n + (
1

2
− β)∆t2ün + β∆t2ün+1. (58)

Με έκφραση της ün+1 από τη δεύτερη των εξισώσεων και αντικατάσταση στη

πρώτη λαμβάνουμε εκφράσεις για τη ταχύτητα και επιτάχυνση στο βήμα n+ 1
ως συναρτήσεις, των συντελεστών της μεθόδου β και γ, αλλά και μεγεθών

της επιτάχυνσης, της ταχύτητας και της μετακίνησης στο προηγούμενο βήμα n
καθώς και της μετακίνησης στο n+ 1. Με αντικατάσταση αυτών των σχέσεων

στη εξίσωση κίνησης για τη χρονική θέση που αντιστοιχεί στο βήμα n + 1,
λαμβάνουμε μια σχέση που μπορεί να γραφτεί ως k̂un+1=f̂n+1, από την επίλυση

του οποίου προκύπτει η un+1. Εδώ δίνουμε στη μορφή του Πίνακα 5 τα βήματα

για την υλοποίηση της μεθόδου σε ηλεκτρονικό υπολογιστή.

Η ομάδα μεθόδων β-Newmark για επιλογή των παραμέτρων τέτοια ώστε:

0.5 ≤ γ ≤ 2β

διαμορφώνει σχήματα χρονικής ολοκλήρωσης άνευ συνθηκών ευσταθή. Σε

άλλη περίπτωση η συνθήκη ευστάθειας στο βήμα χρονικής διακριτοποίησης θα

είναι:

∆t ≤ ∆tcr =
1

ω0

ξ(γ − 0.5) +
√

0.5γ − β + ξ2(γ − 0.5)2

0.5γ − β
. (59)

Δύο πολυ συχνές επιλογές από την πιο πάνω ομάδα μεθόδων είναι,

(α) μέθοδος μέσης σταθερής επιτάχυνσης, γ = 1
2 και β = 1

4

(β) μέθοδος γραμμικής επιτάχυνσης, γ = 1
2 και β = 1

6

η οποία πρώτη είναι άνευ συνθηκών ευσταθής αλλά με μικρότερη ακρίβεια της

δεύτερης η οποία όμως είναι υπό συνθήκη ευσταθής. Η συνθήκη ευστάθειας

πάνω στο εύρος του βήματος χρονικής διακριτοποίησης ∆t για τη περίπτωση

της μεθόδου γραμμικής επιτάχυνσης, καθορίζεται αν στη σχέση της εξ. (59)

αντικαταστήσουμε τις τιμές των συντελεστών γ=1
2 και β=1

6 , ώστε να λάβουμε,

∆tcr =
2
√

3

ω0
, (60)

το οποίο όπως βλέπουμε δεν εξαρτάται και από το συντελεστή ξ, δηλαδή είναι

ανεξάρτητο της απόσβεσης του συστήματος.
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Πίνακας 5: Μέθοδος β-Newmark

Βήμα Διαδικασία

Α. Δεδομένα και

αρχικοί

υπολογισμοί

1. Εισαγωγή και καθορισμός συστήματος ταλάντωσης και

εξωτερικής διέγερσης:

k, m, c, f
2.Καθορισμός αρχικών συνθηκών μετακίνησης και ταχύτη-

τας u0, v0

3.Υπολογισμός επιτάχυνσης από τη σχέση ισορροπίας

a0=m−1(f − ku0 − cv0)
4.Καθορισμός χρονικού βήματος ∆t
5.Υπολογισμός σταθερών ολοκλήρωσης,

w0 = 1
β∆t2

, w1 = γ
β∆t , w2 = 1

β∆t , w3 = 1
2β − 1,

w4 = γ
β −1, w5 = ∆t

2

(
γ
β − 2

)
, w6 = ∆t(1−γ), w7 = ∆tγ

6.Καθορισμός του ενεργού μητρώου «δυσκαμψίας»,

k̂ = k + w0m+ w1c

Β. Επαναληπτικοί

υπολογισμοί για

κάθε βήμα

i = 1..N

1. Υπολογισμός ενεργής διέγερσης βήματος i

f̂i = fi + m(w0ui−1 + w2vi−1 + w3ai−1) + c(w1ui−1n +
w4vi−1 + w5ai−1)

2. Επίλυση βήματος i για τον υπολογισμό της μετακίνησης

ui = k̂−1f̂i

3. Αποκατάσταση επιτάχυνσης και ταχύτητας βήματος

ai = w0(ui − ui−1)− w2vi−1 − w3ai−1

vi = vi−1 + w6ai−1 + w7ai
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2.11.2 Αριθμητική ολοκλήρωση εξισώσεων πρώτης τάξης

Παραδοσιακά η χρονική ολοκλήρωση των εξισώσεων κίνησης γίνονταν αξιο-

ποιώντας αλγόριθμους αριθμητικής επίλυσης διαφορικών εξισώσεων πρώτης

τάξης. Οι μέθοδοι αυτές προέρχονται κυρίως από το πεδίο της αριθμητικής

επίλυσης συνήθων διαφορικών εξισώσεων και προβλημάτων αρχικών τιμών. Υ-

πάρχει μεγάλη ποικιλία τέτοιων μεθόδων και η σχετική βιβλιογραφία είναι πολυ

πλούσια. Εδώ θα παρουσιάσουμε συνοπτικά μόνο μερικές από αυτές τις μεθό-

δους οι οποίες είναι και από τις πιο συχνά χρησιμοποιούμενες και στα πλαίσια

της δυναμικής και του ελέγχου των κατασκευών.

Για να γίνει εφικτή η αξιοποίηση τέτοιων μεθόδων, θεωρούμε τη μεταβλητή

της ταχύτητας ως v=du
dt=u̇ και γράφουμε την εξίσωση κίνησης (1) ως:

v̇ =
f

m
− c

m
v − k

m
u. (61)

Αν τώρα θεωρήσουμε το διάνυσμα y={u v}T , μπορούμε να γράψουμε το σύ-

στημα εξισώσεων,

u̇(t) = v(t) (62)

v̇(t) =
f(t)

m
− c

m
v(t)− k

m
u(t). (63)

η αλλιώς, στη πιο κλασική του μορφή,

ẏ = f̃(y, t) (64)

με την αρχική συνθήκη,

y(t0) = y0 =

[
u(t0)
v(t0)

]
=

[
u(t0)
u̇(t0)

]
(65)

Αξίζει να σημειωθεί εδώ ότι ο χώρος που περιγράφεται από τις μεταβλητές της

μετακίνησης και της ταχύτητας του διανύσματος y={u v}T , ονομάζεται και

χώρος κατάστασης (state space) και αποτελεί μια πολύ χρήσιμη αναπαράστα-

ση σε εφαρμογές ελέγχου των κατασκευών. Παρόμοια απεικόνιση συναντούμε

και στα πλαίσια της μηχανικής όπου εκεί μπορεί να τη βρούμε ως απεικόνιση

στο χώρο φάσης (phase space), σε αντιδιαστολή με το θεσεογραφικό χώρο

(configuration space), με ιδιαίτερη χρησιμότητα στα μη γραμμικά δυναμικά συ-

στήματα.
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Μέθοδος Euler

Με απευθείας ολοκλήρωση της σχέσης της εξ. (64) μπορούμε προσεγγιστικά

να γράψουμε ότι,

y(tn+1) = y(tn) + ∆tf̃(yn, tn) (66)

μια προσέγγιση που ονομάζεται και forward Euler , αφού προκύπτει έχοντας

θεωρήσει την παράγωγο

ẏ(tn)=
y(tn+1)− y(tn)

∆t
, (67)

και η οποία όπως είναι φανερό είναι μια ρητή (άμεση) μέθοδος. Παρόμοια, με

χρήση του σχήματος

ẏ(tn)=
y(tn)− y(tn−1)

∆t
. (68)

για την προσέγγιση της παραγώγου λαμβάνουμε την backward Euler μέθοδο,

y(tn+1) = y(tn) + ∆tf̃(yn+1, tn+1) (69)

η οποία είναι μια πεπλεγμένη (έμμεση) μέθοδος.

Μέθοδοι Runge-Kutta

Μια από τις πλέον κλασικές κατηγορίες μεθόδων επίλυσης συνήθων διαφορικών

εξισώσεων είναι η μεθόδους Runge-Kutta, που σπάνια όμως χρησιμοποιείται

για την επίλυση συστημάτων της δυναμικής των κατασκευών. Αυτό οφείλεται

σε δυο βασικούς λόγους, (i) την πολυπλοκότητα της μόρφωσης του αλγόριθμου

για πολυβάθμια συστήματα και (ii) δεν υπάρχει μια σαφής συνθήκη ευστάθειας.

Η μέθοδος όμως έχει ισχυρό μαθηματικό υπόβαθρο και η ακρίβεια της μπορεί

να είναι υψηλή

Στη μέθοδο Runge-Kutta δεύτερης τάξης σε κάθε βήμα n υπολογίζεται

αρχικά μια βοηθητική ενδιάμεση «λύση» η y∗n+1 και με χρήση αυτής καθορίζεται

η λύση yn+1. Ο αλγόριθμος μπορεί να γραφτεί σε δύο βήματα, όπως παρακάτω.

y∗n+1 = yn + ∆tf̃(yn, tn)

yn+1 = yn +
∆t

2

[
f̃(yn, tn) + f̃(y∗n+1, tn+1)

]
(70)

41



Μια ακριβέστερη μέθοδος είναι η Runge-Kutta τέταρτης τάξης για την

οποία σε κάθε βήμα n υπολογίζονται πρώτα τέσσερις βοηθητικές ποσότητες

και μετά με χρήση αυτών υπολογίζεται η λύση στο βήμα n+ 1.

k1 = ∆tf̃(yn, tn)

k2 = ∆tf̃(yn + k1/2, tn+1/2)

k3 = ∆tf̃(yn + k2/2, tn+1/2)

k4 = ∆tf̃(yn + k3, tn+1)

yn+1 = yn +
∆t

6
[k1 + 2k2 + 2k3 + k4] (71)

Η μορφή αυτή της Runge-Kutta είναι και η μέθοδος που χρησιμοποιείται στην

υλοποίηση της συνάρτησης solve της οντότητας sdof (βλ. ενότητα 2.13.1)

για την αριθμητική επίλυση και καθορισμό της απόκρισης του μονοβάθμιου

ταλαντωτικού συστήματος σε τυχούσα διέγερση.

2.12 Μη-γραμμικός μονοβάθμιος ταλαντωτής

΄Εως αυτό το σημείο θεωρούμε ότι οι φυσικές ιδιότητες του μονοβάθμιου τα-

λαντωτή (μάζα, δυσκαμψία, απόσβεση) παραμένουν αναλλοίωτες στο χρόνο με

συνέπεια οι αντίστοιχες δυνάμεις (αδράνειας, ελαστικές, απόσβεσης) να είναι

γραμμικές ως προς το αίτιο που τις προκαλεί. Ισχύουν δηλαδή, για τις επιμέρους

δυνάμεις, οι σχέσεις που χρησιμοποιούνται στην εξ. (1). Επακόλουθο αυτής

της σχέσης είναι η ισχύς της αρχής της επαλληλίας, η οποία είναι και μια πάρα

πολύ σημαντική ιδιότητα ενός γραμμικού συστήματος.

Η αρχή της επαλληλίας με απλά λόγια, στη περίπτωση του μονοβάθμιου

ταλαντωτικού συστήματος μας λέει ότι, αν για εξωτερική διέγερση fI το σύ-

στημα αποκρίνεται με την uI και για εξωτερική διέγερση fII με την uII, τότε

στην εξωτερική διέγερση fI+fII το σύστημα θα αποκριθεί με την uI+uII.

Επιπλέον για τα γραμμικά συστήματα ισχύει η αρχή της ομογένειας, που

μας λέει πως αν το σύστημα αποκρίνεται με u στην εξωτερική διέγερση f τότε

στην αντίστοιχη αf θα αποκρίνεται με αu.

Η μη-γραμμικότητα στα πλαίσια των κατασκευαστικών και μηχανικών συ-

στημάτων διακρίνεται σε δυο είδη, στη γεωμετρική μη-γραμμικότητα και στη

μη-γραμμικότητα του υλικού. Στη περίπτωση του μη-γραμμικού συστήματος οι

δυνάμεις που αναπτύσσονται στον ταλαντωτή είναι δυνατόν να έχουν την πιο

κάτω μορφή που φαίνεται στην εξίσωση ισορροπίας,

m(t)ü(t) + fD(u, u̇, t) + fS(u, u̇, t) = f(t). (72)
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Συχνά συναντάμε συστήματα που εκφράζονται από μια υποπερίπτωση της πιο

πάνω γενικότερης μορφής, και μπορεί να εκφραστεί ως,

mü(t) + fD(u̇) + fS(u) = f(t). (73)

Στην περίπτωση των μη-γραμμικών συστημάτων μια πιο κατάλληλη μορφή για

fD(u̇) fS(u)

u̇ u

fDn+1

fDn
∆fD

fSn+1

fSn
∆fS

u̇n u̇n+1

∆u̇

un un+1

∆u

cn

c̄

kn

k̄

Σχήμα 16: Μη-γραμμική απόσβεση και δυσκαμψία.

να γράψουμε την εξίσωση ισορροπίας είναι σε μια αυξητική σχέση. Θεωρούμε

δηλαδή ότι σε ένα βήμα ανάμεσα σε δυο διαδοχικά χρονικά σημεία t και t+∆t,
επιβάλλεται η προσαυξητική εξωτερική διέγερση ∆f=f(t+∆t)−f(t) και η εξί-

σωση ισορροπίας θα ειναι,

m∆ü+ c(t)∆u̇+ k(t)∆u = ∆f (74)

Στη πιο πάνω εξίσωση οι συντελεστές c(t) και k(t) αντιπροσωπεύουν μέσες

τιμές καθώς μέσα στο βήμα ∆t είναι δυνατό να μεταβάλλονται. Στην πράξη

αυτές οι μέσες τιμές (c̄ και k̄ στο Σχήμα 16) μπορούν να υπολογιστούν μέσω

επαναληπτικής διαδικασίας, αφού η μετακίνηση και η ταχύτητα στο χρόνο t+∆t
μόνο μετά από την επίλυση είναι γνωστές. Μια εξαιρετικά απλουστευτική πρα-

κτική είναι να θεωρήσουμε αυτή τη μέση τιμή των συντελεστών ίση με την

αρχική κλίση στο χρόνο t. Αν δηλαδή ο χρόνος t στην αρχή του βήματος είναι

ο tn και μετά από ∆t είναι tn+1, θεωρούμε ότι,

c(t)=̇
dfD
dt

∣∣∣
n

= cn k(t)=̇
dfS
dt

∣∣∣
n

= kn (75)

και να αντικαταστήσουμε στη σχέση ισορροπίας,

m∆ü+ cn∆u̇+ kn∆u = ∆f (76)
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όπου στη τελευταία έχει γίνει η θεώρηση

∆u=un+1−un,
∆u̇=u̇n+1−u̇n,
∆ü=ün+1−ün. (77)

Την εξ. (76) μπορούμε να λύσουμε με οποιαδήποτε από τις μεθόδους που παρου-

σιάστηκαν στην Ενότητα 2.11.1, ένα σχετικό παράδειγμα παρουσιάζεται στην

παράγραφο 2.14.8.

Η αυξητική μέθοδος που παρουσιάστηκε πιο πάνω μπορεί να βελτιωθεί ση-

μαντικά αν με κάποια επαναληπτική διαδικασία, μέσα σε κάθε βήμα, ελαχιστο-

ποιούμε το σφάλμα που εισάγεται από τη θεώρηση της εφαπτομενικής δυσκαμ-

ψίας και απόσβεσης που δίνεται στις σχέσεις της εξ. (75). Μια τέτοια πολύ

διαδεδομένη επαναληπτική διαδικασία μπορεί να εφαρμοσθεί με χρήση της με-

θόδου γνωστής ως Newton-Raphson.
Για την περίπτωση που είναι εφικτό να περιγράψουμε τις εξισώσεις κίνησης

στη μορφή ενός συστήματος διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης, οι αλγό-

ριθμοι επίλυσης που παρουσιάστηκαν στην παράγραφο (2.11.2) αποτελούν ένα

πολύτιμο εργαλείο αριθμητικής επίλυσης και η περίπτωση των μη-γραμμικών

εξισώσεων μπορεί να άμεσα να συμπεριληφθεί. Σχετικά παραδείγματα δίνονται

σε αντίστοιχες παραγράφους της ενότητας των εφαρμογών.

2.12.1 Το απλό εκκρεμές

m

l
θ

mg cos θ
mg

mg sin θ

Σχήμα 17: Το απλό εκκρεμές.

Η εξίσωση του απλού εκκρεμούς μπορεί να αποδειχθεί ότι είναι,

d2θ

dt2
+
g

l
sin θ = 0 (78)
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όπου θ η γωνιακή μετατόπιση που εκφράζεται από τη γωνία που σχηματίζει

το εκκρεμές στη χρονική στιγμή t με τον κατακόρυφο άξονα. Επιπλέον στην

εξίσωση g η επιτάχυνση της βαρύτητας και l το μήκος της αβαρούς και παραμορ-

φωτής ράβδου ανάρτησης της μάζας του εκκρεμούς. Για πολύ μικρή γωνιακή

μετατόπιση θ � 1 ισχύει η προσέγγιση sin θ ≈ θ, οπότε και η εξίσωση μπορεί

να πάρει τη γραμμική μορφή

d2θ

dt2
+
g

l
θ = 0 (79)

Από τις πιο πάνω εξισώσεις γίνεται φανερό ότι η μάζα του απλού εκκρεμούς

δεν παίζει κανένα ρόλο στην κίνηση της ελεύθερης ταλάντωσης. Για να οριστεί

το πρόβλημα ολοκληρωμένα, οποιαδήποτε από τις παραπάνω δυο εξισώσεις, θα

πρέπει να συνοδεύεται από κατάλληλες αρχικές συνθήκες στην γωνιακή μετα-

τόπιση και ταχύτητα εκφρασμένες στο χρόνο έναρξης που συνήθως λαμβάνεται

ίσος με το μηδέν,

θ(t0) = θ0 και θ̇(t0) = θ̇0. (80)

Το απλό εκκρεμές αποτελεί ίσως το απλούστερο παράδειγμα γεωμετρικής μη-

γραμμικότητας, και για το λόγο αυτό προσφέρεται για σκοπούς εκπαιδευτι-

κούς. Προς τούτο, έχει δημιουργηθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού πακέτου

courses.structuraldynamics ειδική οντότητα που εισάγουμε αρχικά ε-

δώ ενώ θα περιγράψουμε πληρέστερα στην ενότητα των πολυβάθμιων συστη-

μάτων.

Σε εκπαιδευτικό βίντεο
10

παρουσίασης, στιγμιότυπο του οποίου δίνεται στην

εικόνα του Σχήματος 18, αναπαράγεται παρόμοιο ενός κλασσικού πειράματος
11

της μηχανικής γνωστό και ως κύματα συστοιχίας ανεξάρτητων εκκρεμών. Ε-

πισημαίνεται εδώ πως η απόκριση με τη χρήση της οντότητας pendulum κα-

θορίζεται μέσω αριθμητικής επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης του εκκρεμούς

στη μη-γραμμική της ή στη γραμμική προσέγγιση αυτής.

10https://youtu.be/aYeT_u19oXE
11https://youtu.be/yVkdfJ9PkRQ
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Σχήμα 18: Στιγμιότυπο από παρόμοιο βίντεο (https://youtu.be/aYeT_
u19oXE) παρουσίασης προσομοίωσης του πειράματος κυμάτων συστοιχίας α-

νεξάρτητων εκκρεμών.

Η κλάση pendulum

Εδώ γίνεται μια πρώτη αναφορά και μια συνοπτική παρουσίαση της οντότητας

του πακέτου courses.structuraldynamics που αφορά το μονοβάθμιο

γραμμικό ταλαντωτή και που πραγματώνεται μέσω της κλάσης pendulum.
Οι αναφορές που επισημαίνονται αφορούν τον Κώδικα [3]. Για να χρησι-

μοποιήσουμε τη κλάση pendulum πρέπει πρώτα να εισαγάγουμε το πακέτο

courses.structuraldynamics (βλ. γραμμή 1). Το εκκρεμες ορίζεται

στη γραμμή 3 με χρήση εδώ ενός κονστράκτορα με όρισμα μια μοναδική με-

ταβλητή, αυτή του μήκους της ράβδου του εκκρεμούς. pendulum(double
leng). Στη γραμμή 4 ορίζεται αν η εξίσωση κίνησης του εκκρεμούς θα είναι

η μη-γραμμικη ή η αντίστοιχη γραμμική της θεώρηση. Οι αρχικές συνθήκες

γωνίας θ0 από τη θέση ισορροπίας και γωνιακής ταχύτητας θ̇0 στη γραμμή 5

με χρήση της setInitCond συνάρτησης της οντότητας pendulum. Στη

γραμμή 7 του κώδικα επιλύεται αριθμητικά η διαφορική εξίσωση (γραμμική ή

μη-γραμμική) του εκκρεμούς μέσω της συνάρτησης solve η οποία και απο-

τελεί μια εφαρμογή της μεθόδου Runge–Kutta τέταρτης τάξης. Η λύση της

διαφορικής εξίσωσης στο χρόνο αναφέρεται στη γωνιακή μετατόπιση, δηλα-

δή τη γωνία γύρω από την κατακόρυφη θέση ισορροπίας. Για την ανάκτηση

της χρονοϊστορίας της γωνιακής μετατόπισης χρησιμοποιούμε την συνάρτηση

Theta ενώ αντίστοιχα για τη χρονοϊστορία της γωνιακής ταχύτητας τη συνάρ-

τηση DTheta, όπως φαίνεται στη γραμμή 8 κώδικα. Η οντότητα pendulum
αποτελεί μια υλοποίηση της διεπαφής/διασύνδεσης contraption και ως εκ

τούτου μπορεί να έχει και την αντίστοιχη γραφική απεικόνιση. Οι γραμμές κώ-

δικα 10 έως 13 διευθετούν αυτή τη διασύνδεση και την γραφική απεικόνιση της

απόκρισης σε μορφή animation.
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Κώδικας 3: Σύντομη παρουσίαση του αντικείμενου του εκκρεμούς pendulum

1 import cour s e s . s t ruc tura ldynamics .∗
2

3 apendulum = new pendulum ( 1 . 0 )
4 apendulum . l i n e a r=true
5 apendulum . set In i tCond ( [ PI / 8 . 0 ] as double [ ] , [ 0 . 0 ] as double [ ] )
6 Nt=1000; dt=0.01d ; Tot=Nt∗dt
7 apendulum . s o l v e (Tot , dt )
8 th=apendulum . Theta ( ) ; dth=apendulum . DTheta ( )
9

10 theGP . s e t I s o S c a l e ( true )
11 theUniverse . putContraption ( apendulum )
12 s c a l e =1.0
13 theGP . plotDeform (1 . 0 , 0 ,Nt , 1 0 )

2.12.2 Μη-γραμμικά ελαστικό μονοβάθμιο σύστημα – ταλα-

ντωτής Duffing

Ο κλασσικός νόμος του Hooke ορίζει πως η σχέση της δύναμης επαναφοράς και

της προκαλούμενης επιμήκυνσης του ελατηρίου περιγράφονται ικανοποιητικά α-

πό τη γραμμική σχέση fs = ku. Υπάρχουν ελατήρια που δεν υπακούν σε αυτό

το νόμο ή τουλάχιστον ο κλασσικός αυτός νόμος ισχύει μόνο για μικρές τιμές

της επιμήκυνσης. ΄Ενας πιο γενικός μη-γραμμικός νόμος της ελαστικότητας

είναι αυτός που περιγράφει τη σχέση δύναμης με την αντίστοιχη επιμήκυνση

ως συνάρτηση τρίτου βαθμού, δηλαδή fs = ku+ µu3
. Αν µ > 0, η ισοδύναμη

δυσκαμψία αυξάνεται με αύξηση της τιμής της μετατόπισης, ενώ αν µ < 0 η

δυσκαμψία μειώνεται με αύξηση της μετατόπισης. Συστήματα τα οποία απο-

τελούνται από ελατήρια αυτής της μορφής είναι γνωστά και ως συστήματα με

θετική ή αρνητική κράτυνση, αντίστοιχα. Σε τέτοιες περιπτώσεις με την εισα-

γωγή όρων γραμμικής απόσβεσης και εξωτερικής διέγερσης η εξίσωση κίνησης

του ταλαντωτή παίρνει τη μορφή,

mü+ cu̇+ ku+ µu3 = f(t) (81)

γνωστή και ως εξίσωση Duffing. Εξισώσεις αυτής της μορφής προκύπτουν και

από τη μελέτη της ταλαντωτικής συμπεριφοράς συνεχών μηχανικών φορέων
12
.

Τη μη-γραμμική διαφορική σχέση δεύτερου βαθμού της εξ. (81) μπορούμε να

12
Σ. Νατσιάβας, Ταλαντωσεις δυναμικων συστηματων με μη γραμμικα χαρακτηριστικά,

εκδ. Ζήτη, 2000
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γράψουμε σαν σύστημα μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων πρώτου βαθμού,

u̇ = v

v̇ =
f(t)

m
− c

m
v − k

m
u− µ

m
u3

(82)

το οποίο εύκολα μπορεί να αντιμετωπιστεί με μεθόδους όπως η Runge-Kutta,
κάτι το οποίο θα δείξουμε και σε αντίστοιχο παράδειγμα στην ενότητα των

εφαρμογών.

2.12.3 Μονοβάθμιο σύστημα με γραμμικά ελαστικό – απο-

λύτως πλαστικό ελατήριο

fSy

−fSy

uy up uu u

fS(u)

Σχήμα 19: Καταστατική σχέση παραμόρφωσης και δύναμης επαναφοράς του

γραμμικά ελαστικού – απολύτως πλαστικού ελατηρίου.

΄Ενα ακόμα παράδειγμα μη-γραμμικού ταλαντωτικού συστήματος αποτελεί

η απόκριση του ελαστοπλαστικού ελατηρίου. Ο ταλαντωτής αυτός θεωρείται ότι

έχει σταθερά ελατηρίου η οποία εξαρτάται από τη παραμόρφωση. Το ελατήριο

αποκρίνεται γραμμικά ελαστικά,με σταθερά ελατηρίου ή αλλιώς δυσκαμψία k,
μέχρι κάποια τιμή της αναπτυσσόμενης δύναμης επαναφοράς (fSy) καθώς και

της παραμόρφωσης του (uy). ΄Οταν όμως καταπονηθεί εντονότερα υπερβαίνει
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το όριο διαρροής και για οποιαδήποτε περαιτέρω καταπόνηση δεν μπορεί να αυ-

ξήσει τη δύναμη επαναφοράς και η καμπύλη εσωτερικής δύναμης παραμόρφωσης

είναι μια οριζόντια ευθεία (kh=0). Στην αποφόρτιση το ελατήριο θα αποκριθεί

ξανά με την αρχική δυσκαμψία (ελατηριακή σταθερά) όμως μετά από τη πλήρη

αποφόρτιση (fS=0) θα υπάρχει μια παραμένουσα παραμόρφωση του ελατηρίου

(up).
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2.13 Οντότητες πακέτου courses.structuraldynamics

2.13.1 Κλάση sdof

Περιγραφή:

Το αντικείμενο αυτό αφορά ενα μονοβάθμιο γραμμικό ταλαντωτή και την επί-

λυση κάτω από αρχικές συνθήκες και για οποιαδήποτε εξωτερική διέγερση.

Δημιουργία στιγμιότυπου:

Ο κονστράκτορας (constructor) ενός στιγμιότυπου του αντικείμενου εμφανί-

ζεται σε τρεις εκδοχές. Στην πρώτη το όρισμα του αποτελείται από πέντε

αριθμητικές μεταβλητές διπλής ακρίβειας που αντιστοιχούν με τη σειρά, στη

δυσκαμψία, τη μάζα και την απόσβεση του ταλαντωτή καθώς και τις αρχικές

συνθήκες στην αρχική μετακίνηση και ταχύτητα, αντίστοιχα. Στις επόμενες

εκδοχές του κονστράκτορα οι μεταβλητές που δεν συμπεριλαμβάνονται στο όρι-

σμα θεωρούνται αρχικά μηδενικές, ενώ υπάρχει η δυνατότητα επανακαθορισμού

τους στην πορεία.

• sdof(double k, double m, double c, double u0,
double v0)

• sdof(double k, double m, double c)

• sdof(double k, double m)

Μέθοδοι:

Η ονομασία των μεθόδων έχει γίνει με τρόπο τέτοιο ώστε να είναι, το δυνατό,

επεξηγηματική.

• void setCritDampRatio(double xsi)

• void setInitCond(double u0, double v0)

• void setRHS(DoubleFunction df)

• double getCritDampRatio()

• double getDamping()

• double getNaturalFrequency()

• double getNaturalPeriod()

συνεχίζεται . . .

50



Κλάση sdof (. . . συνέχεια)

Μέθοδοι:

• double maxDisp()

• double maxVelc()

• double minDisp()

• double minVelc()

• double[ ] Disp()

• double[ ] Velc()

• double[ ] Accl()

• void duhamel(double tot, double dt)

• void duhamel(int N)

• void duhamel(int N, double dt)

• void duhamel(int N, int M)

• double dt()

• Complex TransferFunction(double omega)

Με παρόμοια λειτουργία αλλά και χρήση (ορίσματα) της μεθόδου duhamel, η
οποία ουσιαστικά αφορά την αριθμητική προσέγγιση του αντίστοιχου ολοκλη-

ρώματος, υπάρχει η μέθοδος solve, η οποία επιλύει αριθμητικά την εξίσωση

κίνησης του μονοβάθμιου ταλαντωτή με τη μέθοδο Runge-Kutta.

συνεχίζεται . . .
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Κλάση sdof (. . . συνέχεια)

Το αντικείμενο sdof επιπλέον υλοποιεί τις μεθόδους της διεπαφής/διασύνδε-

σης (interface) της Climax που ονομάζεται contraption. Η διεπαφή

contraption εξυπηρετεί και στην απόδοση γραφικής αναπαράστασης σε κά-

ποια οντότητα. Για να πραγματοποιηθεί η απεικόνιση αυτή στο περιβάλλον του

θα πρέπει αφού δημιουργηθεί το στιγμιότυπο κάποιου αντικειμένου sdof να

εισαχθεί στο «σύμπαν», theUniverse, του περιβάλλοντος SDE, με χρήση

της μεθόδου του putContraption.

Μέθοδοι:

• void setOrigin(double x0, double y0)

• void setLength(double elen)

• void setWidth(double w)

• void setHeight(double h)

2.14 Παραδείγματα και αριθμητικές εφαρμογές

2.14.1 Φάσμα απόκρισης σε ορθογωνικό πλήγμα

΄Εστω μονοβάθμιος ταλαντωτής χωρίς απόσβεση, ο οποίος υπόκειται στη δράση

του ορθογωνικού πλήγματος του σχήματος της εικ. 20. Η μελέτη της απόκρισης

του συστήματος και ο προσδιορισμός των τιμών αιχμής, απαιτεί την διάκριση

δύο χρονικών φάσεων κατά τις οποίες ο ταλαντωτής εκτελεί διαδοχικά την κα-

ταναγκασμένη και την ελεύθερη ταλάντωση. Η πρώτη φάση, αφορά στο χρονικό

διάστημα δράσης του πλήγματος, t ≤ t1, οπότε και έχουμε καταναγκασμένη τα-

λάντωση. Η δεύτερη φάση αφορά στο χρονικό διάστημα που ακολουθεί, t > t1,
οπότε και έχουμε ελεύθερη ταλάντωση με αρχικές συνθήκες ίσες με την μετα-

τόπιση και ταχύτητα του συστήματος κατά το τέλος της πρώτης φάσης. ΄Οπως

θα αποδειχθεί παρακάτω, η μέγιστη τιμή μετάθεσης που ενδιαφέρει άμεσα τον

μελετητή μηχανικό, είναι δυνατόν να συμβεί κατά τη διάρκεια της πρώτης ή

της δεύτερης φάσης της μετάθεσης, ανάλογα με τον λόγο της διάρκειας του

πλήγματος (t1) προς την ιδιοπερίοδο του ταλαντωτή (T0 = 2π/ωo).

Κατά τη διάρκεια της πρώτης φάσης (I), δηλαδη για 0 < t ≤ t1, η διέγερση

είναι σταθερή f(t) = fo, οπότε η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας είναι:

mü(t) + ku(t) = f0

Το ολοκλήρωμα Duhamel της εξ. (17) που αντιστοιχεί στο σταθερό φορτίο,
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t1 t

f0

f(t)

Σχήμα 20: Εξωτερική διέγερση ορθογωνικού πλήγματος, εν. 2.14.1.

για μηδενικές αρχικές συνθήκες, είναι:

uI(t) =
f0

mω0

t∫
0

sin (ω0(t− τ)) dτ =
f0

mω0

[
cos (ω0(t− τ))

ω0

]t
0

=
f0

k
(1− cos (ω0t))

ενώ ισχύει για τη στατική μετατόπιση στο σταθερό φορτίο, ust=f0/k.
Για τη δεύτερη φάση (II) όπου t > t1 ο αναπόσβεστος μονοβάθμιος ταλα-

ντωτής θα εκτελέσει ελεύθερη ταλάντωση την οποία για να προσδιορίσουμε θα

πρέπει να γνωρίζουμε τις αρχικές συνθήκες. Οι αρχικές συνθήκες αυτής της

ταλάντωσης θα αντιστοιχούν με την μετακίνηση και τη ταχύτητα του συστήμα-

τος στο τέλος της φάσης II, δηλαδή θα ισχύει uII0 = uI(t1) και u̇II0 = u̇I(t1).
Η ταχύτητα στη φάση I θα υπολογιστεί με απευθείας χρονική παραγώγιση της

μετατόπισης, ως:

u̇I(t) =
f0

k
sin (ω0t)

οπότε και θα έχουμε για αρχικές συνθήκες της δεύτερης φάσης,

uII0 = uI(t1) =
f0

k
(1− cos (ω0t1)) και u̇II0 = u̇I(t1) =

f0

k
sin (ω0t1)

και η λύση θα δίνεται από την εξ. (4), όπου έχει ληφθεί υπόψη η χρονοκαθυ-

στέρηση t̃=t− t1 ενώ επισημαίνουμε ότι ισχύει για t > t1.

uII(t− t1) = uII0 cos (ω0(t− t1)) + u̇II0
sin (ω0(t− t1))

ω0
→

uII(t̃) =
f0

k
(1− cos (ω0t1)) cos (ω0t̃) +

f0

k
sin (ω0t1)

sin (ω0t̃)

ω0
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Για να υπολογίσουμε το συντελεστή δυναμικής ενίσχυσης D, θα υποθέσουμε

αρχικά ότι η μέγιστη μετατόπιση εμφανίζεται στη φάση (I). Κατά τα γνωστά

η u̇I(t) θα εμφανίζει μέγιστο σε σημείο που θα ισχύει u̇I(t)=0, από την οποία

σχέση θα προκύψει

u̇I(t) =
f0

k
sin (ω0t) = 0→ ω0t = π → t =

π

ω0
=
T0

2

που σημαίνει ότι η μέγιστη μετατόπιση μπορεί να εμφανιστεί τη φάση (I) μόνο αν

t1 ≥ T0/2 και στη περίπτωση αυτή θα είναι D=2. Στη συνέχεια αν υποθέσουμε

πως t1 < T0/2, τότε η μέγιστη μετακίνηση θα μπορεί να βρεθεί από το εύρος

της ταλάντωσης όπως δίνεται στον πινάκα 1,

umax = p =

√(
uII0
)2

+

(
u̇II0
ω0

)2

=
2f0

k
sin (π

t1
T0

)

και στη περίπτωση αυτή ο συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης θα είναι όπως

στην ακόλουθη σχέση.

D=2 sin (π
t1
T0

)

Αξίζει να επισημανθεί ότι ο συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης εξαρτάται μόνο

από το λόγο t1/T0, όπου t1 ο χρόνος διάρκειας του πλήγματος προς την ιδιο-

περίοδο του ταλαντωτή T0 = 2π/ω0. Η γραφική παράσταση του συντελεστή

δυναμικής ενίσχυσης D συναρτήσει της ιδιοπεριόδου (η κάποιας μεταβλητής που

εξαρτάται από την ιδιοπερίοδο) ονομάζεται φάσμα απόκρισης. Το διάγραμμα αυ-

τό είναι σημαντικό καθώς μας επιτρέπει να υπολογίσουμε αμέσως τη μέγιστη

μετακίνηση χωρίς την ανάγκη επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης.

2.14.2 Απόκριση σε γραμμικό παλμό

Μονοβάθμιος ταλαντωτής υπόκειται σε παλμική διέγερση η οποία εμφανίζεται

στο χρόνο t1 με τιμή f1 και γραμμικά εξελίσσεται έως το χρόνο t2 με αντίστοιχη

τιμή f2, οπότε και εξαφανίζεται. Εδώ θα υπολογισθεί η απόκριση του ταλαντωτή

με χρήση της οντότητας sdof του πακέτου courses.structuraldynamics
στο SDE. Η φόρτιση φαίνεται στο Σχήμα 22 ενώ ο για την επίλυση χρησιμο-

ποιήθηκε ο Κώδικας [4].

Κώδικας 4: Επίλυση duhamel του μονοβάθμιου ταλαντωτή sdof σε φόρτιση

γραμμικού παλμού και δημιουργία διαγραμμάτων

1 import cour s e s . s t ruc tura ldynamics .∗
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Σχήμα 21: Φάσμα απόκρισης σε ορθογωνικό πλήγμα, εν. 2.14.1.

Σχήμα 22: Παλμική διέγερση, εν. 2.14.2.

2 thePlot . c l e a r ( )
3 t1 =2.0 ; f 1=−2.0
4 t2 =6.0 ; f 2 =3.0
5

6 f={double t −>
7 va l =0.0d
8 i f ( t>=t1 && t<=t2 ) { va l=f1+(f2−f 1 ) /( t2−t1 ) ∗( t−t1 ) }
9 return va l

10 }
11 thePlot . addFunction (new p l o t f un c t i on ( l i n s p a c e ( 0 . 0 , 1 0 . 0 , 1 0 00 ) as

double [ ] , f as DoubleFunction ) )
12 thePlot . show ( )
13

14 k=4.0; m=1.0; c=1.0
15 theSDOF=new sdo f ( 4 . 0 , 1 . 0 , 1 . 0 )
16

17 theSDOF . setRHS ( f as DoubleFunction )
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18 theSDOF . duhamel ( 2 0 . 0 , 0 . 001 )
19

20 r e sP l o t=new PlotFrame ( )
21 pf=new p l o t f un c t i on (theSDOF . dt ( ) , theSDOF . Disp ( ) )
22 pf . setName ("x="+theSDOF . getCritDampRatio ( ) )
23 r e sP l o t . addFunction ( pf )
24 p r i n t l n ("xsi="+theSDOF . getCritDampRatio ( ) )
25

26 r e sP l o t . makeLegend ( true )
27 r e sP l o t . t ex t ( t1 +0.1 ,0 .001 ,"t1")
28 r e sP l o t . t ex t ( t2 +0.1 ,0 .001 ,"t2")
29 r e sP l o t . v l i n e ( t1 , Color . red )
30 r e sP l o t . v l i n e ( t2 , Color . red )
31 r e sP l o t . show ( )

Η απόκριση του συστήματος απεικονίζεται στο διάγραμμα του Σχήματος 23

σε όρους μετακίνησης. Για τον υπολογισμό του ρυθμού μεταβολής του έργου

Σχήμα 23: Απόκριση σε παλμική διέγερση σε όρους μετακίνησης στο χρόνο,

εν. 2.14.2.

της εξωτερικής διέγερσης αλλά και της ενέργειας που αναλίσκεται λόγω από-

σβεσης χρησιμοποιήθηκε ο Κώδικας [5].

Κώδικας 5: Συμπληρωματικός κώδικας για τη δημιουργία διαγραμμάτων ρυθμού

μεταβολής του έργου.

33 nrgPlot=new PlotFrame ( )
34 dissNRG= new double [ theSDOF . Velc ( ) . l ength ]
35 excfNRG= new double [ theSDOF . Velc ( ) . l ength ]
36 (0 . .< theSDOF . Velc ( ) . l ength ) . each{
37 dissNRG [ i t ]=c∗theSDOF . Velc ( ) [ i t ]∗ theSDOF . Velc ( ) [ i t ]
38 excfNRG [ i t ]= f ( i t ∗theSDOF . dt ( ) ) ∗theSDOF . Velc ( ) [ i t ]
39 }
40
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41 pf=new p l o t f un c t i on (theSDOF . dt ( ) , dissNRG)
42 pf . setName ("dissipation rate")
43 nrgPlot . addFunction ( pf )
44

45 pf=new p l o t f un c t i on (theSDOF . dt ( ) , excfNRG)
46 pf . setName ("external work rate")
47 nrgPlot . addFunction ( pf )
48

49 nrgPlot . setAutoColor ( true )
50 nrgPlot . makeLegend ( true )
51 nrgPlot . t ex t ( t1 +0.1 ,0 .001 ,"t1")
52 nrgPlot . t ex t ( t2 +0.1 ,0 .001 ,"t2")
53 nrgPlot . v l i n e ( t1 )
54 nrgPlot . v l i n e ( t2 )
55 nrgPlot . show ( )

Ο ρυθμός μεταβολής του έργου της εξωτερικής δύναμης καθώς και της

δύναμης απόσβεσης του συστήματος απεικονίζεται στο διάγραμμα του Σχήμα-

τος 24.

Σχήμα 24: Ρυθμός μεταβολής του έργου εξωτερικής και αποσβεστικής δύνα-

μης, εν. 2.14.2.

2.14.3 Ελεύθερη ταλάντωση με χρήση του sdof στο SDE

΄Εστω μια σειρά μονοβάθμιων ταλαντωτών σταδιακής διακύμανσης του ποσο-

στού κρίσιμης ταλάντωσης από μηδέν έως τη τιμή 1.2. Με αξιοποίηση του

sdof στο SDE, αφού εισάγουμε το στιγμιότυπο του κάθε αντικείμενου sdof
στο theUniverse με την μέθοδο putContraption, και αφού επιλύσουμε

το περιβάλλον του SDE θα έχει παρόμοια εικόνα με αυτή του Σχήματος 25. Η

απόκριση όπως υπολογίστηκε για κάθε ένα από τους ταλαντωτές σχεδιάζεται

στο διαγράμματα του Σχήματος 26.
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Κώδικας 6: Κώδικας υπολογισμού σειράς γραμμικών μονοβάθμιων ταλαντωτών

και γραφικής απεικόνισης τους.

1 import cour s e s . s t ruc tura ldynamics .∗
2 theUniverse . c l s ( )
3 thePlot . c l e a r ( )
4 Nt=2000
5 dt=0.001 as double
6 Tot=Nt∗dt as double
7 ( 0 . . 6 ) . each{
8 theSDOF = new sdo f ( 1 0 0 . 0 , 1 . 0 , 0 . 0 , 0 . 1 , 0 . 0 )
9 x s i =1.2∗ i t /6

10 p r i n t l n ("sdof= "+i t+", xsi: "+xs i )
11 theSDOF . setCritDampRatio ( x s i )
12 x0=( it −1) ∗10 . 0 ; y0=0.0
13 theSDOF . s e tOr i g i n ( x0 , y0 )
14 theSDOF . e l en=20
15 theSDOF . s o l v e (Tot , dt )
16 theUniverse . putContraption (theSDOF)
17

18 pf = new p l o t f un c t i on ( dt , theSDOF . Disp ( ) )
19 pf . setName ("x="+xs i )
20 thePlot . addFunction ( pf )
21 }
22 thePlot . setAutoColor ( true )
23 thePlot . makeLegend ( true )
24 thePlot . show ( )
25

26 s c a l e =100.0
27 theGP . plotDeform ( sca l e , 0 ,Nt , 1 )

Σχήμα 25: Επίλυση και γραφική απεικόνιση τής σειράς των μονοβάθμιων τα-

λαντωτών, εν. 2.14.3.
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Σχήμα 26: Απόκριση κάθε συστήματος απο τή σειρά των μονοβάθμιων ταλα-

ντωτών, εν. 2.14.3.

2.14.4 Απόκριση σε τριγωνικό πλήγμα και δημιουργία φά-

σματος

Στη περίπτωση αυτή, αν και θα μπορούσαμε να δουλέψουμε αναλυτικά, θα

προτιμήσουμε εργαστούμε αριθμητικά με την χρήση της οντότητας sdof και

της δυνατότητας που αυτή έχει για επίλυση της διαφορικής εξισωσης κίνησης

με τη μέθοδο duhamel.
Το φορτίο είναι αυτό της εικόνας του Σχήματος 27, και εδώ έχουμε θεω-

ρήσει f0=96.6N, t1=0.025sec. Η μάζα του μονοβάθμιου ταλαντωτή θα είναι

t1t1
t

f(t)

f0

Σχήμα 27: Εξωτερική διέγερση τριγωνικού πλήγματος, εν. 2.14.4.

m=3kg και η δυσκαμψία k=2700N/m. Για την παρατήρηση της επιρροής της

απόσβεσης στο σύστημα ο μονοβάθμιος ταλαντωτής επιλύθηκε για διάφορες

τιμές του ποσοστού κρίσιμης απόσβεσης. Τα αποτελέσματα για τη μετακίνηση

απεικονίζονται στο διάγραμμα της εικόνας του Σχήματος 28.
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Κώδικας 7: Επίλυση duhamel του μονοβάθμιου ταλαντωτή sdof σε φόρτιση

τριγωνικού πλήγματος και δημιουργία διαγραμμάτων

1 import cour s e s . s t ruc tura ldynamics .∗
2 thePlot . c l e a r ( )
3

4 f={double t −>
5 t1=0.025
6 va l =0.0d
7 i f ( t<=t1 ) { va l =1.0d∗ t / t1 } else i f ( t<=2∗t1 ) { va l =1.0d−(t−t1 ) / t1 }
8 return va l ∗96 .9
9 }

10

11 Nxsi=5
12 p r i n t l n ("====================")
13 ( 0 . . Nxsi ) . each{
14 theSDOF=new sdo f ( 2700 . 0 , 3 . 0 )
15 theSDOF . setCritDampRatio ( i t ∗0 .1/ Nxsi )
16

17 theSDOF . setRHS ( f as DoubleFunction )
18 theSDOF . duhamel (1 , 0 .00001)
19

20 pf=new p l o t f un c t i on (theSDOF . dt ( ) , theSDOF . Disp ( ) )
21 pf . setName ("x="+theSDOF . getCritDampRatio ( ) )
22 thePlot . addFunction ( pf )
23 dval = max(theSDOF . maxDisp ( ) , abs (theSDOF . minDisp ( ) ) )
24 p r i n t l n (theSDOF . getCritDampRatio ( )+" "+dval+" "+dval

/ (96 . 9/2700 . 0 ) )
25 }
26 thePlot . setAutoColor ( true )
27 thePlot . makeLegend ( true )
28 thePlot . v l i n e ( 0 . 0 25 ) ; thePlot . v l i n e ( 0 . 0 5 ) ; thePlot . h l i n e ( 0 . 0 )
29 thePlot . t ex t (0 .025+0 .001 ,0 . 001 ,"t=0.025")
30 thePlot . t ex t (0 . 05+0 .001 ,0 . 001 ,"t=0.05")
31 thePlot . show ( )

Ο λόγος της διάρκειας των κλάδων αύξησης και μείωσης του φορτίου, προς

την ιδιοπερίοδος του αναπόσβεστου ταλαντωτή είναι t1/T ≈ 0.12. Η μέγιστη

μετατόπιση προς την αντίστοιχη στατική ust=f0/k υπολογίζεται περίπου σε

umax/ust ≈ 0.715. Στη περίπτωση των αποσβέσεων που συμπεριλήφθηκαν

στους υπολογισμούς (ξ=2− 10%) αντίστοιχος λόγος umax/ust κυμαίνεται σε
τιμές στο διάστημα από 0.694 έως 0.617.

Για κατασκευή του φάσματος, με αριθμητική επίλυση της εξίσωσης κίνησης

στην περίπτωση αναπόσβεστου συστήματος, ακολουθούμε την επόμενη τακτι-

κή. ΄Εστω πως θα καθορίσουμε τον συντελεστή δυναμικής ενίσχυσης D στο

διάστημα από μηδέν έως t1/T ≤ q. Η ανισότητα αυτή εκφρασμένη ως προς

τη δυσκαμψία θα έχει τη μορφή k ≤ 4π2q2m
t21

. Υπολογίζουμε την απόκριση για

60



Σχήμα 28: Μετατόπιση του μονοβάθμιου συστήματος σε τριγωνικό πλήγμα για

διάφορα ποσοστά κρίσιμης απόσβεσης, εν. 2.14.4.

ένα εύρος τιμών της δυσκαμψίας στο διάστημα [0, 4π2q2m
t21

], για κάθε λύση επι-

λέγουμε τη μεγίστη (απόλυτη) τιμή της μετακίνησης umax και διαιρούμε με τη

στατική λύση ust ώστε να καθορίσουμε έτσι το ζεύγος τιμών t1/T,D. Με το

σύνολο αυτών τω σημείων μπορούμε να σχεδιάσουμε το διάγραμμα του ζητού-

μενου φάσματος. Το φάσμα όπως υπολογίσθηκε και σχεδιάστηκε με χρήση του

Κώδικα [8] απεικονίζεται στην εικόνα του Σχήματος 29. Στο ίδιο διάγραμμα

έχει επισημανθεί το σημείο του φάσματος, ως το σημείο τομής των ευθειών

(σχεδιασμένες με κόκκινο χρώμα), για D=0.715 και t1/T=0.12 ώστε να επα-

ληθευθούν τα αποτελέσματα του πρώτου μέρους αυτής της ενότητας.

Κώδικας 8: Επίλυση duhamel του μονοβάθμιου ταλαντωτή sdof σε φόρτι-

ση τριγωνικού πλήγματος, υπολογισμός φάσματος απόκρισης και δημιουργία

διαγραμμάτων

1 import cour s e s . s t ruc tura ldynamics .∗
2 thePlot . c l e a r ( )
3 tx = [ ] ; Dv=[ ]
4 t1 =0.025; f 0 =96.9; m=3.0
5 f={double t −>
6 va l =0.0d
7 i f ( t<=t1 ) { va l =1.0d∗ t / t1 } else i f ( t<=2∗t1 ) { va l =1.0d−(t−t1 ) / t1 }
8 return va l ∗ f 0
9 }

10

11 Nm=500
12 ( 0 . .Nm) . each{
13 q=2.0 // max t1 /T
14 k=(q∗q∗4∗PI∗PI∗m/( t1 ∗ t1 ) ) ∗ i t /Nm
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15 theSDOF=new sdo f (k , m)
16

17 theSDOF . setRHS ( f as DoubleFunction )
18 theSDOF . duhamel (5∗ t1 , t1 /100 .0 )
19 tx . add ( t1 /theSDOF . getNatura lPer iod ( ) )
20 dval=max(theSDOF . maxDisp ( ) , abs (theSDOF . minDisp ( ) ) ) /( f 0 /k )
21 Dv. add ( dval )
22 }
23

24 thePlot=new PlotFrame ( )
25 thePlot . addFunction (new p l o t f un c t i on ( tx ,Dv) )
26 thePlot . setMarker ( true )
27 thePlot . v l i n e ( 0 . 1 2 , Color . red )
28 thePlot . h l i n e ( 0 . 7 15 , Color . red )
29 thePlot . show ( )

Σχήμα 29: Αριθμητική προσέγγιση φάσματος απόκρισης σε τριγωνικό πλήγ-

μα. Οι άξονες συντεταγμένων αντιστοιχούν στο λόγο
t0
T (οριζόντιος) και στο

συντελεστή δυναμικής ενίσχυσης D, εν. 2.14.4.

2.14.5 Απόκριση σε περιοδικό παλμικό φορτίο ορθογωνικού

τύπου

Το φορτίο θα έχει τη μορφή όπως στο Σχήμα 30 ,ενώ η συνάρτηση που τη

περιγράφει μέσα σε μια περίοδο δίνεται από τη σχέση:

f(t) =

{
f0 για 0 ≤ t ≤ (Tp/2)−

0 για (Tp/2)+ ≤ t ≤ Tp

Θα αναλύσουμε τη συνάρτηση του φορτίου σε σειρά αρμονικών (Fourier), για
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Tp
2

Tp
2

f(t)

f0

t

. . .

Σχήμα 30: Εξωτερική περιοδική διέγερση ορθογωνικού πλήγματος, εν. 2.14.5.

το λόγο αυτό υπολογίζουμε τους συντελεστές των εξ. (35), ξεκινώντας απο

τον a0,

a0 =
1

Tp

Tp∫
0

f(t) dt =
1

Tp

Tp/2∫
0

f(t) dt+
1

Tp

Tp∫
Tp/2

f(t) dt

=
1

Tp

Tp/2∫
0

f0 dt =
f0

2
.

Οι συντελεστές των συνημίτονων an υπολογίζονται ως,

an =
2

Tp

Tp∫
0

f(t) cosnωpt dt =
2

Tp

Tp/2∫
0

f0 cosnωpt dt =
2

Tp
f0

[
sinnωpt

nωp

]Tp/2
0

=
2

Tp

f0

nωp

(
sin

(
nωp

Tp
2

)
− sin 0

)
=

f0

nπ
sin (nπ) = 0.

Τέλος οι συντελεστές των ημίτονων bn υπολογίζονται ως,

bn =
2

Tp

Tp∫
0

f(t) sinnωpt dt =
2

Tp

Tp/2∫
0

f0 sinnωpt dt =
2

Tp
f0

[
−cosnωpt

nωp

]Tp/2
0

=
2

Tp

f0

nωp

(
− cos

(
nωp

Tp
2

)
+ cos 0

)
=

f0

nπ

(
1− cos (nπ)

)
=

{
2f0
nπ για n περιττό,

0 για n άρτιο.
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Με χρήση των συντελεστών αυτών η περιοδική συνάρτηση f(t) μπορεί να γρα-

φτεί, μέσω της εξ. (34) ως,

f(t) =
f0

2
+

∞∑
n=1,3,5,...

2f0

nπ
sin (nωpt)

Εδώ θα φτιάξουμε με χρήση του SDE το διάγραμμα της προσέγγισης της συ-

νάρτησης για f0 = 10 και Tp = 1.0 για ένα εύρος αριθμού τριγωνομετρικών

όρων της σειράς. Πιο συγκεκριμένα στο Σχήμα 31 απεικονίζεται η προσέγγιση

για 1, 2, 4 και 8 όρους, ενώ στο Σχήμα 32 για 100 όρους όπου μας επιτρέπεται

να παρατηρήσουμε εύκολα και το φαινόμενο Gibbs λόγω της ασυνέχειας της

συνάρτησης στα αντίστοιχα σημεία.

Κώδικας 9: Υπολογισμός περιοδικής συνάρτησης ορθογωνικού πλήγματος ως

άθροισμα αρμονικών.

1 Tp=1.0 // per iod
2 Nt=1000 // d i s c r e t e s t ep s o f time f o r computation
3 dt=Tp/(Nt−1) // time step
4

5 f 0 =10.0
6 omp=2.0∗PI/Tp
7

8 nPer iods=10 // number o f pe r i od s to be c a l c u l a t ed and p lo t t ed
9 TimeHistoryPlot = new PlotFrame ( )

10 TimeHistoryPlot . s e tT i t l e ("SDE Figure: Fourier series")
11

12 Niter=10 // keep i t smal l
13 Nterms=1
14 ( 1 . . N i te r ) . each{
15 f =[ ]
16 for ( int q=0;q<nPer iods ; q++){
17 for ( int k=0;k<Nt ; k++){
18 i f ( q==0){
19 va l=f0 /2 .0
20 for ( int n=1;n<=Nterms ; n=n+2){
21 va l+=2.0∗ f 0 ∗ s i n (n∗omp∗k∗dt ) /(n∗PI )
22 }
23 f . add ( va l )
24 } else {
25 f . add ( f [ k ] )
26 }
27 }
28 }
29 pf = new p l o t f un c t i on ( dt , f as double [ ] )
30 pf . setName ("terms= "+Nterms )
31 TimeHistoryPlot . addFunction ( pf )
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32 Nterms=Nterms∗2
33 }
34 TimeHistoryPlot . setAutoColor ( true )
35 TimeHistoryPlot . makeLegend ( true )
36 TimeHistoryPlot . show ( )

Σχήμα 31: Προσέγγιση της εξωτερικής περιοδικής διεγέρσης f(t) με σειρά

Fourier για 1, 2, 4 και 8 τριγωνομετρικούς όρους, εν. 2.14.5.

Σχήμα 32: Προσέγγιση της εξωτερικής περιοδικής διεγέρσης f(t) με σειρά

Fourier για 100 τριγωνομετρικούς όρους, εν. 2.14.5.

΄Εστω τώρα σύστημα μονοβάθμιου ταλαντωτή ιδιοπεριόδου T0, δυσκαμψίας

k και απόσβεσης που αντιστοιχεί σε ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ξ. Αναζητού-

με την χρονοϊστορία της απόκρισης που ουσιαστικά και αφού έχουμε υπολογίσει
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τους συντελεστές Fourier, άμεσα υπολογίζουμε τη σχέση της εξ. (39).

u(t) =
f0

2k
+

∞∑
n=1,3,5,...

2f0

nπk

(1− β2
n) sin (nωpt)− 2ξβn cos (nωpt)

(1− β2
n)2 + (2ξβn)2

.

2.14.6 Απόκριση σε τυχαίο φορτίο με χρήση μετασχηματι-

σμών Fourier

Δοθέντος μονοβάθμιου ταλαντωτή (k,m, c) καθώς και της συνάρτησης f(t)
της εξωτερικής διέγερσης θα υπολογιστεί η απόκριση με χρήση της αριθμητικής

εφαρμογής των μετασχηματισμών Fourier. Η πορεία των υπολογισμών θα έχει

ως εξης:

(α) Αριθμητικός υπολογισμός της μιγαδικής διακριτής συνάρτησης F [f(t)] =
F (ω), εξ. (50), μέσω ευθύ FFT.

(β) Για ένα εύρος διακριτών τιμών της συχνότητας ωi, υπολογισμός της από-

κρισης, από εξ. (52), U(ωi) = F (ωi)H(ωi).

(γ) Από τα ζεύγη (ωi, U(ωi)) και χρήση της εξ. .(54), μέσω αντίστροφου

FFT, καθορισμός της u(t) σε διακριτά χρονικά σημεία.

Το συγκεκριμένο παράδειγμα αφορά ένα ταλαντωτή δυσκαμψίας k=1000,
μάζας m=1.0 και ποσοστού κρίσιμης απόσβεσης ξ=0.1. Η εξωτερική διέγερση

δίνεται από την παράθεση τεσσάρων αρμονικών ως

f(t) =
4∑

n=1

an sin(ωnt)

τα ζεύγη (ai, ωi) είναι για i = 1, 2, 3, 4, αντίστοιχα (10.0, 1.1ω0), (100, 8.0ω0),
(15.0, 12.1ω0) και (22.0, 17.0ω0).

Ο κώδικας που παρατίθεται στα αντίστοιχα πλαίσια από Κώδικα [10] έως

Κώδικα [13] αντιμετωπίζει και επαληθεύει το πρόβλημα που τίθεται εδώ και θα

περιγράψουμε σε ότι ακολουθεί. Ο κώδικας μπορεί να εκτελεστεί συνολικά ή σε

διαδοχική συνέχεια. Στον Κώδικα [10] καθορίζεται ο μονοβάθμιος ταλαντωτής

ως ένα αντικείμενο sdof του πακέτου courses.structuraldynamics.
Επιπλέον καθορίζεται η εξωτερική διέγερση f(t) ως ένα συναρτησιακό αντικεί-

μενο (closure) της groovy. Τέλος καθορίζονται το πλήθος των χρονικά δια-

κριτών σημείων Nt ως δύναμη του δύο
13
, αλλά και το χρονικό βήμα dt καθώς

13
Η αποδοτικότητα, όσο αφορά το χρόνο υπολογισμών, της FFT έχει ως προϋπόθεση

πως το σύνολο των διακριτών σημείων του σήματος είναι δύναμη του δύο (2n). Αν το
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και ο συνολικός χρόνος Tot. Σημειώνεται πως η συχνότητα δειγματοληψίας

(samplign rate) είναι το αντίστροφο του βήματος χρονικής διακριτοποίησης,

Fs = 1/dt.

Κώδικας 10: Εισαγωγή δεδομένων ταλαντωτή, διέγερσης και χρονικής διακρι-

τοποίησης

1 import cour s e s . s t ruc tura ldynamics .∗
2

3 k=100.0; m=1.0 ; x s i =0.1
4 theSDOF = new sdo f (k ,m)
5 theSDOF . setCritDampRatio ( x s i )
6

7 om 0=theSDOF . getNaturalFrequency ( ) ; p r i n t l n ("om_0= "+om 0)
8 om ext 1=1.1∗om 0 ; a 1 =10.0; p r i n t l n ("om_ext_1= "+om ext 1 )
9 om ext 2=8.0∗om 0 ; a 2 =100.0; p r i n t l n ("om_ext_2= "+om ext 2 )

10 om ext 3=12.1∗om 0 ; a 3 =15.0; p r i n t l n ("om_ext_1= "+om ext 1 )
11 om ext 4=17.0∗om 0 ; a 4 =22.0; p r i n t l n ("om_ext_2= "+om ext 2 )
12

13 f={
14 ( a 1 ∗ s i n ( om ext 1∗ i t )+a 2 ∗ s i n ( om ext 2∗ i t )
15 +a 3 ∗ s i n ( om ext 3∗ i t )+a 4 ∗ s i n ( om ext 4∗ i t ) )
16 }
17

18 Nt=2∗∗14−1
19 dt=0.001d
20 Tot=Nt∗dt

Στο επόμενο μπλοκ, που παρατίθεται ως Κώδικας [11], πραγματοποιείται

ο ευθύς μετασχηματισμός Fourier F (ω) της f(t) μέσω του αλγόριθμου FFT,

ουσιαστικά αφορά το μέρος (α) της πιο πάνω λίστας (βλ. και Σχήμα 33). Ε-

πιπλέον καλείται η μέθοδος TrasferFunction του αντικείμενου sdof που

μας παρέχει τη συνάρτησης μεταφοράς H(ω) σε κάποια συχνότητα ω (βλ. και

Σχήμα 34), και υπολογίζεται η συνάρτηση της απόκρισης στο πεδίο της συχνό-

τητας ως το γινόμενο F (ω)H(ω) (βλ. και Σχήμα 35) οπότε και μιλάμε για το

μέρος (β) της λίστας στην εισαγωγή της ενότητας.

Κώδικας 11: Διακριτός μετασχηματισμός μέσω FFT στην f(t), υπολογισμός
του U(ω) = F (ω)H(ω) και δημιουργία διαγραμμάτων

22 FFT f Plot= new PlotFrame ( )
23 FFT h Plot= new PlotFrame ( )
24 FFT u Plot= new PlotFrame ( )
25 f e x t =[ ]

εισερχόμενο σήμα έχει πλήθος σημείων που δεν είναι δύναμη του δύο, αυτό που μπορούμε

να κάνουμε είναι να βρούμε την αμέσως επόμενη μεγαλύτερη δύναμη του δύο και τα σημεία

που έπονται του σήματος να τα συμπληρώσουμε με μηδενικά.
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26 ( 0 . . Nt) . each{ f e x t . add ( f ( i t ∗dt ) ) }
27

28 f f t= new FastFour ierTransformer ( DftNormal izat ion .STANDARD)
29

30 F f = f f t . t rans form ( f e x t as double [ ] , TransformType .FORWARD)
31 Lp=F f . s i z e ( )
32

33 f r e q =[ ]
34 f r e q p l t =[ ]
35 F fp l t =[ ]
36

37 F h=[ ]
38 F hplt =[ ]
39 F u=[ ]
40 F uplt =[ ]
41

42 Fs=1.0/ dt
43 ( 0 . . ( Lp) /2) . each{
44 f r e q p l t . add (2 . 0∗PI∗ i t ∗Fs/Lp)
45 F fp l t . add ( F f [ i t ] . abs ( ) /(Lp/2 . 0 ) )
46

47 f r e q . add ( f r e q p l t [ i t ] )
48

49 F h . add (theSDOF . Trans ferFunct ion ( f r e q p l t [ i t ] ) )
50 F hplt . add (F h [ i t ] . abs ( ) )
51

52 F u . add (F h [ i t ]∗ F f [ i t ] )
53 F uplt . add (F u [ i t ] . abs ( ) )
54 }
55

56 ( 2 . . ( Lp) /2) . each{
57 f r e q . add(− f r e q p l t [− i t ] )
58 F h . add (theSDOF . Trans ferFunct ion(− f r e q p l t [− i t ] ) )
59 F u . add (theSDOF . Trans ferFunct ion(− f r e q p l t [− i t ] ) ∗F f [− i t ] )
60 }
61

62 FFT f Plot . addFunction (new p l o t f un c t i on ( f r e q p l t as double [ ] ,
F f p l t ) )

63 FFT f Plot . setMarker ( true )
64 FFT f Plot . T i t l e ("FFT, F[f(t)]=F(w) of excitation function")
65 FFT f Plot . show ( )
66

67 FFT h Plot . addFunction (new p l o t f un c t i on ( f r e q p l t as double [ ] ,
F hplt ) )

68 FFT h Plot . setMarker ( true )
69 FFT h Plot . T i t l e ("FFT, F[h(t)]=H(w) of transfer function")
70 FFT h Plot . show ( )
71

72 pf=new p l o t f un c t i on ( f r e q p l t as double [ ] , F uplt )
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73 pf . setName ("F[u(t)]=F(w)H(w)")
74 FFT u Plot . addFunction ( pf )
75 FFT u Plot . T i t l e ("FFT, F[u(t)]=F(w)H(w) of response")
76 FFT u Plot . show ( )

΄Εχοντας υπολογίσει την συνάρτηση της απόκρισης στο πεδίο των συχνο-

τήτων U(ω) ως το γινόμενο F (ω)H(ω), μπορούμε όπως περιγράφεται και στο

μέρος (γ) της λίστας, να λάβουμε τη χρονοϊστορία της απόκρισης ως συνάρτη-

ση στο πεδίο του χρόνου από τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier. Αυτό

πραγματοποιείται στον Κώδικα [12]. Ταυτόχρονα, για λόγους σύγκρισης και ε-

ξακρίβωσης, στο κομμάτι αυτό του κώδικα υπολογίζεται η απόκριση στο χρόνο

μέσω αριθμητικής προσέγγισης του συνελικτικού ολοκληρώματος του Duha-
mel. Τα αντίστοιχα αποτελέσματα μπορούμε να τα δούμε στο διάγραμμα του

Σχήματος 36.

Κώδικας 12: Αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier στην U(ω) ώστε να προ-

κύψει το u(t) και δημιουργία διαγραμμάτων.

78 u = f f t . t rans form (F u as Complex [ ] , TransformType . INVERSE)
79 ResponsePlot= new PlotFrame ( )
80 upl t =[ ]
81 (0 . .<u . l ength ) . each{
82 upl t . add (2 . 0∗u [ i t ] . r e ( ) )
83 }
84 pf=new p l o t f un c t i on ( dt , up l t as double [ ] )
85 pf . setName ("IFFT[U(w)]=u(t)")
86 ResponsePlot . addFunction ( pf )
87

88 theSDOF . setRHS ( f as DoubleFunction )
89 theSDOF . duhamel (Tot , dt )
90

91 pf=new p l o t f un c t i on ( dt , theSDOF . Disp ( ) )
92 pf . setName ("Duhamel u(t)")
93 ResponsePlot . addFunction ( pf )
94 ResponsePlot . setMarker ( true )
95 ResponsePlot . T i t l e ("IFFT, Fˆ(-1)[U(w)]=u(t) of response")
96 ResponsePlot . setAutoColor ( true )
97 ResponsePlot . makeLegend ( true )
98 ResponsePlot . h l i n e ( 0 . 0 )
99 ResponsePlot . show ( )

Επιπλέον και ως μια περαιτέρω επαλήθευση της ορθότητας θέτουμε τη λύση

της απόκρισης από την αριθμητική προσέγγιση του συνελικτικού ολοκληρώμα-

τος του Duhamel ώστε να συγκρίνουμε με το αντίστοιχο γινόμενο F (ω)H(ω).

Κώδικας 13: Ευθύς μετασχηματισμός Fourier στη λύση u(t) υπολογισμένη

αριθμητικά μέσω του ολοκληρώματος Duhamel ώστε να προκυψει το U(ω) και
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σύγκριση με το αντίστοιχο F (ω)H(ω). Ανανέωση διαγραμμάτων.

101 F un = f f t . t rans form (theSDOF . Disp ( ) , TransformType .FORWARD)
102 Lp=F un . s i z e ( )
103

104 F unplt =[ ]
105

106 Fs=1.0/ dt
107 ( 0 . . ( Lp) /2) . each{
108 F unplt . add (F un [ i t ] . abs ( ) )
109 }
110

111 pf=new p l o t f un c t i on ( f r e q p l t as double [ ] , F unplt )
112 pf . se tMarkerSty le (1 )
113 pf . s e tMarke rF i l l ( true )
114 pf . setName ("F[u(t)]")
115 FFT u Plot . addFunction ( pf )
116 FFT u Plot . setMarker ( true )
117 FFT u Plot . setAutoColor ( true )
118 FFT u Plot . makeLegend ( true )
119 FFT u Plot . show ( )

Σχήμα 33: Μετασχηματισμός Fourier της f(t). Στο διάγραμμα απεικονίζεται η

απόλυτη τιμή των μιγαδικών σημείων ενώ με τις πράσινες κατακόρυφες ευθεί-

ες σημειώνονται οι η ιδιοσυχνότητα ω0 του ταλαντωτή και οι συχνότητες της

φόρτισης ω1 εως ω4.
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Σχήμα 34: Η μιγαδική συνάρτηση μεταφοράς στο πεδίο της συχνότητας

Σχήμα 35: Η συνάρτηση απόκρισης στο πεδίο της συχνότητα υπολογισμένη με

δύο τρόπους. Σύμφωνα με τον πρώτο από αυτούς, υπολογίζουμε το γινόμενο

F (ω)H(ω), ενώ κατά το δεύτερο χρησιμοποιούμε απευθείας μετασχηματισμό

Fourier στη λύση που δίνεται από το συνελικτικό ολοκλήρωμα του Duhamel.
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Σχήμα 36: Απόκριση στο χρόνο ως αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier της

συνάρτησης που προκύπτει από το γινόμενο F (ω)H(ω). Επιπλέον δίνεται και

η λύση από τον αριθμητικό υπολογισμό του συνελικτικού ολοκληρώματος του

Duhamel.
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2.14.7 Υλοποίηση μεθόδου β-Newmark

Ακολουθώντας παρόμοια διαδικασία με τα βήματα που δίνονται στον Πινάκα 5

θα παρουσιάσουμε εδώ τον κώδικα υλοποίησης και χρήσης της μεθόδου β-
Newmark. Η εφαρμογή θα γίνει για την ελεύθερη ταλάντωση σε ένα σύστημα,

τα χαρακτηριστικά (δυσκαμψία, μάζα, απόσβεση) του οποίου μπορεί κάνεις να τα

δει στο σώμα του Κώδικα [14], με χρήση της μεθόδου γραμμικής επιτάχυνσης

για περιπτώσεις διαδοχικά αυξανόμενου βήματος χρονικής ολοκλήρωσης, σε

σχέση με τη κρίσιμη τιμή βήματος χρονικής ολοκλήρωσης που δίνεται από τη

σχέση της εξ. (59), από 0.1∆tcr έως 1.01∆tcr. Συγκεκριμένα, στην Εικόνα 37

στην αριστερά στήλη απεικονίζονται τα διαγράμματα της μετακίνησης u με το

χρόνο t, στη μεσαία στήλη τα διαγράμματα της ταχύτητας v στο χρόνο t, ενώ
στη δεξιά τα διαγράμματα στο χώρο φάσης ή κατάστασης σε όρους μετακίνησης

u−v και ταχύτητας v. Από πάνω προς τα κάτω το βήμα χρονικής ολοκλήρωσης

∆t = λαμβάνει τις τιμές 0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 0.99, 1.0, 1.01 του ∆tcr, αντίστοιχα.
Μπορούμε να παρατηρήσουμε, στις εικόνες αυτές, πως μέχρι και τη τιμή ∆t ≤
∆tcr η λύση είναι ευσταθής, χωρίς δηλαδή να εισάγεται ενέργεια στο σύστημα.

Βέβαια ή ακρίβεια της μεθόδου ελαττώνεται όσο αυξάνει η τιμή του βήματος

∆t.

Κώδικας 14: Υλοποίηση και χρήση της μεθόδου β-Newmark.

1 k=1000.0; m=1.0; c=1.0
2 u0=0.0; v0=1.0
3 // ex t e rna l l oad ing could be any func t i on o f time
4 // e . g . : f={s i n ( 2 . 0∗ s q r t ( k/m) ∗ i t ) }
5 // however here we assume f r e e v ib ra t i on , t h e r e f o r e :
6 f ={0.0}
7

8 g=1.0/2.0 // gamma
9 b=1.0/6.0 // beta

10

11 om=sqr t ( k/m) ; x s i=c /(2∗m∗om)
12 dtcr=1/om∗( x s i ∗( g−0.5)+sq r t ( 0 . 5∗ g−b+( x s i ∗ x s i ∗( g−0.5) ∗( g−0.5) ) )

) / (0 . 5∗ g−b)
13

14 dt=1.0∗ dtcr
15 N=1000
16

17 u=new double [N+1] ; u [0 ]=u0
18 v=new double [N+1] ; v [0 ]= v0
19 a=new double [N+1] ; a [ 0 ]=( f (0 )−c∗v [0]−k∗u [ 0 ] ) /m
20

21 //beta−Newmark c o e f f i c i e n t s
22 w0=1/(b∗dt∗dt ) ; w1=g/(b∗dt ) ; w2=1/(b∗dt ) ; w3=1.0/(2∗b)−1.0
23 w4=g/b−1.0 ; w5=(g/b−2.0)∗dt / 2 . 0 ; w6=dt ∗(1.0−g ) ; w7=dt∗g
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24

25 // K e f f e c t i v e
26 ke f=k+w0∗m+w1∗c
27

28 // i t e r a t i v e computations
29 ( 1 . .N) . each{
30 // e f f e c t i v e load
31 f e f=f ( i t ∗dt )+m∗(w0∗u [ it−1]+w2∗v [ it−1]+w3∗a [ it −1])+c ∗(w1∗u [ it

−1]+w4∗v [ it−1]+w5∗a [ it −1])
32

33 // s o l v e f o r cur rent d i sp lacement
34 u [ i t ]= f e f / ke f
35

36 // cur rent a c c e l e r a t i o n and v e l o c i t y
37 a [ i t ]=w0∗(u [ i t ]−u [ it −1])−w2∗v [ it−1]−w3∗a [ it −1]
38 v [ i t ]=v [ it−1]+w6∗a [ it−1]+w7∗a [ i t ]
39 }
40

41 x=u ; y=v // x , y could take the va lue s o f dt , u , v
42 r e spP lo t= new PlotFrame ( )
43 r e spP lo t . addFunction (new p l o t f un c t i on (x , y ) )
44 r e spP lo t . setMarker ( fa l se )
45 r e spP lo t . show ( )

2.14.8 Μονοβάθμιος ταλαντωτής με γραμμικά ελαστικό – γραμ-

μικά κρατυνόμενο ελατήριο

Μια γενίκευση του ελαστοπλαστικού μοντέλου που είδαμε στην παράγραφο 2.12.3

αφορά τα ελατήρια με δυνατότητα να παραλάβουν επιπλέον μεγαλύτερη δύναμη

μετά η διαρροή, ιδιότητα που είναι γνωστή ως κράτυνση. Πιο συγκεκριμένα εδώ

θεωρούμε ένα ελαστοπλαστικό ελατήριο με κινηματική κράτυνση, ο καταστατι-

κός νόμος του οποίου μπορεί να αποδοθεί σχηματικά όπως στο Σχήμα 38. Και

σε αυτό το παράδειγμα θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο β-Newmark αφού τη

γράψουμε σε κατάλληλη αυξητική μορφή. Η ενεργός δυσκαμψία στο χρονικό

βήμα n δίνεται από τη σχέση

k̂n = kn +
γ

β∆t
c+

1

β∆t2
m (83)
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ενώ η ενεργός διέγερση του βήματος θα είναι

∆f̂n = fn+1 − fn +

(
∆t
( γ

2β
− 1
)
c+

1

2β
m

)
ün

+

(
γ

β
c+

1

β∆t
m

)
u̇n (84)

και με επίλυση της εξίσωσης

k̂n∆un=∆f̂n (85)

υπολογίζεται το βήμα ∆un. Επιπλέον για τη ταχύτητα θα έχουμε τη σχέση,

∆u̇n =
γ

β∆t
∆un −

γ

β
u̇n + ∆t

(
1− γ

2β

)
ün (86)

Επειτα επιλύουμε την εξ. (74) στο βήμα n ως προς ∆ü,

∆ün =
∆fn
m
− c

m
∆u̇n −

kn
m

∆un. (87)

Αφού υπολογιστούν τα παραπάνω πρέπει να γίνουν οι απαραίτητοι έλεγχοι σχε-

τικά με την πιθανή διαρροή του ελατηρίου αλλά και την περίπτωση αποφόρτι-

σης. Τα δεδομένα αυτά μας εφοδιάζουν και με την δυνατότητα επιλογής της

τρέχουσας δυσκαμψίας kep του ελατηρίου ανάμεσα στην αρχική k και αυτή της

κράτυνσης kh. Για το λόγο αυτό υπολογίζεται το επίπεδο της διαρροής από τη

σχέση,

fyield(un+1, u̇n+1) = khun+1 + (k − kh)uysgn(u̇n+1) (88)

και ελέγχουμε τις επόμενες περιπτώσεις.

Αρχικά για τον έλεγχο διαρροής:

(α) Αν kep=k και u̇n+1 > 0 και kep(un+1 − up) > fyield, το σύστημα έχει

ξεπεράσει πρώτη φορά, θετικά, το επίπεδο διαρροής. Θέτουμε kep=kh
και up=(1− k/kh)uy.

(β) Αν kep=k και u̇n+1 < 0 και kep(un+1 − up) < fyield, το σύστημα χει

ξεπεράσει πρώτη φορά, αρνητικά, το επίπεδο διαρροής. Θέτουμε kep=kh
και up=(k/kh − 1)uy.

Ακολουθεί ο έλεγχος αποφόρτισης:

(γ) Αν k=kh και u̇n+1u̇n < 0. Θέτουμε kep=k και up=un+1−(kh/k−1)(un+1−up).
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Η δύναμη επαναφοράς στο ελατήριο θα είναι fSn+1=kep(un+1 − up).
Εδώ παρουσιάζουμε αποτελέσματα για τη περίπτωση ενός συστήματός κάτω

από την επίδραση αρμονικού φορτίου. Τα στοιχεία του προβλήματος μπορούν

να εξαχθούνε από το σώμα του κειμένου του κώδικα που παρουσιάζεται στο

πλαίσιο Κώδικα [15].

Κώδικας 15: Ελαστοπλαστικό σύστημα ταλάντωσης, επίλυση με χρήση της

μεθόδου β-Newmark σε αυξητική μορφή.

1 k=1000.0; kh=0.25∗k ; m=10.0; c=1.0
2 f s y =8.0 ; uy=f sy /k
3 u0=0.0 ; v0=0.0// i n i t i a l d i sp lacement u0 should be lower than

uy
4 upl=0.0
5 f ={100.0∗ s i n (10 . 5∗ s q r t ( k/m) ∗ i t ) }
6

7 g=1.0/2.0 // gamma
8 b=1.0/4.0 // beta
9

10 dt=0.001
11 N=1000
12

13 u=new double [N+1] ; u [0 ]=u0
14 v=new double [N+1] ; v [0 ]= v0
15 a=new double [N+1] ; a [ 0 ]=( f (0 )−c∗v [0]−k∗u [ 0 ] ) /m
16 f s=new double [N+1] ; f s [0 ]=k∗u0
17

18 p l a s t i c=fa l se
19 kep=k
20 // i t e r a t i v e computations
21 ( 1 . .N) . each{
22 // K e f f e c t i v e
23 ke f=kep+m/(b∗dt∗dt )+c∗g /(b∗dt )
24

25 // e f f e c t i v e load
26 f e f=f ( i t ∗dt )−f ( ( it −1)∗dt )+m∗( v [ it −1]/(b∗dt )+a [ it −1 ]/(2 .0∗b) )+c

∗( v [ it −1]∗g/b+a [ it −1]∗dt ∗( g / (2 . 0∗b) −1.0) )
27

28 // s o l v e f o r cur rent d i sp lacement s tep
29 du=f e f / ke f
30 u [ i t ]=u [ it−1]+du
31

32 // cur rent a c c e l e r a t i o n and v e l o c i t y
33 v [ i t ]=v [ it−1]+du∗g /(b∗dt )−v [ it −1]∗g/b+a [ it −1]∗g∗(1.0−g /(2 . 0∗b)

)
34 a [ i t ]=( f ( i t ∗dt )−c∗v [ i t ]−kep∗u [ i t ] ) /m
35

36 // check y i e l d i n g
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37 y i e l d=kh∗u [ i t ]+(k−kh ) ∗uy∗ signum (v [ i t ] )
38 i f ( ! p l a s t i c ) {
39 i f ( v [ i t ]>0.0 && kep ∗(u [ i t ]−upl )>y i e l d ) {
40 kep=kh
41 upl=(1.0−k/kh ) ∗uy
42 p l a s t i c=true
43 a l t e r=true
44 }
45 i f ( v [ i t ]<0.0 && kep ∗(u [ i t ]−upl )<y i e l d ) {
46 kep=kh
47 upl=(k/kh−1.0)∗uy
48 p l a s t i c=true
49 a l t e r=true
50 }
51 } else {
52 i f ( v [ i t ]∗ v [ it −1]<0){
53 kep=k
54 upl=u [ i t ]−(u [ i t ]−upl ) ∗kh/k
55 p l a s t i c=fa l se
56 a l t e r=true
57 }
58 }
59 f s [ i t ]=kep ∗(u [ i t ]−upl )
60 }
61 ufP lo t = new PlotFrame ( )
62 ufP lo t . addFunction (new p l o t f un c t i on (u , f s ) )
63 ufP lo t . v l i n e ( 0 . 0 )
64 ufP lo t . h l i n e ( 0 . 0 )
65 ufP lo t . i n c l i n e (kh , uy , f sy , Color . b lue )
66 ufP lo t . i n c l i n e (kh,−uy,− f sy , Color . b lue )
67 ufP lo t . setMarker ( true )
68 ufP lo t . show ( )
69

70 tuPlot = new PlotFrame ( )
71 tuPlot . addFunction (new p l o t f un c t i on ( dt , u ) )
72 tuPlot . h l i n e (uy , Color . red )
73 tuPlot . h l i n e (−uy , Color . red )
74 tuPlot . setMarker ( true )
75 tuPlot . show ( )
76

77 tvPlot = new PlotFrame ( )
78 tvPlot . addFunction (new p l o t f un c t i on ( dt , v ) )
79 tvPlot . setMarker ( true )
80 tvPlot . show ( )

Τα αποτελέσματα σε μορφή διαγραμμάτων που δημιουργούνται από τον κώ-

δικα απεικονίζονται στις εικόνες των Σχημάτων 39-41.
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2.14.9 Σύγκριση των λύσεων μη-γραμμικής και γραμμικοποι-

ημένης θεώρησης του απλού εκκρεμούς

Σε αυτή τη παράγραφο θα συγκρίνουμε την απόκριση που λαμβάνουμε για το

απλό εκκρεμές από τη θεώρηση μη-γραμμικής με αυτή της γραμμικής προσέγγι-

σης. Τη λύση και για τις δυο περιπτώσεις θα την καθορίζουμε από αριθμητική

επίλυση με χρήση της οντότητας pendulum και της συνάρτησης αυτής solve
που είναι μια υλοποίηση της Runge--Kutta τέταρτης τάξης. Τα αποτελέσμα-

τα που παρουσιάζουμε εδώ αφορούν ένα εκκρεμές μοναδιαίου μήκους κάτω από

αρχικές συνθήκες μηδενικής γωνιακής ταχύτητας και μια σειράς από αρχικές

γωνιακές μετατοπίσεις. Ο κώδικας
14

που χρησιμοποιούμε μπορεί εύκολα να

τροποποιηθεί ώστε να γίνουν παραμετρικά αριθμητικά πειράματα.

΄Οπως μπορούμε να δούμε και στα αποτελέσματα στα διαγράμματα του Σχή-

ματος 43 η γραμμική προσέγγιση είναι σχετικά ικανοποιητική μόνο για πολυ

μικρές τιμές του εύρους της γωνιακής μετατόπισης. Οριακή περίπτωση αποτε-

λεί αυτή της αρχικής γωνιακής μετατόπισης ίσης με 180
o
(κατακόρυφη θέση),

η οποία εντούτοις βρίσκεται εντελώς εκτός ορίων καταλληλότητας της γραμ-

μικής θεώρησης. Σε αυτή τη περίπτωση, σύμφωνα με την γραμμική θεώρηση

υπολογίζεται κάποια περιστροφική κίνηση ενώ η μη-γραμμική θεώρηση σωστά

προβλέπει ηρεμία (ακινησία) δηλαδή εντοπίζει μια θέση ισορροπίας, αν και α-

σταθούς.

2.14.10 Αριθμητική επίλυση εξίσωσης Duffing

Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες μη-γραμμικά συστήματα υπό περιοδική διέ-

γερση και κάτω από ορισμένες προϋποθέσεις, αποκρίνονται μη περιοδικά. Η

συμπεριφορά αυτή ενός δυναμικού συστήματος ονομάζεται και χαοτική
15
. Τυ-

πικό παράδειγμα αποτελεί η χαοτική απόκριση του Ueda που εμφανίζεται σε ένα

ταλαντωτή Duffing όταν διεγείρεται αρμονικά. Η αντίστοιχη διαφορική σχέση

που δίνεται στην εξ. (81) θα είναι τώρα,

mü+ cu̇+ ku+ µu3 = f0 cos (ω̄t) (89)

Για την αριθμητική επίλυση του προβλήματος θεωρούμε την εξίσωση στην μορ-

φή συστήματος πρώτης τάξης όπως δίνεται στις εξ. (82) και χρησιμοποιούμε

δυνατότητες που μας παρέχει η βιβλιοθήκη Apache Commons Mathematics
όπως φαίνεται στο σώμα του κειμένου του Κώδικα 16.

14https://www.eclass.tuc.gr/modules/document/file.php/MPD139/
CGPanagiotopoulos_Course_2017-2018/climax_scripts/pendulum_
Contraption.climax
15
Α. Καναράχος, Ι. Αντωνιάδης, Δυναμική Μηχανών, εκδ. Παπασωτηρίου, 1998
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Κώδικας 16: Αριθμητική επίλυση ταλαντωτή Duffing με την Runge–Kutta
τέταρτης τάξης. Αξιοποίηση της βιβλιοθήκης Apache Commons Mathematics
απευθείας στο περιβάλλον του SDE.

1 import org . apache . commons . math3 . ode .
F i r s tOrde rD i f f e r en t i a lEqua t i on s

2 import org . apache . commons . math3 . ode . n o n s t i f f .
C la s s i ca lRungeKutta Integrator

3 import org . apache . commons . math3 . ode . ContinuousOutputModel
4

5 class du f f i n g implements F i r s tOrde rD i f f e r en t i a lEqua t i on s {
6

7 Closure f ;
8 double m, c , k ,mu;
9

10 du f f i n g (double m, double k , double mu, double c , Closure f ) {
11 this . f = f ;
12 this .m = m;
13 this . k = k ;
14 this .mu = mu;
15 this . c = c ;
16 }
17

18 int getDimension ( ) {
19 return 2 ;
20 }
21

22 void computeDer ivat ives (double t , double [ ] y , double [ ] yDot ) {
23 yDot [ 0 ] = y [ 1 ]
24 yDot [ 1 ] = −c∗y [ 1 ] /m−k∗y [ 0 ] /m−mu∗y [ 0 ] ∗ y [ 0 ] ∗ y [ 0 ] /m+f ( t ) /m
25 }
26

27 }
28

29 double dt=0.01
30 CRK = new Clas s i ca lRungeKutta Integrator ( dt )
31 gamma=7.5
32 omega=1.0
33 f={gamma∗ cos ( omega∗ i t ) }
34

35 ode = new du f f i n g ( 1 . 0 , 0 . 0 , 1 . 0 , 0 . 0 5 , f ) ;
36 double [ ] y = [ 3 . 1 , 4 . 1 ] ; // i n i t i a l s t a t e
37

38 t r a cke r = new ContinuousOutputModel ( )
39

40 CRK. addStepHandler ( t r a cke r ) ;
41

42 double to t =250.0∗PI
43 CRK. i n t e g r a t e ( ode , 0 . 0 , y , tot , y ) ;
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44 u=[ ]
45 v=[ ]
46 ( 0 . . t o t /dt ) . each{
47 t r a cke r . s e t Inte rpo la tedTime ( i t ∗dt )
48 r e s=t ra cke r . g e t I n t e rpo l a t edS t a t e ( )
49 u . add ( r e s [ 0 ] )
50 v . add ( r e s [ 1 ] )
51 }
52

53 thePlot . addFunction (new p l o t f un c t i on (u as double [ ] , v as double
[ ] ) )

54 thePlot . show ( )

Ενδεικτικά παρουσιάζουμε αποτελέσματα για τη περίπτωση όπου k=0.05,
m=1, c=0 και µ=1.0, ενώ η αρμονική διέγερση θα έχει τη μορφή f(t) =
7.5 cos t. ΄Εχουμε θεωρήσει δυο περιπτώσεις αρχικών συνθηκών οι οποίες και

είναι πολυ κοντά η μια στην άλλη. Η πρώτη (α) θα είναι για (u0, v0)=(3.0, 4.0)
και η δεύτερη (β) για (u0, v0)=(3.01, 4.01).

Ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της χαοτικής απόκρισης είναι η μεγάλη ευαισθη-

σία της σε αλλαγές των αρχικών συνθηκών. Μικρές αποκλίσεις στις αρχικές

συνθήκες, οι οποίες στην πραγματικότητα είναι αναπόφευκτες, οδηγούν σε με-

γάλες αποκλίσεις της απόκρισης στα χαοτικά δυναμικά συστήματα. Αυτό φαί-

νεται χαρακτηριστικά στα διαγράμματα των Σχημάτων 44-46, όπου μια μικρή

διαταραχή των αρχικών συνθηκών οδηγεί, από αρχικά ταυτόσημες αποκρίσεις,

σε σημαντικές αποκλίσεις με τη πάροδο του χρόνου. Σημειώνεται επιπλέον ό-

τι, με παρόμοιο του κώδικα που παρουσιάσαμε σε αυτή την παράγραφο και για

μικρές ίσως παραλλαγές του συγκεκριμένου παραδείγματος, έχει δημιουργηθεί

βίντεο
16

που παρουσιάζει τη χρήση και αξιοποίηση στο περιβάλλον του SDE.

Στιγμιότυπο από παρόμοιο βίντεο απεικονίζεται στην εικόνα του Σχήματος 47.

16https://youtu.be/mrwdPwc2M9g
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Σχήμα 37: Αριστερά στήλη διαγράμματα u − t, μεσαία v − t και δεξιά u − v.
Από πάνω προς τα κάτω βήμα χρονικής ολοκλήρωσης ∆t=(0.1, 0.2, 0.4, 0.8,

0.99, 1.0, 1.01) του ∆tcr, αντίστοιχα.
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fS(u)

fSy

uy up u

2fSy

up up

Σχήμα 38: Καταστατική σχέση παραμόρφωσης/μετακίνησης και δύναμης επα-

ναφοράς ελαστοπλαστικού ελατηρίου με κινηματική κράτυνση. Το μοντέλο

είναι διγραμμικό αφού περιγράφεται από κλάδους που έχουν τη αρχική κλίση k
αλλά και αυτούς με κλίση kh που συμπίπτουν με τις γραμμές διαρροής.

Σχήμα 39: Δύναμη επαναφοράς ελαστοπλαστικού ελατηρίου με κινηματική κρά-

τυνση ως συνάρτηση της μετακίνησης του μονοβάθμιου ταλαντωτή. Οι δυο

παράλληλες (μπλε) ευθείες πάνω και κάτω είναι γραμμές διαρροής.
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Σχήμα 40: Μετακίνηση ελαστοπλαστικού ελατηρίου με κινηματική κράτυνση

στο χρόνο. Οι δυο (κόκκινες) παράλληλες ευθείες περνούν από την τιμή της

μετακίνησης διαρροής uy και της αντίθετης της τιμής.

Σχήμα 41: Ταχύτητα ελαστοπλαστικού ελατηρίου με κινηματική κράτυνση στο

χρόνο.
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Σχήμα 42: Απλό εκκρεμές, μη-γραμμική έναντι γραμμικής θεώρησης. Επίλυση

στο SDE

Σχήμα 43: Αριστερά στήλη διαγράμματα θ − t, δεξιά θ̇ − t. Σε όλα τα δια-

γράμματα εκτίθενται αμφότερα αποτελέσματα για τη γραμμική και μη-γραμμική

θεώρηση. Η κίνηση οφείλεται σε αρχική απόκλιση από τη θέση ισορροπί-

ας και μηδενική αρχική γωνιακή ταχύτητα. Η γωνία είναι σταδιακά αύξουσα

(0.1,0.5,0.95,1.0)π, για τις περιπτώσεις από πάνω προς τα κάτω.
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Σχήμα 44: Μεταβολή απόκρισης για μικρές αλλαγές των αρχικών συνθηκών.

Απόκριση μετακίνησης στο χρόνο ταλαντωτή Duffing.

Σχήμα 45: Μεταβολή απόκρισης για μικρές αλλαγές των αρχικών συνθηκών.

Απόκριση ταχύτητας στο χρόνο ταλαντωτή Duffing.
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Σχήμα 46: Μεταβολή απόκρισης για μικρές αλλαγές των αρχικών συνθηκών.

Απόκριση στο χώρο κατάστασης ταλαντωτή Duffing.

Σχήμα 47: Επίλυση ταλαντωτή Duffing στο περιβάλλον του SDE. Στιγμιότυπο

από βίντεο στο https://youtu.be/mrwdPwc2M9g.
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3 Πολυβάθμια συστήματα

Στην προηγούμενη ενότητα (2. Ο μονοβάθμιος ταλαντωτής) ασχοληθήκαμε

αποκλειστικά με ταλαντωτές ενός βαθμού ελευθερίας καθώς και με την αντί-

στοιχη διαφορική εξίσωση που περιέγραφε την κίνηση τους. Εδώ θα εισάγουμε

τα συστήματα πολλών βαθμών ελευθερίας, που θα καλούμε και ως πολυβάθμια

συστήματα ταλάντωσης ή πιο απλά θα αναφερόμαστε στον πολυβάθμιο ταλα-

ντωτή, και τις αντίστοιχες εξισώσεις κίνησης. Θα ασχοληθούμε με συστήματα

των οποίων οι εξισώσεις κίνησης εύκολα μπορούν να προσδιορισθούν, για παρά-

δειγμα μέσω του διαγράμματος ελεύθερου σώματος (Δ.Ε.Σ.) και των νόμων του

Νεύτωνα για την ισορροπία των δυνάμεων, ενώ ταυτόχρονα θα ασχοληθούμε

και με την επίλυση αλλά και τη ποιοτική ανάλυση αυτών.

3.1 Σύστημα ταλάντωσης σειράς συζευγμένων μαζών

k1

c1

k2

c2

k3

c3

f1

u1

m1

f2

u2

m2

Σχήμα 48: Σύστημα ταλάντωσης δύο βαθμών ελευθερίας.

Οδηγός μας σε αυτή την εισαγωγή θα είναι αρχικά το σύστημα δύο συ-

ζευγμένων μαζών με αντίστοιχα ελατήρια και αποσβεστήρες, όπως αυτό του

Σχήματος 48. Οι βαθμοί ελευθερίας του συστήματος αυτού είναι οι οριζόντιες

μετακινήσεις κάθε μάζας οπότε στο σύνολο τους είναι δύο. Από το Δ.Ε.Σ. της

πρώτης μάζας και με εφαρμογή του νόμου του Νεύτωνα για την ισορροπία των

δυνάμεων, έχουμε,

m1ü1(t) = f1(t)− k1u1(t)− c1u̇1(t)− k2 (u1(t)− u2(t))− c2 (u̇1(t)− u̇2(t))→
m1ü1(t) + (c1 + c2)u̇1(t)− c2u̇2(t) + (k1 + k2)u1(t)− k2u2(t) = f1(t) (90)

παρόμοια για τη δεύτερη μάζα θα έχουμε από το Δ.Ε.Σ.,

m2ü2(t) + (c2 + c3)u̇2(t)− c2u̇1(t) + (k2 + k3)u2(t)− k2u1(t) = f2(t) (91)

Γράφοντας τις εξισώσεις (90) και (91) σε μητρωική μορφή λαμβάνουμε την,[
m1 0
0 m2

]{
ü1(t)
ü2(t)

}
+

[
c1 + c2 −c2

−c2 c2 + c3

]{
u̇1(t)
u̇2(t)

}
+[

k1 + k2 −k2

−k2 k2 + k3

]{
u1(t)
u2(t)

}
=

{
f1(t)
f2(t)

}
(92)
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η οποία σε συμπτυγμένη μορφή μπορεί να γραφτεί ως,

Mü(t) + Cu̇(t) +Ku(t) = f(t) (93)

όπου K,M,C τα μητρώα δυσκαμψίας, μάζας και απόσβεσης αντίστοιχα, και

τα διανύσματα της μετατόπισης u της ταχύτητας u̇ και της επιτάχυνσης ü,
ενώ τέλος f το διάνυσμα της εξωτερικής διέγερσης. Δηλαδή, οι εξισώσεις

κίνησης απαρτίζουν ένα σύστημα συζευγμένων διαφορικών εξισώσεων 2
ης

τά-

ξης, το οποίο θα συνοδεύεται και από τις αντίστοιχες αρχικές συνθήκες στο

χρόνο t0, ο οποίος συνήθως λαμβάνεται ίσος με το μηδέν, στη μετακίνηση,

u(t0) =

{
u1(t0)
u2(t0)

}
=

{
u1,0

u2,0

}
(94)

και τη ταχύτητα

u̇(t0) =

{
u̇1(t0)
u̇2(t0)

}
=

{
u̇1,0

u̇2,0

}
(95)

την οποία κάποιες φορές θα συμβολίζουμε και ως

u̇(t0) = v(t0) =

{
v1(t0)
v2(t0)

}
=

{
v1,0

v2,0

}
. (96)

Το σύστημα των δύο συζευγμένων μαζών που παρουσιάσαμε εδώ μπορεί εύκολα

να επεκταθεί στη περίπτωση που θα είχαμε μια σειρά από N τον αριθμό μάζες

συζευγμένες με ελατήρια και αποσβεστήρες. Ο αριθμός των βαθμών ελευθερίας

ενός τέτοιου συστήματος εύκολα συμπεραίνεται πως θα ίσος με τον αριθμό των

μαζών, δηλαδή N , ενώ οι εξισώσεις σε μητρωική μορφή θα μπορούν εύκολα να

καταστρωθούν με τα όσα αναφέρουμε εδώ. ΄Ενα αντίστοιχο αντικείμενο έχει

αναπτυχθεί στο πακέτο courses.structuraldynamics με την ονομασία

sdofSeries για το οποίο μια πρώτη εισαγωγή ακολουθεί αμέσως πιο κάτω.
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Η κλάση sdofSeries

Εδώ γίνεται μια πρώτη αναφορά και μια συνοπτική παρουσίαση της οντότη-

τας του πακέτου courses.structuraldynamics που αφορά τον ταλα-

ντωτή συζευγμένων σε σειρά μαζών μέσω ελατηρίων και αποσβεστήρων. Το

πολυβάθμιο αυτό σύστημα πραγματώνεται μέσω της κλάσης sdofSeries.
Οι αναφορές που επισημαίνονται αφορούν τον Κώδικα [17]. Για να χρησιμο-

ποιήσουμε τη κλάση sdofSeries πρέπει πρώτα να εισαγάγουμε το πακέτο

courses.structuraldynamics (βλ. γραμμή 1). Στη γραμμή 3 καθορί-

ζεται μια διάταξη αριθμών που θα χρησιμοποιηθεί για την εισαγωγή των δυ-

σκαμψιών των ελατηρίων, όμοια στην γραμμή 4 για τις μάζες. Ο γραμμικός

ταλαντωτής συζευγμένων μαζών ορίζεται στη γραμμή 6 με όρισμα τις διατάξεις

αριθμών για τις μάζες και τις δυσκαμψίες, με αυτό το τρόπο το στιγμιότυπο

mSeries του αντικείμενου sdofSeries που θα δημιουργηθεί θα είναι μηδενι-

κής απόσβεσης. Στη γραμμη 8 αυξάνουμε το «πάχος» των μαζών για αποκλει-

στικά γραφικούς σκοπούς και στη γραμμή 9 το εισάγουμε στο Universe του

SDE ώστε να αποκτήσει και γραφική υπόσταση. Τέλος για καλύτερη γραφική

αναπαράσταση θέτουμε (γραμμή 11) το πλαίσιο γραφικής απεικόνισης tehGP
του SDE σε κατάσταση IsoScale, που θέτει ίδια κλίμακα για τις δύο κάθετες

διευθύνσεις x και y. Αν εκτελέσουμε τον κώδικα η μορφή του περιβάλλοντος

του SDE θα είναι όπως περίπου αυτή της εικόνας στο Σχήμα 49.

Κώδικας 17: Σύντομη παρουσίαση του αντικείμενου του ταλαντωτή που απαρ-

τίζεται από σειρά συζευγμένων μαζών sdofSeries

1 import cour s e s . s t ruc tura ldynamics .∗
2

3 double [ ] s p r i ng s = [ 1 0 0 0 . 0 , 5 0 0 . 0 , 1 0 0 0 . 0 ]
4 double [ ] masses = [ 1 0 . 0 , 5 . 0 ]
5

6 mSeries = new s d o f S e r i e s ( masses , s p r i ng s )
7

8 mSeries . dx=2.0∗mSeries . dx
9 theUniverse . putContraption ( mSeries )

10

11 theGP . s e t I s o S c a l e ( true )

Το σύστημα εξισώσεων (93) θα μπορούσε να επιλυθεί αριθμητικά με τις

μεθόδους που έχουμε περιγράψει στην ενότητα 2.11.1. Εδώ όμως θα παρου-

σιάσουμε μεθόδους κατάλληλες ώστε να αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα και με

αναλυτική προσέγγιση και επίλυση. Στο σημείο αυτό επισημαίνουμε ότι, όπως

παρατηρούμε και από τη μορφή της εξ. 92, τα μητρώα μάζας, δυσκαμψίας και

απόσβεσης είναι συμμετρικά. Η συμμετρία αυτή εμφανίζεται σε μια μεγάλη κα-
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Σχήμα 49: Εισαγωγή και απεικόνιση συστήματος συζευγμένων μαζών

sdofSeries στο SDE.

τηγορία μηχανικών συστημάτων και θα θεωρήσουμε εδώ ότι ασχολούμαστε με

τέτοιας μορφής συστήματα. Αναφέρουμε επιπλέον ότι τα μητρώα K καιM είναι

θετικά ημιορισμένο και ορισμένο αντίστοιχα, ισχύουν δηλαδή οι σχέσεις,

xTKx ≥ 0 και xTMx > 0

για ένα οποιοδήποτε διάνυσμα x.

3.2 Σύστημα ταλάντωσης διατμητικού πλαισίου

c1kδ1 kα1

f1

u1

m1

c2

kδ2 kα2

f2
u2m2

Σχήμα 50: Σύστημα ταλάντωσης διατμητικού πλαισίου δύο βαθμών ελευθερίας.

΄Ενα άλλο απλό πολυβάθμιο σύστημα ταλάντωσης που προσφέρεται για τη

κατανόηση και εμβάθυνση εννοιών σχετικών με τη δυναμική των κατασκευών

είναι αυτό του διατμητικού πλαισίου. Οι παραδοχές που γίνονται σε ένα διατμη-

τικό πλαίσιο είναι οι ακόλουθες:
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• Το σύνολο της μάζας θεωρείται συγκεντρωμένο στις στάθμες των ορό-

φων.

• Τα οριζόντια στοιχεία (δοκοί) που συνδέουν τα επιμέρους κατακόρυφα

(στήλοι) θεωρούνται άκαμπτα

• Παράλειψη αξονικών παραμορφώσεων σε αμφότερα στοιχεία δοκών και

στύλων.

Μια σχηματική απεικόνιση ενός τέτοιου συστήματος δίνεται στο Σχήμα 50.

Κάθε «όροφος» θεωρείται μια μάζα με αποκλειστική ελευθερία κίνησης την

οριζόντια μετατόπιση. Η δυσκαμψία των επιμέρους στοιχείων που συνδέουν

τους ορόφους διαμορφώνουν τη δυσκαμψία ορόφου η οποία υπολογίζεται α-

πό το άθροισμα των δυσκαμψιών των επιμέρους κατακόρυφων στοιχείων (στύ-

λων). Στη περίπτωση του συστήματος του Σχήματος 50 θα είναι για το ισόγειο

k1 = kδ1 + kα1 και για το επόμενο επίπεδο (πρώτος όροφος) k2 = kδ2 + kα2 . Πα-

ρόμοια θεώρηση έχουμε και για την απόσβεση του συστήματος. Καθώς από

τις παραδοχές αναφέρουμε πως παραλείπονται οι αξονικές παραμορφώσεις, τα

άκρα των στύλων που συνδέουν τις μάζες έχουν κοινή μετατόπιση σε κάθε

όροφο ίση με τη μετατόπιση της μάζας του ορόφου. Αυτό δίνει τη δυνατότητα

επιπλέον γεωμετρικής απλοποίησης με τη μονοδιάστατο κατακόρυφο σύστημα

του Σχήματος 50 δεξιά.

Οι εξισώσεις κίνησης σε μητρωική μορφή για τη περίπτωση δύο ορόφων θα

είναι,

[
m1 0
0 m2

]{
ü1(t)
ü2(t)

}
+

[
c1 + c2 −c2

−c2 c2

]{
u̇1(t)
u̇2(t)

}
+[

k1 + k2 −k2

−k2 k2

]{
u1(t)
u2(t)

}
=

{
f1(t)
f2(t)

}
(97)

ενώ θα συνοδεύονται από τις αντίστοιχες αρχικές συνθήκες για το διάνυσμα

μετατόπισης u(0) και ταχύτητας u̇(t). Εύκολα το παραπάνω σύστημα μπορεί

να επεκταθεί στη περίπτωση των N ορόφων.
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Η κλάση shearframe

Εδώ γίνεται μια πρώτη αναφορά και μια συνοπτική παρουσίαση της οντότητας

του πακέτου courses.structuraldynamics που αφορά τον ταλαντωτή

διατμητικού πλαισίου. Το πολυβάθμιο αυτό σύστημα πραγματώνεται μέσω της

κλάσης shearframe. Οι αναφορές που επισημαίνονται αφορούν τον Κώδι-

κα [18]. Για να χρησιμοποιήσουμε τη κλάση shearframe πρέπει πρώτα να

εισαγάγουμε το πακέτο courses.structuraldynamics (βλ. γραμμή 1).

Στη γραμμή 3 καθορίζεται μια διάταξη αριθμών που θα χρησιμοποιηθεί για την

εισαγωγή των δυσκαμψιών των ορόφων, όμοια στην γραμμή 4 για τις μάζες. Ο

γραμμικός ταλαντωτής διατμητικού πλαισίου ορίζεται στη γραμμή 6 με όρισμα

τις διατάξεις αριθμών για τις μάζες και τις δυσκαμψίες, με αυτό το τρόπο το

στιγμιότυπο sf2 του αντικείμενου shearframe που θα δημιουργηθεί θα είναι

μηδενικής απόσβεσης. Στη γραμμή 8 εισάγουμε το στιγμιότυπο του αντικει-

μένου στο Universe του SDE ώστε να αποκτήσει και γραφική υπόσταση.

Τέλος για καλύτερη γραφική αναπαράσταση θέτουμε (γραμμή 10) το πλαίσιο

γραφικής απεικόνισης tehGP του SDE σε κατάσταση IsoScale, που θέτει ίδια

κλίμακα για τις δύο κάθετες διευθύνσεις x και y. Αν εκτελέσουμε τον κώδικα

η μορφή του περιβάλλοντος του SDE θα είναι όπως περίπου αυτή της εικόνας

στο Σχήμα 51.

Κώδικας 18: Σύντομη παρουσίαση του αντικείμενου του ταλαντωτή διατμητικού

πλαισίου shearframe

1 import cour s e s . s t ruc tura ldynamics .∗
2

3 double [ ] s p r i ng s = [ 1 000 . 0 , 2 000 . 0 ]
4 double [ ] masses = [ 1 0 . 0 , 1 3 . 6 7 ]
5

6 s f 2 = new shear frame (masses , s p r i ng s )
7

8 theUniverse . putContraption ( s f 2 )
9

10 theGP . s e t I s o S c a l e ( true )

3.3 Το ιδιοπρόβλημα

Το ιδιοπρόβλημα αναφέρεται στις μη ταυτοτικές λύσεις (μηδενικές) της ομο-

γενούς μορφής του προβλήματος που μας απασχολεί. Είναι δηλαδή σαν να

ασχολούμαστε σε αυτή την ενότητα με την ελεύθερη ταλάντωση του πολυβάθ-

μιου συστήματος. ΄Ομως, τα όσα εκτεθούν εδώ, όπως θα δούμε και πιο κάτω,

έχουν ευθεία εφαρμογή και στη μη-ομογενή περίπτωση, με άλλα λόγια στην
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Σχήμα 51: Εισαγωγή και απεικόνιση συστήματος διατμητικού πλαισίου

shearframe στο SDE.

εξαναγκασμένη ταλάντωση. Τα όσα παρουσιάζουμε εδώ να θεωρηθεί ότι απο-

τελούν γενικά ένα πολύ σημαντικό μέρος της δυναμικής και των ταλαντώσεων

αλλά και όποιων εφαρμογών τους.

3.3.1 Πολυβάθμιο σύστημα χωρίς απόσβεση

΄Εστω η εξ. 93 απουσία εξωτερικής διέγερσης και μηδενικής απόσβεσης. Στη

περίπτωση αυτή η διατάραξη του συστήματος και η ταλάντωση του θα οφείλεται

στις αρχικές συνθήκες μετατόπισης και ταχύτητας στο χρόνο αρχής t0. Η

εξίσωση κίνησης θα είναι,

Mü(t) +Ku(t) = 0 (98)

για την οποία θα αναζητήσουμε λύσεις της μορφής u(t) = φq(t), όπου φ ένα

διάνυσμα που θα καθορίζει τη μορφή της λύσης στο χώρο και ο συντελεστής

q(t) (βαθμωτό μέγεθος) που ορίζει ένα μέτρο της απόκρισης στο χρόνο. Με

άλλα λόγια θα ψάξουμε για επιμέρους λύσεις οι οποίες έχουν το χαρακτηριστικό

ότι είναι μιας σταθερής μορφής η οποία δεν αλλάζει σχήμα με τη χρονική εξέλιξη

του φαινομένου, απλά αλλάζει το μέτρο q(t) (μέγεθος) του ίδιου σχήματος y
κατά το πέρασμα του χρόνου. Με αντικατάσταση η εξίσωση κίνησης θα είναι,

Mφq̈(t) +Kφq(t) = 0 (99)

και πολλαπλασιάζοντας με φT ,

φTMφq̈(t) + φTKφq(t) = 0 (100)
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και με ανακατάταξη των όρων μπορούμε να γράψουμε,

− q̈(t)
q(t)

=
φTKφ

φTMφ
(101)

Η τελευταία σχέση της εξ. 101 δηλώνει ότι για να ισχύει η ισότητα θα πρέπει

και οι δύο όροι της εξίσωσης να είναι αμφότεροι ίσοι με την ίδια σταθερά λ,

− q̈(t)
q(t)

=
φTKφ

φTMφ
= λ (102)

Από τον χρονικά εξαρτώμενο όρο μπορούμε να γράψουμε ότι,

− q̈(t)
q(t)

= λ→ q̈(t) = −λq(t) (103)

Με αντικατάσταση της εξ. (103) στην εξ. (99), λαμβάνουμε,

Mφλq(t)−Kφq(t) = 0→
(K − λM)φq(t) = 0 (104)

Η οποία για να ισχύει ∀t ≥ 0,

(K − λM)φ = 0 (105)

Η εξίσωση (114) εκφράζει το γενικευμένο γραμμικό πρόβλημα ιδιο-

τιμής. Για να έχει λύση θα πρέπει η ορίζουσα να μηδενίζεται, δηλαδή,

det (K − λM) = 0, (106)

η οποία ονομάζεται και χαρακτηριστική εξίσωση. Η χαρακτηριστική εξίσωση

με το ανάπτυγμα της ορίζουσας οδηγεί σε συνθήκη μηδενισμού ενός πολυωνύ-

μου Π(λ) = 0 το οποίο είναι N βαθμού ως προς λ. Οι λύσεις της εξίσωσης

αυτής ονομάζονται ιδιοτιμές λi ενώ οι τιμές ωi =
√
λi είναι οι ιδιοσυχνότητες

ή φυσικές συχνότητες του συστήματος
17
. Η μικρότερη συχνότητα ω1 καλείται

και θεμελιώδης ιδιοσυχνότητα.

17
Αξίζει να σημειωθεί ότι, στην περίπτωση του συστήματος ταλάντωσης χωρίς απόσβε-

ση, πολλές φορές γράφουμε το ιδιοπρόβλημα απευθείας σε όρους ιδιοσυχνοτήτων αντί των

ιδιοτιμών, δηλαδή:

(K − ω2M)φ = 0
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Δεν θα επεκταθούμε περαιτέρω στο πλαίσιο αυτών των σημειώσεων σχετικά

με την επίλυση του ιδιοπροβλήματος. Πλούσιο υλικό μπορεί να βρεθεί στα

βιβλία της δυναμικής που έχουν αναφερθεί στην εισαγωγή των σημειώσεων

αυτών αλλά και σε βιβλία γραμμικής άλγεβρας αφού το πρόβλημα αυτό βρίσκεται

στη καρδιά του συγκεκριμένου αντικείμενου με τεράστιο εύρος εφαρμογών.

Στα πλαίσια των παραδειγμάτων και εφαρμογών αυτών των σημειώσεων θα

λαμβάνουμε τη λύση του ιδιοπροβλήματος με αριθμητική επίλυση με χρήση του

λογισμικού πακέτου και της συνοδευτικής εργαλειοθήκης.

Από τη λύση του ιδιοπροβλήματος της εξ. (114) θα λάβουμε N στον αριθμό,

όσοι και οι βαθμοί ελευθερίας, ζεύγη ιδιοτιμών λi και αντίστοιχων ιδιοδιανυ-

σμάτων φi. Τα ζεύγη αυτά καλούνται και ιδιολύσεις. Οι ιδιοσυχνότητες είναι

δυνατό να είναι διακεκριμένες ή κάποιες να παρουσιάζουν πολλαπλότητα
18
. Λό-

γω της απροσδιοριστίας του συστήματος της εξ. (114) το μέτρο κάθε ιδιοδια-

νύσματος καθορίζεται αυθαίρετα. Αυτό σημαίνει ότι αν φi ιδιοδιάνυσμα, τότε

και για μια σταθερά α το αφi είναι ιδιοδιάνυσμα αφού ικανοποιεί την εξ. (114).

Η διαδικασία καθορισμού του μεγέθους των ιδιοδιανυσμάτων ονομάζεται και

κανονικοποίηση. Στο πλαίσιο αυτών των σημειώσεων χρησιμοποιούμε ε-

ναλλάξ τους όρους ιδιοδιάνυσμα και ιδιομορφή χωρίς διαφοροποίηση, με μόνη

διαφορά ότι ο δεύτερος όρος είναι γενικότερος.

Μια συνήθης κανονικοποίηση είναι αυτή κατά την οποία επιλέγουμε το μέ-

γιστο στοιχείο κάθε ιδιοδιανύσματος να είναι ίσο με μονάδα. Για να επιτευχθεί

αυτό απλά διαιρούμε όλα τα στοιχεία του εκάστοτε ιδιοδιανύσματος φn με το

μέγιστο στοιχείο του αυτού ιδιοδιανύσματος, δηλαδή:

φn :=
φn

max(φn)
(107)

Τα ιδιοδιανύσματα αυτά θα καλούμε κανονικές ιδιομορφές. Από τις επιμέρους

κανονικές ιδιομορφές ορίζεται και το ιδιομορφικό μητρώο Φ, όπου:

Φ =
[
φ1 φ2 . . . φN

]
=


φ11 φ11 . . . φ1N

φ21 φ22 . . . φ2N

. . . . . . . . . . . .
φN1 φN2 . . . φNN


Μια άλλη διαδικασια κανονικοποίησης είναι αυτή κατά την οποία επιλέγεται

τα ιδιοδιανύσματα να έχουν τέτοιο μέτρο ώστε,

φTi Mφi = 1.

18
Σε μια ιδιοσυχνότητα πολλαπλότητας p αντιστοιχούν p γραμμικά ανεξάρτητες ιδιομορ-

φές.
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Για να επιτευχθεί αυτό απλά διαιρούμε όλα τα στοιχεία του εκάστοτε ιδιοδια-

νύσματος φn με το μέγιστο στοιχείο του αυτού ιδιοδιανύσματος, δηλαδή:

φn :=
φn√
φTnMφn

(108)

Μια πολύ σημαντική ιδιότητα των ιδιομορφών είναι αυτή της ορθογωνικό-

τητας της μάζας, σύμφωνα με την οποία,

φTi Mφj =

{
m∗i , αν i = j

0, αν i 6= j
(109)

και για το μητρώο της δυσκαμψίας

φTi Kφj =

{
k∗i = ω2

im
∗
i , αν i = j

0, αν i 6= j
(110)

όπου m∗i και k∗i , αντίστοιχα η ιδιομορφική μάζα και ιδιομορφική δυσκαμψία της

i-ιοστής ιδιομορφής. Οι ποσότητες m∗i και k∗i καλούνται και ως, γενικευμένη

μάζα και δυσκαμψία για την i-ιοστή ιδιομορφή, αντίστοιχα.

Δέον να σημειωθει πως τα ιδιοδιανύσματα φi αποτελούν μια βάση

για το N-διάστατο διανυσματικό χώρο, που σημαίνει ότι οποιοδήποτε

διάνυσμα με διάσταση N μπορεί να προβληθεί στη βάση των ιδιοδιανυσμάτων.

Με άλλα λόγια, μπορούμε να γράψουμε τυχόν N -διάστατο διάνυσμα x ως ε-

παλληλία των N ιδιομορφών φi,

x =
N∑
i=1

αiφi (111)

όπου οι συντελεστές αi είναι οι συνιστώσες του διανύσματος x σε κάθε ένα

ιδιοδιάνυσμα φi της διανυσματικής βάσης.

3.3.2 Πολυβάθμιο σύστημα με απόσβεση

Στη περίπτωση αυτή το μητρώο απόσβεσης C είναι διάφορο του μηδενικού και

η εξίσωση κίνησης θα είναι,

Mü(t) + Cu̇(t) +Ku(t) = 0 (112)

Το μητρώο της απόσβεσης θα είναι συμμετρικό και θετικά ημιορισμένο, θα

ισχύουν δηλαδή οι σχέσεις,

CT = C και xTCx ≥ 0
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για ένα οποιοδήποτε διάνυσμα x. Το αντίστοιχο του ιδιοπροβλήματος της

εξ. (114) σε αυτή τη περίπτωση θα είναι,

(K + λC + λ2M)ψ = 0 (113)

όπου λ κάποια ιδιοτιμή και ψ το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα. Οι ιδιοτιμές λ είναι

οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης,

det (K + λC + λ2M) = 0, (114)

η οποία οδηγεί σε ένα πολυώνυμο 2N βαθμού ως προς λ.

Κατηγοριοποίηση του συστήματος βάση της απόσβεσης

• Αναπόσβεστο σύστημα: C = 0

• Σύστημα αναλογικής απόσβεσης:

– Απόσβεση Rayleigh, C = αmM + αkK

– Ιδιομορφική απόσβεση

– Γενικευμένη αναλογική απόσβεση: CM−1K = KM−1C

• Μη-αναλογική απόσβεση: CM−1K 6= KM−1C

Τα ιδιοδιανύσματα του αναπόσβεστου συστήματος και αυτού της αναλογικής

απόσβεσης είναι πραγματικά και ταυτίζονται για τις δύο αυτές περιπτώσεις. Τα

ιδιοδιανύσματα του συστήματος μη αναλογικής απόσβεσης είναι, στη γενικότη-

τα, μιγαδικά. Για τα ιδιοδιανύσματα της κατηγορίας της αναλογικής απόσβεσης

μπορεί να αποδειχθεί οτι ισχύει η σχέση ορθογωνικότητας,

φTi Cφj =

{
c∗i , αν i = j

0, αν i 6= j
(115)

Η απόσβεση Rayleigh με am και ak κατάλληλους συντελεστές οι οποίοι

μπορούν να καθοριστούν από την σχέση της κρίσιμης απόσβεσης ξ,

ξ =
am
2ω

+
akω

2
(116)

με την συχνότητα ω. Στην εικόνα 52 φαίνεται η συμπεριφορά για απόσβεση

ανάλογη της δυσκαμψίας (αm = 0, αk 6= 0), ανάλογη της μάζας (αm 6= 0, αk =
0) ή συνδυασμό (αm 6= 0, αk 6= 0).
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Σχήμα 52: Πράσινη ευθεία - απόσβεση ανάλογη της δυσκαμψίας (ξ=akω/2),
μπλε καμπύλη - ανάλογη της μάζας (ξ=am

2ω ), κόκκινη καμπύλη - συνδυασμός

(ξ=1
2

(
am
ω + akω

)
).

Στην υπόθεση της ιδιομορφικής απόσβεσης θεωρούμε ότι κάθε ιδιομορφή,

έστω η i-ιοστή, έχει συγκεκριμένο ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ξi, έτσι ώστε

να ισχύει,

ΦTCΦ = C∗ (117)

όπου C∗ διαγώνιος πίνακας με στοιχεία στη κύρια διαγώνιο C∗ii = c∗i = 2ξiωim
∗
i .

Το μητρώο C που αντιστοιχεί στο C∗ μπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση,

C = MΦC∗ΦTM (118)

Η προηγούμενη σχέση της εξ. (118) επισημαίνουμε πως αναφέρεται σε μητρώα

Φ όπου τα ιδιοδιανύσματα είναι κανονικοποιημένα ως προς το μητρώο μάζας,

σε περίπτωση που δεν ισχύει αυτό η πιο πάνω σχέση θα έχει τη μορφή,

C = MΦM∗−1C∗M∗−1ΦTM (119)

όπου βέβαια ο αντίστροφος πινάκας του μητρώουM∗ υπολογίζεται πολυ εύκολα

καθώς είναι διαγώνιο. Οι πιο πανω σχεσεις μπορουν να γραφουν και στη μορφη,

C = M

(
N∑
i=1

2ξiωi
m∗i

φiφ
T
i

)
M (120)
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3.4 Μέθοδος επαλληλίας ιδιομορφών

Επιστρέφουμε στη γενικήεξισωση του πολυβάθμιου συστήματος με θεώρηση

ύπαρξης εξωτερικής διέγερσης. Η εξίσωση κίνησης εκφράζεται από την εξ. (93)

μαζι με τις απαραίτητες αρχικές συνθήκες στις μετατόπισες από την εξ. (94) και

στις ταχύτητες από την εξ. (95). Σε προηγούμενη παράγραφο αναφέρθηκε ότι

κάθε διάνυσμα μπορεί να αναλυθεί σε επιμέρους συνιστώσες στα ιδιοδιανύσματα

φi και γράφεται όπως στην εξ. (111). Το ιώδιο ισχύει και για τη λύση του

διανύσματος των αγνώστων μετατοπίσεων και γράφεται,

u(t) =

N∑
i=1

φiqi(t), (121)

ενώ οι χρονικές της παράγωγοι θα είναι,

u̇(t) =
N∑
i=1

φiq̇i(t), (122)

ü(t) =
N∑
i=1

φiq̈i(t). (123)

Με αντικατάσταση της εξ. (121) και της εξ. (122) στην εξ. (93) θα έχουμε,

M
N∑
i=1

φiq̈i(t) + C
N∑
i=1

φiq̇i(t) +K
N∑
i=1

φiqi(t) = f(t) (124)

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά με ένα ιδιοδιάνυσμα φTn και εκμεταλλευόμενοι

τις συνθήκες ορθογωνικότητας
19

των εξ.(109)-(110) και (115), για να λάβουμε,

m∗nq̈n(t) + c∗nq̇n(t) + k∗nqn(t) = φTnf(t) (125)

Αν επιπλέον διαιρέσουμε με την ιδιομορφική μάζα m∗n

q̈n(t) + 2ξnωnq̇n(t) + ω2
nqn(t) = f∗n(t) (126)

όπου f∗n(t) = φTn f(t)
m∗

n
. Οι αρχικές συνθήκες που αντιστοιχούν στις μετατοπίσεις,

qn(0) =
φTnMu(0)

m∗n
(127)

19
Στην ανάλυση θεωρούμε ότι φ είναι τα κατάλληλα ιδιοδιανύσματα του εκάστοτε προβλή-

ματος της γενικής περίπτωσης απόσβεσης (δυνάμει μη-αναλογικής). Κρατάμε το συμβολισμό

φ καθώς από εδώ και στο εξής θα δουλεύουμε κυρίως με περιπτώσεις από την κατηγορί-
α της αναλογικής απόσβεσης που οι ιδιομορφές συμπίπτουν με αυτές του αναπόσβεστου

συστήματος.
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και στις ταχύτητες,

q̇n(0) =
φTnMu̇(0)

m∗n
, (128)

για κάθε ιδιομορφική συνιστώσα. Υπενθυμίζουμε ότι u(0) και u̇(0) τα διανύ-

σματα αρχικών μετατοπίσεων και ταχυτήτων, ενώ M το μητρώο μάζας.

Συνοψίζοντας, βλέπουμε ότι το αρχικό πρόβλημα του πολυβάθμιου συστή-

ματος ταλάντωσης έχει υποπέσει στην επίλυση μιας σειράς, N τον αριθμό, δια-

φορικών εξισώσεων επιμέρους μονοβάθμιων ταλαντωτών. Το πρόβλημα για κά-

θε ένα από αυτούς τους μονοβάθμιους ταλαντωτές εκφράζεται από την εξ. (126)

μαζί με τις αρχικές συνθήκες (127) και (128). Μπορούμε να υπολογίσουμε τη

λύση, αναλυτικά ή αριθμητικά, για κάθε ιδιομορφική συνιστώσα, χρησιμοποιώ-

ντας μια οποιαδήποτε μέθοδο από αυτές που είδαμε στην ενότητα του μονοβάθ-

μιου ταλαντωτή. ΄Επειτα έχοντας τις επιμέρους λύσεις των συνιστωσών qi(t)
μπορούμε να αποκαταστήσουμε τη διανυσματική συνολική λύση με χρήση της

επαλληλίας των ιδιομορφών της εξ. (121).
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3.5 Οντότητες πακέτου courses.structuraldynamics

3.5.1 Κλάση sdofSeries

Περιγραφή:

Το αντικείμενο αυτό αφορά ένα γραμμικό πολυβάθμιο σύστημα ταλάντωσης που

αποτελείται από μια διάταξη μαζών συνδεδεμένων μεταξύ τους σε αλληλουχία.

Κάθε μάζα συνδέεται με κάθε μία από γειτονικές της με ένα ελατήριο και ένα

αποσβεστήρα όπως και στην εικόνα του Σχήματος 49. Το αντικείμενο αυτό

συμπεριλαμβάνει και μεθόδους για επίλυση κάτω από αρχικές συνθήκες και για

οποιαδήποτε εξωτερική διέγερση καθώς και για την επίλυση του ιδιοπροβλήμα-

τος και τον καθορισμό των ιδιολύσεων.

Δημιουργία στιγμιότυπου:

Ο κονστράκτορας (constructor) ενός στιγμιότυπου του αντικείμενου εμφανί-

ζεται σε δύο εκδοχές. Στην πρώτη το όρισμα του αποτελείται από τρεις μετα-

βλητές διατάξεων πραγματικών αριθμών διπλής ακρίβειας που αντιστοιχούν με

τη σειρά, στις μάζες, τις ελατηριακές σταθερές για τις δυσκαμψίες των ελα-

τηρίων και τους συντελεστές απόσβεσης των αποσβεστήρων του ταλαντωτή.

Στην δεύτερη εκδοχή του κονστράκτορα παραλείπεται η διάταξη των τιμών των

αποσβεστήρων που θεωρούνται τώρα μηδενικές.

• sdofSeries(double[] masses, double[] springs,
double[] dashpots)

• sdofSeries(double[] masses, double[] springs)

Μέθοδοι:

Η ονομασία των μεθόδων έχει γίνει με τρόπο τέτοιο ώστε να είναι, το δυνατό,

επεξηγηματική.

• void setLengths(double[ ] lengths)

• void setInitCond(double[ ] u0, double[ ] v0)

• void setInitCond(double[ ] u0)

• void setRHS(DoubleFunction df)

• void setRHS(DoubleFunction df, int dof)

• void setRHS(DoubleFunction[] df)

συνεχίζεται . . .
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Κλάση sdofSeries (. . . συνέχεια)

Μέθοδοι:

• RealMatrix getMass()

• RealMatrix getStiffness()

• RealMatrix getDamping()

• void solve(double tot, double dt)

• double[ ] Disp(int w)

• void eigenAnalysis()

• double getEigenFrequency(int i)

• double[ ] getEigenFrequencies()

• double[ ] getEigenVecArray(int i)

• RealVector getEigenVector(int i)

103



3.5.2 Κλάση shearframe

Περιγραφή:

Το αντικείμενο αυτό αφορά ένα γραμμικό πολυβάθμιο σύστημα ταλάντωσης

που αποτελείται από μια κατακόρυφη διάταξη μαζών συνδεδεμένων μεταξύ τους.

Κάθε μάζα συνδέεται με κάθε μία από γειτονικές της με στύλους και ένα απο-

σβεστικό σύστημα όπως και στην εικόνα του Σχήματος 51. Το αντικείμενο

αυτό συμπεριλαμβάνει και μεθόδους για επίλυση κάτω από αρχικές συνθήκες

και για οποιαδήποτε εξωτερική διέγερση καθώς και για την επίλυση του ιδιο-

προβλήματος και τον καθορισμό των ιδιολύσεων.

Δημιουργία στιγμιότυπου:

Ο κονστράκτορας (constructor) ενός στιγμιότυπου του αντικείμενου εμφανί-

ζεται σε δύο εκδοχές. Στην πρώτη το όρισμα του αποτελείται από τρεις με-

ταβλητές διατάξεων πραγματικών αριθμών διπλής ακρίβειας που αντιστοιχούν

με τη σειρά, στις μάζες των ορόφων, τις δυσκαμψίες των ορόφων και τους συ-

ντελεστές απόσβεσης για καθε όροφο του ταλαντωτή. Στην δεύτερη εκδοχή

του κονστράκτορα παραλείπεται η διάταξη των τιμών των αποσβεστήρων που

θεωρούνται τώρα μηδενικές.

• shearframe(double[] masses, double[] stiff,
double[] dashpots)

• shearframe(double[] masses, double[] stiff)

Μέθοδοι:

Οι μέθοδοι της κλάσης shearframe είναι πανομοιότυποι με αυτές της κλάσης

sdofSeries που περιγράφτηκε στην προηγούμενη Ενότητα 3.5.1.
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3.5.3 Κλάση mdof

Περιγραφή:

Το αντικείμενο είναι μία πρωτογενής πολύ απλή και ταυτόχρονα βασική οντό-

τητα. Αφορά ένα γραμμικό πολυβάθμιο σύστημα ταλάντωσης που περιγράφεται

από το μητρώο μάζας, το μητρώο δυσκαμψίας και το μητρώο απόσβεσης. Το

αντικείμενο αυτό είναι εφοδιασμένο με βασικές μεθόδους για την επίλυση του

ιδιοπροβλήματος και τον καθορισμό των ιδιολύσεων.

Δημιουργία στιγμιότυπου:

Ο κονστράκτορας (constructor) ενός στιγμιότυπου του αντικείμενου εμφανί-

ζεται σε τρεις εκδοχές. Στην πρώτη το όρισμα του αποτελείται από τρεις μετα-

βλητές διατάξεων πραγματικών αριθμών διπλής ακρίβειας που αντιστοιχούν με

τη σειρά, στο «μητρώο» δυσκαμψίας, «μητρώο» μάζας και το «μητρώο» από-

σβεσης του πολυβάθμιου ταλαντωτή. Στη δεύτερη εκδοχή του κονστράκτορα

παραλείπεται η διάταξη των τιμών του «μητρώου» απόσβεσης που θεωρειται τώ-

ρα το μηδενικό «μητρώο». Στη τρίτη εκδοχή δηλώνουμε μόνο τον αριθμό των

βαθμών ελευθερίας του πολυβάθμιου συστήματος με μια ακέραιη μεταβλητή.

• mdof(double[][] K, double[][] M, double[][] C)

• mdof(double[][] K, double[][] M)

• mdof(int NDOFS)

Μέθοδοι:

Η ονομασία των μεθόδων έχει γίνει με τρόπο τέτοιο ώστε να είναι, το δυνατό,

επεξηγηματική.

• void setC(double[ ][ ] c)

• void setC(double am, double ak)

• void setC(double[ ] xis)

• void setC(double[ ] xis, boolean computeC)

• void setDiagonalMass(boolean b)

συνεχίζεται . . .
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Κλάση mdof (. . . συνέχεια)

Μέθοδοι:

• void eigenAnalysis()

• double getEigenMass(int i)

• double getEigenValue(int i)

• double[ ] getEigenValues()

• double[ ] getEigenVecArray(int i)

• RealVector getEigenVector(int i)

3.6 Παραδείγματα και εφαρμογές

3.6.1 Συζευγμένα διατμητικά πλαίσια ως διβάθμιο σύστημα

ταλάντωσης

Για τα συζευγμένα, μέσω ελατηρίου και αποσβεστήρα, διατμητικά πλαίσια του

Σχήματος 53 θεωρείται ότι η δυσκαμψία των στύλων στήριξης αντιστοιχεί σε

συντελεστές, k1=13377.78 kN/m, k2=12902.51 kN/m, ενώ k0=0.5(k1+k2).
Οι μάζες των ορόφων είναι m1=7.95 tn και m2=9.25 tn. ΄Οσο αφορά την

απόσβεση του συστήματος, θεωρούμε ότι οι ιδιομορφικές αποσβέσεις αντιστοι-

χούν σε κρίσιμη απόσβεση ξ1=ξ2=ξ, όπου ξ=2%. Το διάνυσμα της εξωτερικής

φόρτισης με συνιστώσες f2(t)=f1(t)=100 για t ≤ T1/2 και ύστερα μηδέν. Η

χρονική δηλαδή εξέλιξη της εξωτερικής φόρτισης είναι ένα ορθογωνικό πλήγμα

παρόμοιο με αυτό της εικόνας του Σχήματος 20 της Ενότητας 2.14.1.

Στο παράδειγμα αυτό θα υπολογίσουμε την απόκριση του πολυβάθμιου συ-

στήματος με τη μέθοδο της ιδιομορφικής επαλληλίας.

Επίλυση ιδιοπροβλήματος

Για να γίνει αυτό θα πρέπει πρώτα να λύσουμε το αντίστοιχο ιδιοπρόβλημα

του αναπόσβεστου συστήματος, εξ. (114). Αφού διαμορφώσουμε τις εξισώ-

σεις κίνησης που διέπουν το πρόβλημα του διβάθμιου αυτού συστήματος (βλ.

και Ενότητα 4.6.3), λαμβάνουμε τα μητρώα μάζας και δυσκαμψίας όπου μπο-

ρούμε να αντικαταστήσουμε με τις συγκεκριμένες τιμές που αντιστοιχούν στις
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f1 f2

Σχήμα 53: Συζευγμένα διατμητικά πλαίσια ως διβάθμιο σύστημα ταλάντωσης.

δυσκαμψίες και μάζες του παρόντος.[
k1 + k0 − λim1 −k0

−k0 k2 + k0 − λim2

]{
φ1i

φ2i

}
=

{
0
0

}
Οι ιδιοτιμές λ του συστήματος θα προκύψουν από το μηδενισμό της ορίζουσας,

εξ. (106), που στο συγκεκριμένο παράδειγμα θα λαμβάνει τη μορφή,∣∣∣∣ k1 + k0 − λm1 −k0

−k0 k2 + k0 − λm2

∣∣∣∣ = 0→∣∣∣∣ 26517.925− 7.95λ −13140.145
−13140.145 26042.655− 9.25λ

∣∣∣∣ = 0→

73.538λ2 − 452329.914λ+ 517933761.470 = 0

Από τη επίλυση της δευτεροβάθμιας εξίσωσης (τριώνυμο) ως προς λ λαμβά-

νουμε τι λύσεις,

λ1 = 1521.288, ω1 =
√
λ1 = 39.004 rad/sec, T1 =

2π

ω1
= 0.161 sec

λ2 = 4629.681, ω2 =
√
λ2 = 68.042 rad/sec, T2 =

2π

ω2
= 0.092 sec

Για να υπολογίσουμε το πρώτο ιδιοδιάνυσμα,[
k1 + k0 − λ1m1 −k0

−k0 k2 + k0 − λ1m2

]{
φ11

φ21

}
=

{
0
0

}
και αυθαίρετα επιλέγουμε μια τιμή για κάποια συνιστώσα του ιδιοδιανύσματος,

εδώ φ11=1, [
14423.685 −13140.145
−13140.145 11970.741

]{
φ11=1
φ21

}
=

{
0
0

}
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Η μια εκ των δυο εξισώσεων της πιο πάνω μητρωικής σχέσης, μας παρέχει τη

τιμή φ21≈1.098, ενώ η άλλη μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την επαλήθευση
20

του αποτελέσματος.

φ11 = 1 φ21 = 1.098

Σχήμα 54: Πρώτη ιδιομορφή, οι τιμές που αναγράφονται αναφέρονται σε κανο-

νικοποίηση με θεώρηση μοναδιαίας τιμής της συνιστώσας που αντιστοιχεί στο

πρώτο βαθμό ελευθερίας.

Με όμοια διαδικασια, αφού αντικαταστήσουμε τη τιμή της δεύτερης ιδιοτιμής

λ2 και αυθαίρετα επιλέγοντας μια τιμή για κάποια συνιστώσα του ιδιοδιανύσμα-

τος, εδώ φ12=1,[
−10288.039 −13140.145
−13140.145 −16781.894

]{
φ12=1
φ22

}
=

{
0
0

}
υπολογίζεται η τιμή φ22 ≈ −0.783. Τα ιδιοδιανύσματα του συστήματος όπως

υπολογίστηκαν εδώ και για τη συγκεκριμένη κανονικοποίηση, αυτή δηλαδή της

θεώρηση μοναδιαίας τιμής της συνιστώσας που αντιστοιχεί στο πρώτο βαθμό

ελευθερίας, είναι,

φ1 =

{
φ11

φ21

}
=

{
1

1.098

}
και φ2 =

{
φ12

φ22

}
=

{
1

−0.783

}
και έχουν σχεδιαστεί στα Σχήματα 54 και 55, αντίστοιχα. Οι γενικευμένες

(ιδιομορφικές) μάζες και αντίστοιχες δυσκαμψίες που αντιστοιχούν σε αυτή τη

κανονικοποίηση δίνονται ως,

m∗1 = φT1 Mφ1 = 19.102, k∗1 = φT1 Kφ1 = λ1m
∗
1 = ω2

1m
∗
1 = 29059.854

m∗2 = φT2 Mφ2 = 13.621, k∗2 = φT2 Kφ2 = λ2m
∗
2 = ω2

2m
∗
2 = 63061.670

20
Ενδέχεται να παρατηρούμε σχετικά σημαντικές «αποκλίσεις» από τη μηδενική τιμή λόγω

των στρογγυλοποιήσεων.
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φ12 = 1 φ22 = −0.783

Σχήμα 55: Δεύτερη ιδιομορφή για κανονικοποίηση με θεώρηση μοναδιαίας τιμής

της συνιστώσας που αντιστοιχεί στο πρώτο βαθμό ελευθερίας.

όπου M και K τα μητρώα μάζας και δυσκαμψίας αντίστοιχα.

Κανονικοποίηση ως προς το μητρώο μάζας

Αναζητούμε κατάλληλο συντελεστή ώστε να προκύψουν ιδιοδιανύσματα κανονι-

κοποιημένα ως προς το μητρώο μάζας. Αυτό σημαίνει πως για ένα ιδιοδιάνυσνμα

φi θα ισχύει η σχέση φTi Mφ1= = 1, δηλαδή η γενικευμένη (ιδιομορφική) μάζα

m∗i θα είναι ίση με τη μονάδα. Για να πραγματοποιηθεί αυτό ξεκινάμε από ένα

ιδιοδιάνυσμα οποιασδήποτε κανονικοποίησης και το διαιρούμε με τη ρίζα της

γενικευμένης μάζας της ίδιας κανονικοποίησης. Με το τρόπο αυτό, διαιρώντας

το ιδιοδιάνυσμα φ1 της προηγούμενης παραγράφου, με την ριζά της αντίστοι-

χης γενικευμένης μάζας
√
m∗1 θα λάβουμε ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα για τη

πρώτη ιδιόμορφη το οποίο θα είναι κανονικοποιημένο ως προς τη μάζα.

φ1 =

{
φ11/

√
m∗1

φ21/
√
m∗1

}
=

{
1/
√

19.102

1.098/
√

19.102

}
=

{
0.229
0.251

}

΄Ομοια για τη δεύτερη ιδιομορφή, η κανονικοποίηση ως προς προς τη μάζα

προκύπτει,

φ2 =

{
φ12/

√
m∗2

φ22/
√
m∗2

}
=

{
1/
√

13.621

−0.783/
√

13.621

}
=

{
0.271
−0.212

}
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Το μητρώο, των κανονικοποιημένων ως προς το μητρώο μάζας, ιδιοδιανυσμάτων

είναι,

Φ =

[
φ11 φ12

φ21 φ22

]
=

[
0.229 0.271
0.251 −0.212

]
.

Ιδιομορφική απόσβεση και το αντίστοιχο μητρώο απόσβεσης

Αναφέρθηκε από την αρχή ότι θα θεωρηθεί ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης για

κάθε ιδιόμορφη ξ = 2%. Αυτό σημαίνει ότι κάθε ιδιομορφική εξίσωση θα

έχει συντελεστή γενικευμένης απόσβεσης c∗i = 2m∗iωiξi, ενώ λαμβάνοντας υ-

πόψη ότι, ξi = ξ και για κανονικοποίηση ως προς τη μάζα τελικά θα έχουμε

c∗i = 2ωiξi. Το μητρώο των γενικευμένων (ιδιομορφικών) αποσβέσεων θα είναι

διαγώνιο λόγω της θεωρούμενης ορθογωνικότητας του ως προς τα ιδιοδιανύ-

σματα,

C∗ =

[
2ξω1 0

0 2ξω2

]
=

[
1.560 0

0 2.722

]
.

Από τη σχέση που δίνεται στην εξ. (118) μπορούμε να υπολογίσουμε το μητρώο

απόσβεσης που αντιστοιχεί στην ιδιομορφική αυτή απόσβεση.

C = MΦC∗ΦTM =

[
17.804 −4.904
−4.904 18.876

]
(129)

΄Εχει ίσως ενδιαφέρον να αναφερθεί εδώ πως για να ταυτιζονται το μητρώο

απόσβεσης που αντιστοιχεί στις εξισώσεις Lagrange (βλ. εξ. (161) Ενότη-

τας 4.6.3), θα πρέπει :

c0 = −4.904

c1 + c0 = 17.804→c1 = 22.708

c2 + c0 = 18.876→c2 = 23.780

και σε αυτή τη περίπτωση το μητρώο απόσβεσης θα ήταν αναλογικό.

Εφαρμογή μεθόδου επαλληλίας ιδιομορφών

Η σχέση της εξ. (121) αν την αναλύσουμε στα δυο ιδιοδιανύσματα του συστή-

ματος

u(t) = φ1q1(t) + φ2q2(t)→
{
u1(t)
u2(t)

}
=

{
φ11

φ21

}
q1(t) +

{
φ12

φ22

}
q2(t)
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έχοντας επιλέξει τα κανονικοποιημένα ως προς τη μάζα ιδιοδιανύσματα και λαμ-

βάνοντας έποψη ότι f∗1 (t) = φT1 f(t) και f∗2 (t) = φT2 f(t), οι δυο διαφορικές

εξισώσεις που έχουμε να λύσουμε είναι,

q̈1(t) + 2ξω1q̇1(t) + ω2
1q1(t) = φ11f1(t) + φ21f2(t) (130)

q̈2(t) + 2ξω2q̇2(t) + ω2
2q2(t) = φ12f1(t) + φ22f2(t) (131)

Αφού αντικαταστήσουμε τις μεταβλητές από τους αντίστοιχους αριθμούς θα

καταλήξουμε στις εξισώσεις,

q̈1(t) + 1.560q̇1(t) + 1521.312q1(t) = 48.0 (132)

q̈2(t) + 2.722q̇2(t) + 4629.714q2(t) = 5.9 (133)

για t ≤ T1/2 = 0.161/2, από το οποίο χρονικό σημείο και ύστερα το σύστημα

θα συνεχίσει εκτελώντας ελεύθερη ταλάντωση. Οι αρχικές συνθήκες, στο

χρόνο μηδέν, είναι μηδενικές.

Στο σημείο αυτό μπορούμε να λύσουμε (βλ. για παράδειγμα και Ενότη-

τα 2.14.1) τις πιο πάνω εξισώσεις αναλυτικά ή αριθμητικά. κάθε μία από τις

οποίες αντιστοιχεί στην εξίσωση κίνησης ενός μονοβάθμιου ταλαντωτή. Ε-

δώ θα παρουσιάσουμε μόνο τα αποτελέσματα μιας αριθμητικής επίλυσης αφού

θεωρήσουμε συνολικό χρόνο απόκρισης και παρατήρησης των αποτελεσμάτων

Ttot = 4T1. Αποτελέσματα της απόκρισης και για τους δυο βαθμούς ελευθερίας

παρουσιάζονται ξεχωριστά στα Σχήματα 56 και 57. Στις ίδιες εικόνες είναι ευ-

διάκριτη και η συμμετοχή κάθε ιδιομορφικής συνιστώσας, με αυτή της δεύτερης

(πράσινο χρώμα) να είναι κατά πολυ μικρότερη. Αυτή η τελευταία παρατήρηση,

και πάντα σχετικά με την απαιτούμενη ακρίβεια των αποτελεσμάτων τέτοιων

αναλύσεων, θα μπορούσε να οδηγήσει στην επιλογή της αγνόησης στα αποτε-

λέσματα της συμβολής της δεύτερης ιδιομορφής. Η επιλογή αυτή αποτελεί μια

συχνή τακτική όταν καταφεύγουμε στη μέθοδο της επαλληλίας των ιδιομορφών

όπου η πολυ μικρή επιρροή των ανώτερων ιδιομορφών δεν λαμβάνεται υπόψη.
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Σχήμα 56: Απόκριση u1(t) της μάζας του αριστερά πλαισίου. Η συμβολή της

πρώτης ιδιομορφής είναι u11(t) = φ11q1(t) και της δεύτερης u12(t) = φ12q2(t).

Σχήμα 57: Απόκριση u2(t) της μάζας του δεξιά πλαισίου. Η συμβολή της

πρώτης ιδιομορφής είναι u21(t) = φ21q1(t) και της δεύτερης u22 = φ22q2(t).
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4 Εξισώσεις κίνησης

Οι διαφορικές εξισώσεις που διέπουν την κίνηση των δυναμικών συστημάτων

μπορούν να προκύψουν με διαφορετικούς τρόπους, καταλήγουν όμως πάντα στο

ίδιο αποτέλεσμα
21
. Ο πιο θεμελιώδης τρόπος είναι η εφαρμογή της συνθήκης

της δυναμικής ισορροπίας του συστηματος υπό μελέτη (ουσιαστικά η αρχή του

D’ Alembert που προκύπτει από τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα). Δύο άλλες

ενεργειακού τύπου μέθοδοι που μπορούν να χρησιμοποιηθούν βασίζονται αντί-

στοιχα στην αρχή των δυνατών έργων και στην αρχή του Hamilton. Κάποιες

από αυτές (όπως η αρχή του Hamilton), είναι πιο κατάλληλες για την μελέτη

πολύπλοκων συστημάτων, ενώ κάποιες άλλες (όπως η αρχή του D’ Alembert)
είναι πιο εύκολα εφαρμόσιμες στη μελέτη διακριτοποιημένων συστημάτων με

περιορισμένο αριθμό βαθμών ελευθερίας.

Μια σύντομη παρουσίαση των τριών παραπάνω μεθόδων θα γίνει με αφορμή

τη μελέτη του απλούστερου δυναμικού συστήματος με ένα βαθμό ελευθερίας,

δηλαδή του μονοβάθμιου ταλαντωτή που έχουμε παρουσιάσει εδώ. Πληρέστερη

παρουσίαση μπορεί να βρει κανείς και στην ελληνική βιβλιογραφία, σε βιβλία

που αναφέρονται στην εισαγωγή και αλλού
22
.

4.1 Αρχή του D’ Alembert

Η αρχή αυτή συνδέεται με το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα, σύμφωνα με τον οποίο

ο ρυθμός μεταβολής της ορμής μίας κινούμενης μάζας m, ισούται με το σύνολο

των δυνάμεων που δρουν πάνω σε αυτήν. Στην περίπτωση του μονοβάθμιου

συστήματος που εξετάζεται εδώ, η αρχή αυτή διατυπώνεται ως εξής:

m
∂u̇

∂t
=
∑
i

fi(t) = f(t)− fD(t)− fS(t)→

mü(t) + cu̇+ ku(t) = f(t)

Κατ΄ αυτό τον τρόπο, προκύπτει μια εξίσωση δυναμικής ισορροπίας, σύμφωνα με

την οποία για κάθε χρονική στιγμή η εξωτερική δράση ισούται με το άθροισμα

των δυνάμεων αδρανείας, απόσβεσης και επαναφοράς.

4.2 Αρχή των δυνατών έργων

Σύμφωνα με την αρχή αυτή, εαν σε ελαστικό σώμα στο οποίο δρα ένα σύ-

στημα δυνάμεων επιβληθεί μια δυνητική (ή υποθετική) παραμόρφωση που δεν

21
Μέρος από το υλικό που παρουσιάζουμε εδώ (4.1-4.3) προέρχεται από το βιβλίο [Α1]

της λίστας στην εισαγωγική ενότητα 1.4.1.
22
Σ. Νατσιάβας, Εφαρμοσμένη δυναμική, εκδ. Ζήτη, 1994
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παραβιάζει τις συνοριακές συνθήκες, τότε το συνολικό έργο που παράγεται από

το σύστημα των δυνάμεων ισούται με μηδέν. Συνεπώς, εαν στο μονοβάθμιο

σύστημα επιβληθεί η ιδεατή μετακίνηση (virtual displacement) δu η οποία δεν

παραβιάζει τις συνθήκες στήριξης, τα σημεία εφαρμογής όλων των δυνάμεων

που ενεργούν μετατοπίζονται, με αποτέλεσμα να παραχθεί το συνολικό έργο

του μηχανικού συστήματος ως

δE = −müδu− cu̇δu− kuδu+ fδu = 0

από το οποίο προκύπτει η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας, εξ. (1), ξανά. Στην

παραπάνω διατύπωση του δυνητικού έργου δE , το αρνητικό πρόσημο σημαίνει

πως η δύναμη αντιτίθεται στην ιδεατή μετατόπιση δu.

4.3 Εξισώσεις Hamilton

Σύμφωνα με την αρχή αυτή, εαν σε ένα ελαστικό σώμα και για το χρονικό διά-

στημα (t1, t2) αθροισθεί η μεταβολή της κινητικής και δυναμικής του ενέργειας,

τότε πάνω στο έργο που παράγουν οι εξωτερικές μη-συντηρητικές δυνάμεις, το

άθροισμα των μεταβολών ισούται με μηδέν. Ορίζοντας συνεπώς ως,

T =
1

2
mu̇2

την κινητική ενέργεια του σώματος, ως

V =
1

2
ku2

την δυναμική του ενέργεια στην οποία συμπεριλαμβάνονται οι δυνάμεις επανα-

φοράς και τυχόν εξωτερικές συντηρητικές δράσεις, ως W το έργο που παράγε-

ται από εξωτερικές μη-συντηρητικές δράσεις και από τις δυνάμεις απόσβεσης,

και τέλος ως δ την μεταβολή (variation), η εξίσωση που προκύπτει για τον

μονοβάθμιο ταλαντωτή είναι:

t2∫
t1

δ(T − V)dt+

t2∫
t1

δWdt = 0 (134)

Εύκολα αποδεικνύεται τώρα πως οι μεταβολές των ενεργειακών όρων στην πα-

ραπάνω εξίσωση είναι δT =mu̇δu̇, δV=kuδu και δW = f(t)δu − cu̇δu. Μετά

από τις παραπάνω αντικαταστάσεις και την παραγοντική ολοκλήρωση του πρώ-

του όρου της εξίσωσης του Hamilton, προκύπτει η εξίσωση

t2∫
t1

(−mü− cu̇− ku+ f(t)) δudt = 0
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Λαμβάνοντας υπόψη ότι η παραπάνω σχέση ισχύει για οποιαδήποτε, μη-μηδενική,

αλλά αυθαίρετη μεταβολή δu, τότε ο όρος μέσα στις αγκύλες της εξίσωσης πρέ-

πει να μηδενίζεται. Συνεπώς καταλήγουμε πάλι στην ίδια εξίσωση δυναμικής

ισορροπίας, εξ. (1), που προέκυψε από την εφαρμογή των δύο προηγούμενων

μεθόδων.

4.4 Εξισώσεις Lagrange

Οι λεγόμενες εξισώσεις Lagrange αφορούν την άμεση εφαρμογή της εξ. 134

εκφράζοντας τις ποσότητες της κινητικής ενέργειας T , της δυναμικής ενέρ-

γειας V και του δυνατού έργου δW σε όρους γενικευμένων συντεταγμένων

q1, q2, . . . , qN . Με τον όρο γενικευμένες συντεταγμένες εννοούμε τις απαραί-

τητες παραμέτρους που χρειάζονται για να καθορίσουμε την κίνηση του συστή-

ματος, είναι δηλαδή βαθμοί ελευθερίας που μπορεί να έχουν ή όχι άμεση φυσική

ερμηνεία.

Για τα περισσότερα μηχανικά και κατασκευαστικά συστήματα η κινητική ε-

νέργεια μπορεί να εκφραστεί σε όρους των γενικευμένων συντεταγμένων και

των πρώτων χρονικών τους παραγώγων, ενώ η δυναμική ενέργεια μπορεί να

εκφραστεί αποκλειστικά σε όρους γενικευμένων συντεταγμένων. Επιπλέον το

δυνατό έργο μπορεί να εκφραστεί ως ένας γραμμικός συνδυασμός των μεταβο-

λών.

T = T (q1, q2, . . . , qN , q̇1, q̇2, . . . , q̇N ) (135)

V = V(q1, q2, . . . , qN ) (136)

δW = Q1δq1 +Q2δq2 + . . .+QNδqN (137)

όπου οι συντελεστές Q1, Q2, . . . , QN οι γενικευμένες δυνάμεις διέγερσης που

αντιστοιχούν στις γενικευμένες συντεταγμένες q1, q2, . . . , qN . Με αντικατά-

σταση των πιο πάνω εξισώσεων στην εξ. (134), ολοκληρώνοντας κατά παράγο-

ντες για τους όρους των ταχυτήτων και θεωρώντας δqi(t1)=δqi(t2)=0, μπορούν
να διαμορφωθούν οι εξίσωσεις,

d

dt

(
∂T
∂q̇i

)
− ∂T
∂qi

+
∂V
∂qi

= Qi (138)

οι οποίες είναι γνωστές και ως εξισώσεις κίνησης Lagrange με ευρεία εφαρμογή

στις τεχνολογικές και επιστημονικές εφαρμογές.
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4.5 Οντότητες πακέτου courses.structuraldynamics

4.5.1 Κλάση pendulum

Περιγραφή:

Το αντικείμενο αυτό αφορά ένα πολυβάθμιο εκκρεμές που αποτελείται από μια

διάταξη μαζών συνδεδεμένων μεταξύ τους μέσω σειράς αβαρών και απαραμόρ-

φωτων ράβδων όπως και στην εικόνα του Σχήματος 58. Κάθε επιμέρους μάζα

έχει τιμήmi και κάθε ράβδος μήκος li που από προεπιλογή θεωρείται μοναδιαίο.

Το εκκρεμές θεωρείται πως εκτελεί ελεύθερη ταλάντωση, απουσία εξωτερικής

διέγερσης. Το αντικείμενο αυτό συμπεριλαμβάνει και μεθόδους για επίλυση

κάτω από αρχικές συνθήκες για αμφότερες τις περιπτώσεις διαφορικών εξισώ-

σεων, γραμμικής και μη γραμμικής θεώρησης. Στη τρέχουσα έκδοση επίλυση

γίνεται για το απλό (μία μάζα) και το διπλό εκκρεμές (δύο μάζες).

Δημιουργία στιγμιότυπου:

Ο κονστράκτορας (constructor) ενός στιγμιότυπου του αντικείμενου εμφανί-

ζεται σε τρεις εκδοχές. Στην πρώτη το όρισμα του αποτελείται από δύο με-

ταβλητές διατάξεων πραγματικών αριθμών διπλής ακρίβειας που αντιστοιχούν

με τη σειρά, στις μάζες και τα μήκη των ράβδων ανάρτησης. Στην δεύτερη

εκδοχή του κονστράκτορα παραλείπεται η διάταξη των τιμών των μηκών που

θεωρούνται τώρα μοναδιαία. Τέλος, η τρίτη εκδοχή αφορά τη δημιουργία ενός

απλού εκκρεμούς δίνοντας μονάχα το μήκος της ράβδου ανάρτησης.

• pendulum(double[] masses, double[] lengths)

• pendulum(double[] masses)

• pendulum(double len)

Μέθοδοι:

Η ονομασία των μεθόδων έχει γίνει με τρόπο τέτοιο ώστε να είναι, το δυνατό,

επεξηγηματική.

• void setLengths(double[ ] lengths)

• void setInitCond(double[ ] th0, double[ ] dth0)

• void setInitCond(double[ ] th0)

• void solve(double tot, double dt)

συνεχίζεται . . .

117



Κλάση pendulum (. . . συνέχεια)

Μέθοδοι:

• void setGravity(double g)

• void setOrigin(double x0, double y0)

• double[ ] Theta(int dof)

• double[ ] Theta()

• double[ ] DTheta(int dof)

• double[ ] DTheta()

• double[ ] Xdef(int dof)

• double[ ] Ydef(int dof)

4.6 Παραδείγματα και εφαρμογές

4.6.1 Το διπλό εκκρεμές

Για την εξαγωγή των εξισώσεων κίνησης και την περαιτέρω μελέτη της απόκρι-

σης του διπλού εκκρεμούς σε συνθήκες ελεύθερης ταλάντωσης, θα εφαρμόσου-

με την διαδικασία της κατάστρωσης των εξισώσεων Lagrange αφού εκφράσουμε

τις επιμέρους ενεργειακές ποσότητες (135)-(137) ως συναρτήσεις γενικευμένων

συντεταγμένων και των χρονικών τους παραγώγων. Ως γενικευμένες συντε-

ταγμένες θα επιλέξουμε τις γωνίες των ράβδων ανάρτησης με τη κατακόρυφο

θ1 και θ2. Οι καρτεσιανές συντεταγμένες των μαζών m1 και m2 εκφράζονται

μέσω των γενικευμένων συντεταγμένων ως,

x1 = l1 sin θ1 ẋ1 = l1θ̇1 cos θ1

y1 = −l1 cos θ1 ẏ1 = l1θ̇1 sin θ1

x2 = x1 + l2 sin θ2 ẋ2 = ẋ1 + l2θ̇2 cos θ2

y2 = y1 − l2 cos θ2 ẏ2 = ẏ1 + l2θ̇2 sin θ2 (139)

Η κινητική ενέργεια του συστήματος είναι,

T =
1

2
m1(ẋ2

1 + ẏ2
1) +

1

2
m1(ẋ2

2 + ẏ2
2)
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Σχήμα 58: Σύστημα διπλού εκκρεμούς αναρτημένου μέσω αβαρών και απαρα-

μόρφωτων ράβδων.

και με αντικατάσταση των σχέσεων των εξ. (139),

T =
1

2
(m1 +m2)l21θ̇

2
1 +m2l1l2θ̇1θ̇2 cos (θ1 − θ2) +

1

2
m2l

2
2θ̇

2
2.

Η δυναμική ενέργεια του συστήματος οφείλεται αποκλειστικά στο βαρυτικό

πεδίο με επιτάχυνση της βαρύτητας g θα δίνεται,

V = m1gy1 +m2gy2 + σταθερά

= −(m1 +m2)gl1 cos θ1 −m2gl2 cos θ2 + σταθερά

΄Οσο αφορά το έργο δW, αυτό θα είναι μηδενικό αφού εξωτερικές δυνάμεις

αλλά και λοιπές μη συντηρητικές δυνάμεις δεν υπάρχουν στο συγκεκριμένο

παράδειγμα.

Στη συνέχεια θα πρέπει να γράψουμε τις εξισώσεις Lagrange, όπως δίνονται

στην εξ. (138), για κάθε μια από τις δύο γενικευμένες συντεταγμένες. Αρχικά

για qi:=θ1, υπολογίζουμε,

∂T
∂θ̇1

= (m1 +m2)l21θ̇1 +m2l1l2θ̇2 cos (θ1 − θ2)
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ενώ η χρονική παράγωγος της πιο πάνω σχέσης,

d

dt

(
∂T
∂θ̇1

)
= (m1 +m2)l21θ̈1 +m2l1l2θ̈2 cos (θ1 − θ2)

−m2l1l2θ̇2(θ̇1 − θ̇2) sin (θ1 − θ2) (140)

επιπλέον η παράγωγος της κινητικής ενέργειας ως προς θ1,

∂T
∂θ1

= −m2l1l2θ̇1θ̇2 sin (θ1 − θ2), (141)

ενώ η παράγωγος της δυναμικής ενέργειας ως προς θ1,

∂V
∂θ1

= (m1 +m2)gl1 sin θ1. (142)

Συνεχίζοντας για qi:=θ2, υπολογίζουμε,

∂T
∂θ̇2

= m2l1l2θ̇1 cos (θ1 − θ2) +m2l
2
2θ̇2

ενώ η χρονική παράγωγος της πιο πάνω σχέσης,

d

dt

(
∂T
∂θ̇2

)
=m2l1l2θ̈1 cos (θ1 − θ2) +m2l

2
2θ̈2

−m2l1l2θ̇1(θ̇1 − θ̇2) sin (θ1 − θ2) (143)

επιπλέον η παράγωγος της κινητικής ενέργειας ως προς θ2,

∂T
∂θ2

= m2l1l2θ̇1θ̇2 sin (θ1 − θ2), (144)

ενώ η παράγωγος της δυναμικής ενέργειας ως προς θ2,

∂V
∂θ2

= m2gl2 sin θ2. (145)

Σύμφωνα με την εξ. (138), τις δυο εξισώσεις του συστήματος των εξισώσεων

κίνησης του διπλού εκκρεμούς θα μας δώσει ο συνδυασμός, (140)-(141)+(142)

και (143)-(144)+(145),

(m1 +m2)l21θ̈1 +m2l1l2θ̈2 cos (θ1 − θ2) +m2l1l2θ̇
2
2 sin (θ1 − θ2)

+ (m1 +m2)l1g sin θ1 = 0 (146)
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Σχήμα 59: Επίλυση διπλού εκκρεμούς στο περιβάλλον του SDE με χρήση του

αντικείμενου pendulum.

m2l1θ̈1 cos (θ1 − θ2) +m2l2θ̈2 −m2l1θ̇
2
1 sin (θ1 − θ2) +m2g sin θ2 = 0 (147)

Οι διαφορικές αυτές εξισώσεις είναι ισχυρά μη γραμμικές και οδηγούν σε χα-

οτική συμπεριφορά ενώ για την αριθμητική επίλυση τους, π.χ. με τη μέθο-

δο Runge-Kutta, χρειάζονται επιπλέον επεξεργασία. Ενδεικτικά δίνεται ένα

στιγμιότυπο από οπτικοποίηση των αποτελεσμάτων μιας επίλυσης του διπλού

εκκρεμούς όπου σχηματίζονται και οι τροχιές των μαζών στη εικόνα του Σχή-

ματος 59. Για να επιτευχθεί αυτό θα πρέπει να γράψουμε τη πρώτη ως προς

θ̈1 και τη δεύτερη ως προς θ̈2 και να προχωρήσουμε με εναλλάξ αντικατάστα-

ση ώστε να αποκτήσουμε δυο εξισώσεις αποσυζευγμένες στις θ̈1 και θ̈2. Στη

τρέχουσα έκδοση του πακέτου courses.structuraldynamics και για το

αντικείμενο αυτού, pendulum, έχουμε υιοθετήσει τις σχέσεις που δίνονται σε

ιστοσελίδα στο διαδίκτυο
23

οπότε και απαιτούνται περαιτέρω έλεγχοι. Σε κάθε

περίπτωση και με επιφύλαξη αναπαραγάγουμε εδώ τις σχέσεις που μας δίνουν

τις μη γραμμικές εξισώσεις του διπλού εκκρεμούς σε μορφή κατάλληλη για α-

ριθμητική επίλυση με τη μέθοδο Runge-Kutta. ΄Εχοντας θέσει για τη χρονική

παράγωγο των γωνιών θ̇1 = ω1 και θ̇2 = ω2, δηλαδή τις γωνιακές ταχύτητες,

23https://myphysicslab.com/pendulum/double-pendulum-en.html
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μπορούμε να γράψουμε το σύστημα των εξισώσεων σε μορφή της εξ. (64),

θ̇1 = ω1

θ̇2 = ω2

ω̇1 =
A1 +A2

l1Γ

ω̇2 =
B1 +B2

l2Γ

όπου για την πιο εύκολη ανάγνωση θέσαμε,

A1 = −g(2m1 +m2) sin θ1 −m2g sin (θ1 − 2θ2),

A2 = −2 sin (θ1 − θ2)m2(ω2
2l2 + ω2

1l1 cos (θ1 − θ2)),

παρόμοια,

B1 = 2 sin (θ1 − θ2)(ω2
1l1(m1 +m2),

B2 = g(m1 +m2) cos θ1 + ω2
2l2m2 cos (θ1 − θ2)).

και τέλος

Γ = (2m1 +m2 −m2 cos (2θ1 − 2θ2)).

Επιπλέον αξίζει να σημειωθεί ότι για τη παραδοχή μικρών γωνιών θ1 και θ2

οι εξισώσεις μπορούν να γραμμικοποιηθούν αν λάβουμε υπόψη ότι για μικρο θ
ισχύουν οι σχέσεις,

sin θ ≈ θ

cos θ ≈ 1− θ2

2
.

Σε αυτή τη περίπτωση οι εξισώσεις κίνησης θα λάβουν τη μορφή,

(m1 +m2)l21θ̈1 +m2l1l2θ̈2 + (m1 +m2)gl1θ1 = 0

m2l1l2θ̈1 +m2l
2
2θ̈2 +m2gl2θ2 = 0

την οποία μπορούμε να γράψουμε και στην πιο συνεκτική μητρωική μορφή,[
(m1 +m2)l21 m2l1l2
m2l1l2 m2l

2
2

]{
θ̈1(t)

θ̈2(t)

}
+

[
(m1 +m2)gl1 0

0 m2gl2

]{
θ1(t)
θ2(t)

}
=

{
0
0

}
δηλαδή τη γνώριμη μορφή Mθ̈(t) + Kθ(t) = 0 που μπορούμε να λύσουμε με

μεθόδους που είδαμε όπως, για παράδειγμα, η β-Newmark.
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Σχήμα 60: Σύστημα ανεστραμμένου εκκρεμούς με ελατηριακές συνδέσεις, α-

ποσβεστικούς μηχανισμούς και εξωτερική φόρτιση.

4.6.2 Το ανεστραμμένο εκκρεμές

Το ανεστραμμένο εκκρεμές είναι ένα εκκρεμές που έχει τη μάζα στο άνω σημείο

ισορροπίας. Θεωρείται συχνά ότι στηρίζεται μέσω μιας αβαρούς και απαραμόρ-

φωτης ράβδου σε ένα αμαξίδιο που μπορεί να κινηθεί στην οριζόντια διεύθυνση.

Η άνω θέση ισορροπίας είναι ασταθής σε αντίθεση με την κάτω που είναι στα-

θερή. Η προαναφερθείσα αστάθεια σημαίνει ότι από αυτή τη θέση ισορροπίας

το σύστημα απομακρύνεται με μια πολυ μικρή διαταραχή.

Το ανεστραμμένο εκκρεμές είναι ένα κλασικό πρόβλημα στη δυναμική και

στη θεωρία αυτόματου ελέγχου και άρα και του έλεγχου κατασκευών και συχνά

χρησιμοποιείται ως σημείο αναφοράς για τη δοκιμή αλγόριθμων ελέγχου.

Εδώ παρουσιάζουμε εκδοχή ανεστραμμένου εκκρεμούς το αμαξίδιο του ο-

ποίου μπορεί να θεωρηθεί ο κλασικός μονοβάθμιος ταλαντωτής που έχουμε

μελετήσει σε αυτές τις σημειώσεις και που αποτελείται από τη μάζα m του

αμαξιδίου ενώ ένα ελατήριο σταθεράς k και ένας αποσβεστήρας σταθεράς c
προσδίδουν, κατά τα γνωστά, μια αντίσταση στη κίνηση του. Επιπλέον θε-

ωρούμε ότι η «αρθρωτή» σύνδεση της ράβδου ανάρτησης της μάζας mp του

εκκρεμούς πραγματοποιείται μέσω ενός στροφικού ελατηρίου σταθεράς kθ και

ενός αντίστοιχου αποσβεστικού μηχανισμού σταθεράς cθ. Η κίνηση του αμα-

ξιδίου ελέγχεται από μια εξωτερική δύναμη f , όπως φαίνεται και στο Σχήμα

60.

Για την εξαγωγή των εξισώσεων κίνησης και την περαιτέρω μελέτη της

απόκρισης του διπλού εκκρεμούς σε συνθήκες ελεύθερης ταλάντωσης, θα ε-

φαρμόσουμε την διαδικασία της κατάστρωσης των εξισώσεων Lagrange αφού

εκφράσουμε τις επιμέρους ενεργειακές ποσότητες (135)-(137) ως συναρτήσεις
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γενικευμένων συντεταγμένων και των χρονικών τους παραγώγων. Ως γενι-

κευμένες συντεταγμένες θα επιλέξουμε τη γωνία της ράβδου ανάρτησης με τη

κατακόρυφο θ και την οριζοντια μετακινηση του αμαξιδίου u. Οι καρτεσιανες

συντεταγμενες της μαζας του εκκρεμους mp, καθως και οι ταχυτητες αυτων,

θα δινονται ως,

xp = u− l sin θ ẋp = u̇− lθ̇ cos θ

yp = l cos θ ẏp = −lθ̇ sin θ (148)

Η κινητική ενέργεια του συστήματος είναι,

T =
1

2
mu̇2 +

1

2
mp(ẋ

2
p + ẏ2

p)

και με αντικατάσταση των σχέσεων των εξ. (148),

T =
1

2
(m+mp)u̇

2 +
1

2
mp(l

2θ̇2 − 2u̇lθ̇ cos θ)

Η δυναμική ενέργεια του συστήματος οφείλεται στο βαρυτικό πεδίο με επι-

τάχυνση της βαρύτητας g και στην ελαστικη ενεργεια που αποθηκευεται στα

ελατηρια,

V = mpgyp +
1

2
ku2 +

1

2
kθθ

2 + σταθερά

= mpgl cos θ +
1

2
ku2 +

1

2
kθθ

2 + σταθερά

Στη συνέχεια θα πρέπει να γράψουμε τις εξισώσεις Lagrange, όπως δίνονται

στην εξ. (138), για κάθε μια από τις δύο γενικευμένες συντεταγμένες. Αρχικά

για qi:=u, υπολογίζουμε,

∂T
∂u̇

= (m+mp)u̇−mplθ̇ cos θ

ενώ η χρονική παράγωγος της πιο πάνω σχέσης,

d

dt

(
∂T
∂u̇

)
= (m+mp)ü−mplθ̈ cos θ +mplθ̇

2 sin θ (149)

επιπλέον η παράγωγος της κινητικής ενέργειας ως προς u,

∂T
∂u

= 0, (150)
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ενώ η παράγωγος της δυναμικής ενέργειας ως προς u,

∂V
∂u

= ku. (151)

Επιπλεον για μια δυνατη μεταβολη δu της γενικευμενης συντεταγμενης u οι

αντιστοιχες εξωτερικες και μη συντηρητικες δυναμεις θα παραγουν εργο,

δW = Quδu = (f − cu̇)δu→ Qu = f − cu̇ (152)

Επειτα για qi:=θ, υπολογίζουμε,

∂T
∂θ̇

= mpl
2θ̇ −mpu̇l cos θ

ενώ η χρονική παράγωγος της πιο πάνω σχέσης,

d

dt

(
∂T
∂θ̇

)
= mpl

2θ̈ +mpu̇lθ̇ sin θ −mpül cos θ (153)

επιπλέον η παράγωγος της κινητικής ενέργειας ως προς θ,

∂T
∂θ

= mpu̇lθ̇ sin θ, (154)

ενώ η παράγωγος της δυναμικής ενέργειας ως προς θ,

∂V
∂θ

= −mpgl sin θ + kθθ. (155)

Επιπλεον για μια δυνατη μεταβολη δθ της γενικευμενης συντεταγμενης θ οι

αντιστοιχες εξωτερικες και μη συντηρητικες δυναμεις θα παραγουν εργο,

δW = Qθδθ = −cθθ̇δu→ Qθ = −cθθ̇ (156)

Σύμφωνα με την εξ. (138), τις δυο εξισώσεις του συστήματος των εξισώσεων

κίνησης του διπλού εκκρεμούς θα μας δώσει ο συνδυασμός,

(149)-(150)+(151)=(152) και (153)-(154)+(155)=(156),

(m+mp)ü−mplθ̈ cos θ +mplθ̇
2 sin θ + ku+ cu̇ = f (157)

mpl
2θ̈ −mpül cos θ −mpgl sin θ + kθθ + cθθ̇ = 0 (158)

οι οποίες αποτελούν τις μη γραμμικές εξισώσεις του συστήματος του ανεστραμ-

μένου εκκρεμούς που θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν για τη μη γραμμική

ανάλυση και έλεγχο του συστήματος.
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4.6.3 Διβάθμιο σύστημα ταλάντωσης συζευγμένων διατμητι-

κών πλαισίων

Εδώ θα χρησιμοποιηθεί η ενεργειακή προσέγγιση των εξισώσεων Lagrange
για να καταστρωθούν οι εξισώσεις κίνησης του συστήματος ταλαντωτής της

εικόνας στο Σχήμα 53 που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 3.6.1. Οι γενικευ-

μένες συντεταγμένες που θα περιγράφουν την κίνηση του συστήματος θα είναι

οι μετατοπίσεις των ορόφων (μαζών) κάθε πλαισίου u1 και u2 αντίστοιχα. Η

συνολική κινητική ενέργεια του συστήματος θα είναι,

T =
1

2
m1u̇

2
1 +

1

2
m1u̇

2
2.

Η δυναμική ενέργεια θα είναι η ενέργεια που αποθηκεύεται στο σύστημα ως

(ελαστική) ενέργεια παραμόρφωσης,

V =
1

2
k1u

2
1 +

1

2
k2u

2
2 +

1

2
k0(u2 − u1)2.

Τέλος το έργο των εξωτερικών και των μη συντηρητικών (αποσβεστικών) δυ-

νάμεων είναι,

δW = f1δu1 + f2δu2 − c1u̇1δu2 − c2u̇2δu2 − c0(u̇2 − u̇1)δ(u2 − u1)

= (f1 − c1u̇1 + c0u̇2 − c0u̇1︸ ︷︷ ︸
Qu1

)δu1 + (f2 − c2u̇2 − c0u̇2 + c0u̇1︸ ︷︷ ︸
Qu2

)δu2

Οι απαραίτητες παραγωγίσεις ώστε να καθοριστούν οι εκφράσεις των εξισώσε-

ων Lagrange, για τη γενικευμένη συντεταγμένη qi := u1 θα έχουμε,

∂T
∂u̇1

= m1u̇1

και η χρονική της παράγωγος,

d

dt

∂T
∂u̇1

= m1ü1

Η παράγωγος της κινητικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη

u1 είναι μηδενική,

∂T
∂u1

= 0

Η παράγωγος της δυναμικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη

u1,

∂V
∂u1

= k1u1 − k0(u2 − u1) = k1u1 + k0u1 − k0u2
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Η πρώτη από τις εξισώσεις κίνησης του συστήματος ταλάντωσης προκύπτει,

σύμφωνα με την εξ. (138), ως,

d

dt

(
∂T
∂u̇1

)
− ∂T
∂u1

+
∂V
∂u1

= Qu1

η οποία μετά από τις αντικαταστάσεις και κάποια αναδιάταξη όρων μπορεί να

γραφεί ως,

m1ü1 + c1u̇1 + c0u̇1 − c0u̇2 + k1u1 + k0u1 − k0u2 = f1 (159)

Η δεύτερη εξίσωση του συστήματος θα προκύψει με τη κατάστρωση της εξίσω-

σης Lagrange για τη δεύτερη γενικευμένη συντεταγμένη. Θεωρούμε qi := u2

και υπολογίζουμε,

∂T
∂u̇2

= m2u̇2

και η χρονική της παράγωγος,

d

dt

∂T
∂u̇2

= m2ü2

Η παράγωγος της κινητικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη

u2 είναι μηδενική,

∂T
∂u2

= 0

Η παράγωγος της δυναμικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη

u2,

∂V
∂u2

= k2u2 + k0(u2 − u1) = k2u2 + k0u2 − k0u1

Η πρώτη από τις εξισώσεις κίνησης του συστήματος ταλάντωσης προκύπτει,

σύμφωνα με την εξ. (138), ως,

d

dt

(
∂T
∂u̇2

)
− ∂T
∂u2

+
∂V
∂u2

= Qu2

η οποία μετά από τις αντικαταστάσεις και κάποια αναδιάταξη όρων μπορεί να

γραφεί ως,

m2ü2 + c2u̇2 + c0u̇2 − c0u̇1 + k2u2 + k0u2 − k0u1 = f2 (160)
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Από τις γραμμικές εξισώσεις (159) και (160) μπορούμε να γράψουμε το σύστημα

των εξισώσεων στη συνήθη μητρωική μορφή,[
m1 0
0 m2

]
︸ ︷︷ ︸

M

{
ü1

ü2

}
︸ ︷︷ ︸
ü(t)

+

[
c1 + c0 −c0

−c0 c2 + c0

]
︸ ︷︷ ︸

C

{
u̇1

u̇2

}
︸ ︷︷ ︸
u̇(t)

+

[
k1 + k0 −k0

−k0 k2 + k0

]
︸ ︷︷ ︸

K

{
u1

u2

}
︸ ︷︷ ︸
u(t)

=

{
f1

f2

}
︸ ︷︷ ︸
f(t)

(161)
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Παράρτημα Αʹ Η Groovy και το SDE

Η γλώσσα την οποία χρησιμοποιούμε ώστε να εφοδιάσουμε το περιβάλλον SDE
με κατάλληλα εργαλεία για αξιοποίηση των βιβλιοθηκών που συμπεριλαμβάνο-

νται στην Climax είναι η Groovy. Ο πιο απλός τρόπος για να δοκιμάσουμε

την Groovy είναι διαδικτυακά με το Groovy Web Console24. Επιπλέον για

να χρησιμοποιήσει κανείς είτε την Groovy είτε τις δυνατότητες του συνόλου

της βιβλιοθήκης Climax μπορεί να τρέξει «διαδικτυακά» το περιβάλλον SDE25

μέσω της τεχνολογίας του Java Web Start.

Για να διαχωρίσουμε τις ενδογενείς μεθόδους της Groovy26 από δυνατότη-

τες με τις οποίες έχουμε εφοδιάσει τον συνδυασμό των πακέτων που απαρτίζεται

από την Climax και/ή το SDE θα δηλώνουμε στο τίτλο των ενοτήτων αυτού του

κεφαλαίου με ένα αστερίσκο (
∗
) για την δεύτερη περίπτωση. Σημειώνεται πως

σε αυτή την ενότητα δεν θα αναφερθούμε σχεδόν καθόλου στις δυνατότητες

αξιοποίησης των υπολογιστικών μεθόδων που περιλαμβάνονται στην βιβλιοθή-

κη Climax, ενώ περισσότερο θα επικεντρώσουμε στην χρήση της Groovy σαν

μια εναλλακτική γλώσσα για υπολογισμούς και επιστημονικές/εκπαιδευτικές

εφαρμογές.

Μια πληρέστερη και ταυτόχρονα συνοπτική περιγραφή μπορεί κανείς να

βρεις στην επίσημη ιστοσελίδα της γλώσσας Groovy27

Αʹ.1 Μεταβλητές

Μεταβλητές (Variables), μπορούν να ονοματοδοτηθούν χρησιμοποιώντας κε-

φαλαίους ή πεζούς χαρακτήρες σε συνδυασμό με αριθμούς. Αποδεκτά ονόματα

μπορεί να έχουν τη μορφή:

NetCost, Left2Pay, x3, X3, z25c5

Δεν επιτρέπεται να δίνουμε ονόματα τα οποία περιέχουν ειδικούς χαρακτήρες

ή μεταβλητές που ξεκινάνε με αριθμό. Για παράδειγμα μη αποδεκτά ονόματα

μεταβλητών είναι:

Net-Cost, 2pay, %x, *sign

24https://groovyconsole.appspot.com/
25http://symplegma.org/
26
Σημειώνουμε εδώ ότι η γλώσσα προγραμματισμού Groovy απλοποιητικά πολλές φορές

αναφέρεται και ως ένα υπερσύνολο, ή αλλιώς μια επέκταση, της γλώσσας Java.
27http://groovy-lang.org/documentation.html
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Επιπλέον δεν πρέπει να χρησιμοποιηθούν ονόματα τα οποία χρησιμοποιούνται

από την ίδια τη Groovy (ή και από το περιβάλλον SDE) όπως για παράδειγμα

το PI=3.14159 . . . ' π.

1 x=13; y=5∗x
2 z=x∗∗2+y
3 p r i n t l n x
4 p r i n t l n "y= "+y

΄Οπως φαίνεται πιο πάνω για να εμφανιστεί μια η τιμή κάποιας μεταβλητής

θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε την εντολή print ή την println. Το ελλη-

νικό ερωτηματικό (;) χρησιμοποιείται για να χωρίσουμε επιμέρους εντολές που

δίνονται στην ίδια γραμμή.

Αʹ.2 Διατάξεις και πινάκες

Μια πολυ χρήσιμη οντότητα αποτελεί το αντικείμενο της διάταξης που θα χρη-

σιμοποιούμε εδώ πολύ συχνά σε μια από τις δύο συνήθεις μορφές, αυτή του

array καθώς και της ArrayList.

1 x=[ ]
2 x . add ( 1 . 0 ) ; x . add ( 4 . 5 ) ; x<<3.5
3 p r i n t l n x . s i z e ( )
4 x [ 0 ]=2 . 5 ; x . remove (1 )
5 p r i n t l n x

Μια χρήσιμη μέθοδος, όπως βλέπουμε και πιο πάνω, με την οποία μπορούμε

να ανακτήσουμε το είδος κάποιας μεταβλητής είναι η getClass().

Αʹ.3 Εσωτερικές συναρτήσεις

Στις εσωτερικές συναρτήσεις της Groovy συμπεριλαμβάνονται οι τριγωνομε-

τρικές συναρτήσεις sin, cos κ.α. καθώς και άλλες συναρτήσεις που χρησιμο-

ποιούνται ευρέως όπως για παράδειγμα οι sqrt, log, exp κ.α.. Για να ακριβο-

λογούμε οι συναρτήσεις αυτές για να είναι διαθέσιμες στην Groovy, όπως και

στη Java, θα πρέπει πρώτα να εισάγουμε (μέσω της εντολής, import static
java.lang.Math.*) την προκαθορισμενη βιβλιοθήκη Math της Java. Στο πε-

ριβάλλον του SDE αυτό έχει γίνει εκ των πρότερων ώστε οι συναρτήσεις και

οι σταθερές (όπως για παράδειγμα οι PI, E, για τα π ≈ 3.14 και e ≈ 2.718,
αντίστοιχα) να είναι άμεσα διαθέσιμες. Μερικά παραδείγματα χρήσης είναι:
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1 x=PI∗∗2
2 p r i n t l n sq r t ( x )

Σε αντίθεση με την Matlab/Octave οι εσωτερικές συναρτήσεις δεν μπορούν

να εφαρμοστούν σε διατάξεις ή διανύσματα/πίνακες.

Αʹ.4 Δομές ελέγχου

Οι δομές ελέγχου είναι κομμάτια κώδικα τα οποία αφορούν εντολές και διαδικα-

σίες που θα εκτελεστούν ή όχι ανάλογα με το αν ισχύει κάποια συγκεκριμένη

συνθήκη ή μια ομάδα συνθηκών. Χρήσιμη ενδογενής μεταβλητή των γλωσσών

Java/Groovy είναι η λογική boolean μεταβλητή που παίρνει τις αυτονόητες

τιμές true ή false.

Αν σε κάποιο σημείο έχουμε αναθέσει κάποια τιμή στην μεταβλητή x, τότε
μπορούμε να κάνουμε ελέγχους σε αυτό, όπως

• x == 2 είναι το x ίσο με 2;

• x ! =2 δεν είναι το x ίσο με 2;

• x > 2 είναι το x μεγαλύτερο από 2;

• x < 2 είναι το x μικρότερο από 2;

• x >=2 είναι το x μεγαλύτερο από ή ίσο με 2;

• x <= 2 είναι το x μικρότερο από ή ίσο με 2;

Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δοθεί στο γεγονός ότι ο έλεγχος για την ισότη-

τα απαιτεί δύο σύμβολα ισότητας ==. Σε αντίθεση με την Matlab/Octave οι

εσωτερικές συναρτήσεις δεν μπορούν να εφαρμοστούν σε διατάξεις ή διανύσμα-

τα/πίνακες.

Αʹ.4.1 Δομή ελέγχου if/else

Η δομή ελέγχου if εξετάζει την αλήθεια μιας συνθήκης/πρότασης και προχωρά

ή όχι σε κάποια ενέργεια. Η δομή αυτή μπορεί να συνοδεύεται και από ένα

ακόλουθο else που δίνει την οδηγία του θα συμβεί αν δεν ισχύει η πρόταση

ελέγχου. Αν δεν υπάρχει η επέκταση του else και δεν είναι αληθής η πρότα-

ση τότε δεν θα γίνει καμιά περαιτέρω ενέργεια. ΄Ενα παράδειγμα είναι και το

παρακάτω.
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1 // I n i t i a l i z i n g a l o c a l v a r i ab l e
2 int a = 2
3

4 //Check f o r the boolean cond i t i on
5 i f ( a<100) {
6 // I f the cond i t i on i s t rue p r i n t the f o l l ow i ng statement
7 p r i n t l n ("The value is less than 100") ;
8 } else {
9 // I f the cond i t i on i s f a l s e p r i n t the f o l l ow i n g statement

10 p r i n t l n ("The value is greater than 100") ;
11 }

Αʹ.4.2 Δομή ελέγχου switch

Μια άλλη δομή ελέγχου και απόφασης των Java/Groovy είναι η switch μέ-

σω της οποίας για να συμβεί κάτι εξετάζονται επιμέρους περιπτώσεις για μια

πρόταση. ΄Ενα παράδειγμα δίνεται πιο κάτω.

1 // i n i t i a l i z i n g a l o c a l v a r i ab l e
2 a = 2
3

4 // Evaluat ing the exp r e s s i on value
5 switch ( a ) {
6 //There i s case statement de f ined f o r 4 ca s e s
7 // Each case statement s e c t i o n has a break cond i t i on to e x i t

the loop
8 case 1 :
9 p r i n t l n ("The value of a is One") ;

10 break ;
11 case 2 :
12 p r i n t l n ("The value of a is Two") ;
13 break ;
14 default :
15 p r i n t l n ("The value is neither One or Two") ;
16 break ;
17 }

Αʹ.5 Δομές επανάληψης

Μια δομή επανάληψης επαναλαμβάνει μια διαδικασία, ο αριθμός των επαναλήψε-

ων εξαρτάται από την αλήθεια/ισχύ μιας συνθήκης/πρότασης. Η γλώσσα Gro-
ovy διαθέτει πλούσιο εύρος σε δομές επανάληψης, ενώ εδώ θα παρουσιάσουμε
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αυτές που συνηθέστερα θα χρησιμοποιούμε στις εφαρμογές των σημειώσεων

αυτών.

Αʹ.5.1 Δομή επανάληψης for

Η δομή επανάληψης θα εκτελέσει την εντολή που είναι στο block της 5 φορές

για τιμές του i από 0 έως και 4.

1 for ( int i = 0 ; i <5; i++){ p r i n t l n ( i ) }
2 // or equ iva l en t
3 for ( int i in 0. .<5) { p r i n t l n ( i ) }

Αʹ.5.2 Δομή επανάληψης while

΄Οσο η συνθήκη ελέγχου είναι αληθής, εκτελούνται οι εντολές μέσα στο block
της δομής while. Το αποτέλεσμα στο παράδειγμα που ακολουθεί θα είναι ίδιο

με αυτό του παραδείγματος της δομής for που δόθηκε παραπάνω.

1 int i = 0 ;
2 while ( i <5) {
3 p r i n t l n ( i ) ;
4 i++;
5 }

Αʹ.5.3 Δομή επανάληψης σε πεδίο τιμών range

Μια πολυ χρήσιμη οντότητα της Groovy είναι και η αριθμοσειρά (range) ακεραί-
ων η οποία μπορεί να οριστεί ως (start..end) και περιλαμβάνει τους αριθμούς

από τον start έως και τον end. Σε συνδυασμό με την συνάρτηση each (και

με όρισμα ένα συναρτησιακό αντικείμενο (closure), το οποίο παρουσιάζεται σε

επόμενη παράγραφο) μπορούμε να ορίσουμε μια δομή επανάληψης όπως στο

παράδειγμα που ακολουθεί, με αποτέλεσμα ίδιο με τα πιο πάνω παραδείγματα.

1 ( 0 . . 4 ) . each{ p r i n t l n ( i t ) }
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Αʹ.6 Συναρτήσεις

Μια μέθοδος ή αλλιώς συνάρτηση στη Groovy ορίζεται έτσι ώστε να παίρνει έ-

να ή κάποια ορίσματα και να επιστρέφει κάτι. Το αντικείμενο που θα επιστρέφει

μπορεί να είναι και ένα κενό αντικείμενο (void) ή ακόμα και κάποιο απροσδιό-

ριστο αντικείμενο (def). Η συνάρτηση αφού ολοκληρώσει τις διαδικασίες που

δίνονται στο σώμα της επιστρέφει την έξοδο της με την εντολή return. Στη

περίπτωση που η συνάρτηση έχει οριστεί ως (void) ή (def) η τελευταία return
δήλωση μπορεί να παραληφθεί.

Στο παράδειγμα που ακολουθεί θα ορίσουμε και θα χρησιμοποιήσουμε τη

συνάρτηση:

f(x, y) = sin (2πx) sin (2πy)

1 double f (double x , double y ) {
2 return Math . s i n ( 2 . 0∗Math . PI∗x ) ∗Math . s i n ( 2 . 0∗Math . PI∗y )
3 }
4 p r i n t l n f ( 0 . 8 5 , 0 . 2 )

Ο ορισμός για τους τύπους των παραμέτρων στο όρισμα της συνάρτησης

είναι προαιρετικός. Στα πλαίσια του περιβάλλοντος SDE το όνομα της κλάσης

Math μπορεί να παραληφθεί. Λαμβάνοντας αυτά υπόψη θα μπορούσαμε να

γράψουμε σε πιο συμπτυγμένη μορφή, όπως παρακάτω.

1 double f (x , y ) {
2 return s i n ( 2 . 0∗PI∗x ) ∗ s i n ( 2 . 0∗PI∗y )
3 }
4 p r i n t l n f ( 0 . 8 5 , 0 . 2 )

Αʹ.7 Συναρτησιακά αντικείμενα (closures)

Για πολλούς λόγους, η εξήγηση των οποίων ξεπερνά την εμβέλεια και το δι-

δακτικό σκοπό του παρόντος τεύχους, εδώ προτιμάμε τη χρήση του συναρτη-

σιακού αντικείμενου (closure) αντί της συνάρτησης (method), αν και κάποιοι

από τους λόγους αυτούς πιθανώς να φανούν αυτονόητοι από το περιεχόμενο

αυτών των σημειώσεων. ΄Ενας, ίσως απλοϊκός, τρόπος να αντιληφθεί κανείς

το αντικείμενο closure, είναι να το θεωρήσει ως μια συνάρτηση που μπορεί να

περάσει ως όρισμα μέσα σε μια άλλη συνάρτηση. Από τον προηγούμενο ορισμό

προκύπτει και η ονομασία που εδώ έχουμε επιλέξει στα ελληνικά ως συναρτη-

σιακό αντικείμενο. Τα αντικείμενα αυτά είναι και μια από τις βασικές οντότητες,
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μαζί με τις δυνατότητες δυναμικού προγραμματισμού και του υψηλού βαθμού

συμβατότητας με την Java, που καθιστούν την Groovy εξαιρετικά χρήσιμη.

΄Ενα συναρτησιακό αντικείμενο ορίζεται μέσα σε αγκύλες με τις παραμέτρους

εισόδου (ορίσματα) να χωρίζονται από το σώμα με το σύμβολο (−>). Τέλος,

το συναρτησιακό αντικείμενο μπορεί να καταλήγει με μια δήλωση επιστροφής

(return) ή και απουσία αυτής. Στην δεύτερη περίπτωση ως επιστροφή ορίζεται

το υπολογισμένο μέγεθος από τη τελευταία διαδικασία που έχει γίνει μέσα στο

σώμα του αντικειμένου.

Εδώ ως απλό παράδειγμα θα δώσουμε τον ορισμό της προηγούμενης τριγω-

νομετρικής συνάρτησης ως συναρτησιακό αντικείμενο.

1 f={x , y−>
2 s i n ( 2 . 0∗PI∗x ) ∗ s i n ( 2 . 0∗PI∗y )
3 }
4 p r i n t l n f ( 0 . 8 5 , 0 . 2 )

Τέλος αξίζει να σημειωθεί ότι ακόμα και όταν λείπουν οι μεταβλητές εισόδου

το συναρτησιακό αντικείμενο της Groovy εχει μια προκαθορισμένη μεταβλητή

με την ονομασία it. Αυτό μπορεί να φανεί στο παράδειγμα που ακολουθεί.

1 f={s i n ( 2 . 0∗PI∗ i t [ 0 ] ) ∗ s i n ( 2 . 0∗PI∗ i t [ 1 ] ) }
2 p r i n t l n f ( [ 0 . 8 5 , 0 . 2 ] )

Αʹ.8 Είσοδος και έξοδος δεδομένων σε και από αρχεία

Η Groovy παρέχει με μια ομάδα βοηθητικών μεθόδων για την επικοινωνία με και

διαχείριση δεδομένων προς και από αρχεία. Μια βασική ενέργεια είναι αρχικά

να οριστεί ή να δημιουργηθεί αυτό το αρχείο

1 SomeFile = new F i l e ("somedirectory/Example.txt")

Αʹ.8.1 Αποθήκευση δεδομένων

Για να γράψει κανείς σε ένα αρχείο, για παράδειγμα στο SomeFile που δη-

μιουργήσαμε προηγούμενα, μπορεί να χρησιμοποιήσει μεθόδους όπως αυτές

στο παράδειγμα που ακολουθεί.
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1 SomeFile . wr i t e "This is the first line\n"
2 SomeFile << "This is the second line\n"
3 SomeFile . l e f t S h i f t "This is the third line\n"
4 SomeFile . append "This is the fourth line\n"
5 p r i n t l n SomeFile . t ex t

Η μέθοδος write ουσιαστικά σβήνει ότι έχει γραφτεί στο αρχείο και γράφει

από πάνω το αλφαριθμητικό περιεχόμενο του ορίσματος. Η μέθοδος leftShift ή

append για την οποία η Groovy υιοθετεί τον συμβολικό τελεστή <<, γράφει

το περιεχόμενο του ορίσματος, στο τέλος του αρχείου χωρίς να σβήνει το

προηγούμενο περιεχόμενο.

Αʹ.8.2 Ανάκτηση δεδομένων

Για να διαβάσουμε δεδομένα από ένα αρχείο ο πιο απλός τρόπος είναι να χρη-

σιμοποιήσουμε την μέθοδο text που επιστρέφει το περιεχόμενο του αρχείου σε

μια αλφαριθμητική String μεταβλητή.

1 f i l e t e x t=SomeFile . t ex t
2 p r i n t l n f i l e t e x t

ενώ αν θέλουμε μπορούμε να διαβάσουμε το αρχείο γραμμή προς γραμμή τοπο-

θετώντας το σε μια λίστα με χρήση της μεθόδου readLines

1 l i n e s = SomeFile . readLines ( )
2 l i n e s . each{ p r i n t l n i t }

Αʹ.9 Αρχεία δέσμης εντολών (scripts) ∗

Η γλώσσα προγραμματισμού Groovy διαθέτει δυνατότητες μιας scripting pro-
gramming language. Με το όρο script (αρχείο δέσμης εντολών) εννοούμε

ένα αρχείο το οποίο περιέχει μια ομάδα εντολών ή οδηγιών σε γραφή που α-

κολουθεί τις συμβάσεις κάποιας συγκεκριμένης γλώσσας προγραμματισμού, με

σκοπό τη διενέργεια συγκεκριμένων διαδικασιών από κάποιο ηλεκτρονικό υπο-

λογιστικό σύστημα. Η Groovy μπορεί να διαβάσει και να διαχειριστεί τέτοια

αρχεία που μπορεί να έχουν οποιαδήποτε κατάληξη. Στα πλαίσια του περιβάλ-

λοντος SDE έχει επιλεγεί η σύμβαση τα αντίστοιχα αρχεία να έχουν κατάληξη

.climax καθώς βασική βιβλιοθήκη και ταυτόχρονα και κύριος λόγος ανάπτυξης

του περιβάλλοντος ήταν η διαχείριση και αξιοποίηση της Java βιβλιοθήκης υ-

πολογιστικών μεθόδων υπό τον τίτλο Climax. Ουσιαστικά ο μηχανισμός που
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αναλαμβάνει να εκτελέσει τις εντολές που περιέχονται στα script αυτά αρχεία

είναι το αντικείμενο GroovyShell.
Στο παράρτημα παραθέτονται ολοκληρωμένα script αρχεία climax τα οποία

περιέχουν τα σενάρια (εντολών) για την αντιμετώπιση προβλημάτων που πα-

ρουσιάζονται σε αυτές τις σημειώσεις.

Αʹ.10 Μητρώα και διανύσματα
∗

Στο περιβάλλον του SDE ο προκαθορισμένος τύπος που χρησιμοποιείται για

τους πίνακες (αλγεβρικά μητρώα) είναι αυτός που μας προσφέρεται από τη βι-

βλιοθήκη της JAMA : A Java Matrix Package28. ΄Οσο αφορά τα διανύσματα

εδώ νοούνται ως πίνακες με κατάλληλες διαστάσεις. Ταυτόχρονα υπάρχουν

και ενσωματωμένες δυνατότητες επίλυσης γραμμικών συστημάτων και ανάλυ-

σης του ιδιοσυστήματος. Παράδειγμα ορισμού και χρήσης δίνεται στην ομάδα

εντολών που ακολουθεί.

1 order = 3
2 // de f i n e an array double [ ] [ ]
3 da=new double [ o rder ] [ order ]
4

5 for ( i in 0..< order ) {
6 for ( j in 0..< order ) {
7 da [ i ] [ j ]=random ( )
8 }
9 }

10

11 // use the above de f ined double array to equip a matrix M
12 M=Matrix ( da )
13

14 // update array da f o r another use
15 for ( i in 0..< order ) {
16 for ( j in 0..< order ) {
17 da [ i ] [ j ]=random ( )
18 }
19 }
20

21 // use the above de f ined double array to equip a matrix K
22 K=Matrix ( da )
23

24 M. pr in t ( )
25 K. pr in t ( )
26

27 (K+M) . p r i n t ( )

28http://math.nist.gov/javanumerics/jama/
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28 (K−M) . p r i n t ( )
29 (K∗M) . p r i n t ( )
30 M. inv e r s e ( ) . p r i n t ( )
31 M. transpose ( ) . p r i n t ( )

Ακολουθεί παράδειγμα με τον κώδικα που απαιτείται για να λύσουμε το

γενικευμένο ιδιοπρόβλημα,

(K − λM)x = 0

1 Eigen= EigenDescomposit ion (M. i nv e r s e ( ) ∗K)
2 EigenValues=Eigen . getRea lE igenva lues ( )
3 EigenVectors=Eigen . getV ( )
4

5 ( 1 . . order ) . each{ p r i n t l n EigenValues [ it −1]}
6 EigenVectors . p r i n t ( )

Επισημαίνεται εδώ πως η μέθοδος getRealEigenvalues() επιστρέφει μια διά-

ταξη (double array) με όρους τις ιδιοτιμές λi, ενώ η getV() επιστρέφει ένα

πίνακα του οποίου κάθε στήλη περιέχει και ένα ιδιοδιάνυσμα xi.

Αʹ.11 Μιγαδικοί αριθμοί
∗

Στο περιβάλλον του SDE ο προκαθορισμένος τύπος που χρησιμοποιείται για

τους μιγαδικούς αριθμούς είναι αυτός που μας προσφέρεται από την βιβλιοθήκη

της Apache Commons Math29. Παράδειγμα ορισμού και χρήσης δίνεται στην

ομάδα εντολών που ακολουθεί.

1 c1= new Complex ( 1 . 0 , 2 . 0 )
2 c2= new Complex ( 3 . 0 , 2 . 4 )
3 p r i n t l n c1+c2
4 p r i n t l n c1−c2
5 p r i n t l n c1∗ c2
6 p r i n t l n c1/c2
7 p r i n t l n c1 . conj ( ) // c1 . conjugate ( )
8 p r i n t l n c1 . re ( ) // c1 . getReal ( )
9 p r i n t l n c1 . im ( ) // c1 . getImaginary ( )

10 p r i n t l n c1 . abs ( ) // abso lu t e va lue o f c1

29http://commons.apache.org/proper/commons-math/
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Αʹ.12 Διαγράμματα (plotting)∗

Τα προς σχεδίαση, σε δομή διαγράμματος, αντικείμενα είναι τα plotfunction.
Ο καθορισμός (κατασκευή) ενός τέτοιου αντικείμενου απαιτεί την δήλωση των

διακριτών τιμών της συνάρτησης (τεταγμένες) μέσω μιας διάταξης αριθμών και

προαιρετικά τις τιμές του οριζόντιου άξονα (τετμημένες) οι οποίες αν δεν δη-

λωθούν θεωρείται ότι αυξάνονται με μοναδιαίο βήμα. Εναλλακτικά, για τον

οριζόντιο άξονα μπορεί να δοθεί ένας μόνο αριθμός που θα είναι το επαυξητι-

κό βήμα ξεκινώντας από το μηδέν. Η δομή διαγράμματος
30

που σχεδιάζει τα

πιο πάνω αντικείμενα ονομάζεται PlotFrame και μπορεί να φιλοξενεί αυθαίρετο

πλήθος plotfunction. Στο παράδειγμα που ακολουθεί σχεδιάζουμε σε ένα κοινό

διάγραμμα τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις του ημίτονου και συνημίτονου.

1 t r i gP l o t = new PlotFrame ( )
2 n=100; dt=2.0∗PI/n
3 t=new double [ n+1]
4 s=new double [ n+1]
5 c=new double [ n+1]
6 ( 0 . . n ) . each{
7 td=dt∗ i t
8 t [ i t ]=td
9 s [ i t ]= s i n ( td )

10 c [ i t ]= cos ( td )
11 }
12 t r i gP l o t . addFunction (new p l o t f un c t i on ( dt , s ) )
13 t r i gP l o t . addFunction (new p l o t f un c t i on ( t , c ) )
14 t r i gP l o t . show ( )

Η χρήση του πιο πάνω κομματιού κώδικα θα εμφανίσει το διάγραμμα όπως

περίπου φαίνεται στην πρώτη εικόνα 61 που ακολουθεί. Εμπλουτίζοντας (και

σε κάποια σημεία τροποποιώντας) τον κωδικά όπως πιο κάτω, θα μπορούσα-

με να εφοδιάσουμε περαιτέρω το διάγραμμα με πληροφορίες αλλά και κάποιες

δυνατότητες μορφοποίησης.

1 t r i gP l o t = new PlotFrame ( )
2 n=100; dt=2.0∗PI/n
3 s = [ ] ; c =[ ]
4 ( 0 . . n ) . each{ s [ i t ]= s i n ( dt∗ i t ) ; c [ i t ]= cos ( dt∗ i t ) }
5 fp=new p l o t f un c t i on ( dt , s ) ; fp . setMarker ( true )
6 fp . s e tMarke rF i l l ( true ) ; fp . setName ("sine")

30
Στο περιβάλλον του SDE υπάρχει ένα προκαθορισμένο αντικείμενο δομής διαγράμματος

με όνομα μεταβλητής thePlot.
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Σχήμα 61: Τριγωνομετρικές συναρτήσεις

7 t r i gP l o t . addFunction ( fp )
8 fp=new p l o t f un c t i on ( dt , c ) ; fp . setMarker ( true )
9 fp . se tMarkerSty le (1 ) ; fp . setName ("cosine")

10 t r i gP l o t . addFunction ( fp )
11

12 t r i gP l o t . setAutoColor ( true )
13 t r i gP l o t . T i t l e ("Trigonometric functions")
14 t r i gP l o t . makeLegend ( )
15 t r i gP l o t . xLabel ("t")
16 t r i gP l o t . yLabel ("y")
17 t r i gP l o t . v l i n e (PI /2 , java . awt . Color . green )
18 t r i gP l o t . v l i n e (PI , java . awt . Color . green )
19 t r i gP l o t . v l i n e (3∗PI /2 , java . awt . Color . green )
20 t r i gP l o t . show ( )

Το αποτέλεσμα θα είναι παρόμοιο με το διάγραμμα της αντίστοιχης εικό-

νας 62.
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Σχήμα 62: Τριγωνομετρικές συναρτήσεις, εμπλουτισμένο διάγραμμα σε σχέση

με αυτό του σχήματος 61
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