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1 Εισαγωγή

Η κλασσική θεωρία συστηµάτων αυτοµάτου ελέγχου, συνέβαλε αποφασιστικά στην

ανάπτυξη και υλοποίηση πολλών αγαθών την λειτουργία των οποίων τώρα θεωρούµε

δεδοµένη, όπως τα τηλέφωνα, ο αυτόµατος πιλότος ενός αεροπλάνου κλπ. Παρόλη

όµως την συνεχόµενη αυτή πρόοδο, το χάσµα µεταξύ θεωρίας και πράξης κυρίως

στην βιοµηχανία γίνεται όλο και µεγαλύτερο. Η µεγάλη ανάγκη της βιοµηχανίας για

ανάπτυξη µιας καινούριας θεωρίας ελέγχου που θα ανταποκρίνεται στις ανάγκες της,

οδήγησε πολλούς επιστήµονες στην έρευνα νέων µη συµβατικών τεχνικών αυτοµάτου

ελέγχου, κάποιες από τις οποίες περιγράφονται από τον όρο "Ευφυής Έλεγχος".

Η εφαρµογή τεχνικών της συµβατικής θεωρίας ελέγχου για τον έλεγχο ενός

συστήµατος ή µιας διαδικασίας προϋποθέτει την ύπαρξη ενός πλήρους αναλυτικού

µοντέλου του ελεγχόµενου συστήµατος. Κάτι τέτοιο είναι συχνά αδύνατο λόγω της

πολυπλοκότητας των βιοµηχανικών διεργασιών ή και της αδυναµίας µετρήσεων. Αν

υπάρχει ένα τέτοιο µοντέλο τότε η συνηθέστερος τύπος ελεγκτή που χρησιµοποιείται

είναι αυτός των τριών όρων (PID) µε υλοποίηση σε Programmable Logic Controllers

(PLC).

Η θεωρία του µη συµβατικού ελέγχου, αντί να προσπαθεί να µοντελοποιήσει το

ελεγχόµενο σύστηµα, ψάχνει να βρει ένα σύνολο λεκτικών προτάσεων που να

περιγράφουν τις αντιδράσεις ενός επιτυχηµένου ανθρώπου χειριστή του συστήµατος,

τις οποίες και προσπαθεί να περιγράψει µε διάφορες τεχνικές όπως την ασαφή λογική

και τα νευρωνικά δίκτυα.

Ευφυής έλεγχος

Το πρόβληµα ελέγχου ενός συστήµατος ή διεργασίας περιγράφεται από το ακόλουθο

σχήµα.
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∆ιεργασία Προδιαγραφές 

Ελεγκτής 

Σχήµα 1.

Στο συµβατικό έλεγχο η διεργασία και ο ελεγκτής θεωρούνται γνωστά και µάλιστα

γραµµικά µε την έννοια ότι υπάρχουν γραµµικά µαθηµατικά µοντέλα διαφορικών

εξισώσεων που τα περιγράφουν. Οι προδιαγραφές είναι ένα σύνολο κριτηρίων όπως

ευστάθεια, ταχύτητα απόκρισης, υπερύψωσης κλπ που αν πληρούνται ο ελεγκτής

θεωρείται επιτυχηµένος.

Ο όρος "Ευφυής Έλεγχος" αντλεί τεχνικές από διάφορες επιστήµες όπως η νευρολογία,

η ψυχολογία τα µαθηµατικά κλπ. Ο στόχος ενός ευφυούς ελεγκτή είναι να λειτουργεί

όπως ένας επιτυχηµένος άνθρωπος ελεγκτής µε τους ίδιους κανόνες χωρίς όµως τα

µειονεκτήµατά του. Το πλεονέκτηµα των ανθρώπων σαν ελεγκτές µιας διεργασίας

είναι ότι µπορούν να ανταπεξέλθουν και να πάρουν αποφάσεις κάτω από συνθήκες

αβεβαιότητας και να αντιδράσουν άµεσα σε απρόβλεπτες καταστάσεις. Ένας καλά

σχεδιασµένος ευφυής ελεγκτής πρέπει να µπορεί να "µιµηθεί" τον καλύτερο άνθρωπο

ελεγκτή της συγκεκριµένης διαδικασίας. Έτσι ένα πρώτο πρόβληµα που πρέπει

να απαντηθεί από τον σχεδιαστή ενός ευφυούς ελεγκτή είναι η καταγραφή των

κανόνων µε βάση τους οποίους λειτουργεί ένας επιτυχηµένος άνθρωπος ελεγκτής της

διεργασίας. Η εξόρυξη αυτής της γνώσης (data mining)γίνεται είτε µε συνέντεξη

του χειριστή είτε µε τεχνικές pattern association,γενετικών αλγορίθµων κλπ. ∆εύτερο

βήµα είναι η αποθήκευση αυτής των κανόνων σε µια βάση γνώσης χρησιµοποιώντας

είτε συµβολική µορφή (LISP, C++, κλπ) είτε αριθµητική µορφή (ασαφής λογική,

νευρωνικά δίκτυα). Έπειτα ακολουθεί η επιλογή και υλοποίηση ενός µηχανισµού

συµπερασµού ο οποίος παίρνοντας σαν είσοδο κάποιες µετρήσεις από την ελεγχόµενη

διαδικασία και χρησιµοποιώντας την βάση γνώσης που έχει δηµιουργηθεί, βγάζει

κάποια έξοδο που ανατροφοδοτείται στην ελεγχόµενη διαδικασία. Τα παραπάνω

βήµατα φαίνονται στο ακόλουθο σχήµα
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Σχήµα 2.

Ο ευφυής έλεγχος συνήθως χρησιµοποιείται σε εφαρµογές µεγάλης κλίµακας και

πολυπλοκότητας, µια και τότε είναι πρακτικά αδύνατη η εφαρµογή συµβατικών

τεχνικών.

Η βασικές αρχές πάνω στις οποίες σχεδιάζεται ένας ευφυής ελεγκτής είναι οι

ακόλουθες.
• Ορθότητα: Η ικανότητα εκτέλεσης των λειτουργικών απαιτήσεων του συστήµατος
µε ασφάλεια.

• Ευρωστία: Η ικανότητα του συστήµατος να παραµένει λειτουργικό κάτω από µη
αναµενόµενες συνθήκες.

• Επεκτασιµότητα: Η δυνατότητα επέκτασης του υλικού και του λογισµικού χωρίς

επανασχεδίαση του συστήµατος από την αρχή.

Σε αυτό το µάθηµα θα ασχοληθούµε µε τον ασαφή και νευρωνικό έλεγχο. Στα ασαφή

συστήµατα η αναπαράσταση της γνώσης γίνεται µέσω ασαφών συνόλων και ασαφούς

λογικής ενώ στον νευρωνικό έλεγχο µέσω µη γραµµικών σχέσεων.
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Στα µέσα του 1960 ο Lotfi A. Zadeh του πανεπιστηµίου Berkeley της Καλιφόρνια

εφήυρε την θεωρία των ασαφών συνόλων, η οποία λέει ότι συνήθως στον κόσµο

που ζούµε τα αντικείµενα γύρω µας ανήκουν σε διάφορα σύνολα µε διαφορετικούς

βαθµούς συµµετοχής. Πχ. η κλάση των "ψηλών ανθρώπων" δεν έχει αυστηρό κριτήριο

συµµετοχής. Ο ασαφής ορισµός κλάσεων παίζει πολύ µεγάλο ρόλο στην ανθρώπινη

επικοινωνία. Το 1965ο Zadehθεµελίωσε πλήρως την θεωρία των ασαφών συνόλων

και της ασαφής λογικής ολοκληρώνοντας την δουλειά αρκετών άλλων µαθηµατικών

µέχρι τότε. Η θεωρία του Zadehδέχθηκε µεγάλη αµφισβήτηση κυρίως στην Αµερική.

Την δεκαετία του 1970ο Ebrahim H. Mamdani,µηχανικός στο πανεπιστήµιο Queen

Mary του Λονδίνου δοκίµασε για πρώτη φορά την ασαφή λογική για την ανάπτυξη

ενός ελεγκτή ατµοµηχανής. Η επιτυχία τους οδήγησε στην αναγνώριση της ασαφούς

λογικής σαν ένα σηµαντικό εργαλείο αυτοµάτου ελέγχου κάτι που φαίνεται και από

την πληθώρα επιστηµονικών δηµοσιεύσεων πάνω στο θέµα.

Η ελληνική βιβλιογραφία πάνω στο ασαφή έλεγχο είναι µηδαµινή. Για την συγγραφή

αυτών των σηµειώσεων πολύτιµα φάνηκαν τα βιβλία [3], [1].

Ασαφή σύνολα - Βασικοί ορισµοί

Η θεωρία συνόλων αρχικά αναπτύχθηκε από τον Cantor (1845-1918).Η θεωρία

του δέχθηκε µεγάλη αµφισβήτηση και τελικά πέθανε το 1918σε ψυχιατρική κλινική.

Σύνολο είναι οποιαδήποτε συλλογή - οµάδα οµοειδών πραγµάτων (πραγµάτων

που έχουν ή ικανοποιούν µία συγκεκριµένη ιδιότητα). Τα µέλη της οµάδας

αυτής καλούνται στοιχεία του συνόλου. Το πλήθος των στοιχείων ενός συνόλου

καλείται πληθικός αριθµός του συνόλου (συµβολίζεται συνήθως µε N ). Υπάρχουν

πεπερασµένα και άπειρα σύνολα, ανάλογα µε το αν ο πληθικός τους αριθµός είναι

πεπερασµένος ή άπειρος.

Ορισµός 2.1 Έστω X ένα µη µηδενικό σύνολο. Ένα ασαφές σύνολο A του X
χαρακτηρίζεται από την συνάρτηση συµµετοχής του µA : X → [0, 1] όπου µA(x)
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είναι ο βαθµός συµµετοχής του στοιχείου x ∈ X στο ασαφές σύνολο A.

Το ασαφές σύνολο A χαρακτηρίζεται πλήρως από το σύνολο των ζευγαριών A =

{(x, µA(x)) όπου x ∈ X}. Αν X = {x1, x2, . . . , xn} ένα πεπερασµένο σύνολο και

A ένα ασαφές σύνολο του X τότε χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό

A = µ1/x1 + . . .+ µn/xn

όπου µi/xi συµβολίζει ότι µi είναι ο βαθµός συµµετοχής του xi στο A και το +

συµβολίζει την ένωση. Είναι προφανές ότι όσο µεγαλύτερο βαθµό συµµετοχής έχει

ένα στοιχείο τόσο περισσότερο "ανήκει" στο σύνολο.

Παράδειγµα 2.1 Έστω ότι έχουµε το πεπερασµένο σύνολο X =
{0, 20, 30, 50, 60, 70} όπου τα στοιχεία του X είναι ανθρώπινες ηλικίες σε χρόνια.
Έστω επίσης ότι θέλουµε να ορίσουµε το σύνολο των νέων ανθρώπων πάνω στο

σύνολο X . Η παραπάνω έννοια µπορεί να εκφραστεί από το ακόλουθο ασαφές σύνολο

A = 1/0 + 0.8/15 + 0.5/30 + 0.3/45 + 0.1/60 + 0/75

και γραφικά από το ακόλουθο

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0
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0.4
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0.6

0.7

0.8
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1

Προφανώς οι τιµές συµµετοχής του κάθε στοιχείου του X είναι υποκειµενικές.
Αντίστοιχα και ίσως πιο βολικά το ασαφές σύνολο θα µπορούσαµε να το παρουσιάσουµε

σε µορφή δύο πινάκων

X = 0 15 30 45 60 75

µA(X) = 1 0.8 0.5 0.3 0.1 0

Αν τώρα σανX έχω το σύνολο των πραγµατικών αριθµών από το 0 µέχρι το 150 δηλαδή

X = [0, 150] τότε το ασαφές σύνολο των νέων ανθρώπων θα µπορούσε να οριστεί µέσω

της

µA(x) =

{
−1
60 x+ 1, 0 ≤ x ≤ 60

0, 60 < x ≤ 150
η οποία γραφικά φαίνεται στο επόµενο σχήµα
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Το ίδιο σύνολο θα µπορούσε να οριστεί αν σαν συνάρτηση συµµετοχής έχω την

παρακάτω συνάρτηση του Gauss.
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Όταν το σύνολο X είναι συνεχές τότε και η συνάρτηση συµµετοχής που αντιστοιχεί

σε ένα ασαφές σύνολο A είναι και αυτή µε τη σειρά της συνεχής. Υπάρχουν

συγκεκριµένοι τύποι συναρτήσεων που χρησιµοποιούµε.
• Τριγωνική (Σχήµα 3). Έχει σαν παραµέτρους τρεις πραγµατικούς αριθµούς a, b, c.

µA(x) =






0, x ≤ a
x−a
b−a , a ≤ x ≤ b
c−x
c−b , b ≤ x ≤ c

0, x ≥ c

Στο MATLAB παράγεται από τις ακόλουθες εντολές.
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x=0:0.1:10;
y=trimf(x,[3 6 8]);
plot(x,y)
xlabel('trimf, P=[3 6 8]')

• Τραπεζοειδής (Σχήµα 4). Έχει τέσσερις πραγµατικούς αριθµούς σαν παραµέτρους
a, b, c, d.

µA(x) =






0, x ≤ a
x−a
b−a , a ≤ x ≤ b

1 b ≤ x ≤ c
d−x
d−c , c ≤ x ≤ d

0, x ≥ d

x=0:0.1:10;
y=trapmf(x,[1 5 7 8]);
plot(x,y)
xlabel('trapmf, P=[1 5 7 8]')

• Καµπανοειδής (Σχήµα 5). Έχει σαν παραµέτρους τρεις πραγµατικούς αριθµούς
a, b, c.

µA(x) =
1

1 +
∣∣x−c
a

∣∣2b

Η παράµετρος c δείχνει το κέντρο της καµπύλης, η b το σηµείο που έχει σαν τιµή
0.5 και η a το σηµείο που από 0 γίνεται αυστηρά θετική.

x=0:0.1:10;
y=gbellmf(x,[2 4 6]);
plot(x,y)
xlabel('gbellmf, P=[2 4 6]')

• Συµµετρική συνάρτηση τουGauss (Σχήµα 6). Έχει σαν παραµέτρους δύο πραγµατικούς
αριθµούς a, c.

µA(x) = e
−(x−c)2

2a2

Η c δείχνει το κέντρο της καµπύλης.

x=0:0.1:10;
y=gaussmf(x,[2 5]);
plot(x,y)
xlabel('gaussmf, P=[2 5]')

• Σιγµοειδής (Σχήµα 7). Έχει σαν παραµέτρους δύο πραγµατικούς αριθµούς a, c.

µA(x) =
1

1 + e−a(x−c)
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x=0:0.1:10;
y=sigmf(x,[2 4]);
plot(x,y)
xlabel('sigmf, P=[2 4]')

• Z συνάρτηση (Σχήµα 8). Έχει σαν παραµέτρους δύο πραγµατικούς αριθµούς a, b.

µA(x) =






1, x ≤ a

1− 2
(
x−a
b−a

)2
, a ≤ x ≤ a+b

2

2
(
b− x

b−a

)2
, a+b

2 ≤ x ≤ b

0, x ≥ b

Τα a, b δείχνουν τα άκρα της καµπύλης.

x=0:0.1:10;
y=zmf(x,[3 7]);
plot(x,y)
xlabel('zmf, P=[3 7]')
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trimf, P=[3 6 8]

Σχήµα 3.
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Σχήµα 4.
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Σχήµα 5.
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Σχήµα 6.
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Σχήµα 7.
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Σχήµα 8.

Θα συνεχίσουµε µε κάποιους ορισµούς πάνω στα ασαφή σύνολα.

Ορισµός 2.2 Έστω A ένα ασαφές σύνολο του X. Τότε υποστήριξη του A (sup p(A))
είναι ένα κλασσικό υποσύνολο του X του οποίου όλα τα στοιχεία έχουν µη µηδενικούς

βαθµούς συµµετοχής στο A.

Ορισµός 2.3 Κανονικό ασαφές σύνολο ονοµάζεται το ασαφές σύνολο στο οποίο

υπάρχει ένα στοιχείο µε βαθµό συµµετοχής 1.
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Ορισµός 2.4 Έστω A και B δύο ασαφή σύνολα ενός συνόλου X. Τότε θα λέµε ότι

το A είναι υποσύνολο του B (A ⊂ B) αν µA(x) ≤ µB(x) για κάθε x ∈ X.

Το παρακάτω γράφηµα µας δείχνει τις συναρτήσεις συµµετοχής δύο ασαφών συνόλων

A και B του X = [0, 100]. Προφανώς το A είναι υποσύνολο του B.
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Σχήµα 9.

Παράδειγµα 2.2 Έστω ότι έχουµε το πεπερασµένο σύνολο X =
{0, 20, 40, 60, 80, 100} και δύο ασαφή σύνολα A και B του X ορισµένα ως

εξής:

X = 0 20 40 60 80 100

µA(X) = 0 0.4 1 0.8 0.3 0

µB(X) = 0 0.3 1 0.6 0.2 0

Είναι εύκολο να ελεγθεί ότι B ⊂ A.

Ορισµός 2.5 Το κενό ασαφές σύνολο τουX που θα συµβολίζεται µε ∅ είναι το σύνολο

µε συνάρτηση συµµετοχής µ∅ (x) = 0 για κάθε x ∈ X. Προφανώς για κάθε ασαφές

σύνολο A του X ισχύει ∅ ⊂ A.

Ορισµός 2.6 Καθολικό ασαφές σύνολο 1X του X είναι το σύνολο µε συνάρτηση

συµµετοχής µ1X (x) = 1 για κάθε x ∈ X. Προφανώς για κάθε ασαφές σύνολο A του

X ισχύει A ⊂ 1X .
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Ορισµός 2.7 Ασαφές σηµείο x̄0 ή singleton θα ονοµάζεται το ασαφές σύνολο που

ορίζεται από την ακόλουθη συνάρτηση συµµετοχής

µx̄0(x) =

{
1, x = x0

0, x 
= x0
(2.1)

Πράξεις ασαφών συνόλων

Ορισµός 2.8 Ας θεωρήσουµε δύο ασαφή σύνολα A και B ορισµένα πάνω στο ίδιο

κλασσικό σύνολο X. Τότε η τοµή A ∩ B αυτών των δύο συνόλων είναι και αυτή ένα

ασαφές σύνολο του X µε συνάρτηση συµµετοχής

µA∩B(x) := µA(x) ∧ µB(x)

όπου ∧ είναι ο τελεστής ελαχίστου του Mamdani

µA∩B(x) = min {µA(x), µB(x), για κάθε x ∈ X} (2.2)
ή o τελεστής γινοµένου του Larsen

µA∩B(x) = µA(x)µB(x) (2.3)
Αντίστοιχα η ένωση A ∪B είναι ένα ασαφές σύνολο του X µε συνάρτηση συµµετοχής

µA∪B(x) := µA(x) ∨ µB(x) := max {µA(x), µB(x), για κάθε x ∈ X} .

όπου ο τελεστής µεγίστου του Mamdani

µA∪B(x) = max {µA(x), µB(x), για κάθε x ∈ X} (2.4)
ή ο τελεστής probor

µA∪B(x) = µA(x) + µB(x)− µA(x)µB(x) (2.5)

Ορισµός 2.9 Το συµπλήρωµα ¬A ενός ασαφούς συνόλου A είναι ένα ασαφές σύνολο

του X µε συνάρτηση συµµετοχής

µ¬A(x) = 1− µA(x).

Παρατήρηση 2.1 Η τοµή δύο συνόλων αντιστοιχεί στο λεκτικό ΚΑΙ (AND) ενώ η

ένωση στο λεκτικό Ή (OR). Το συµπλήρωµα αντιστοιχεί στην άρνηση µιας πρότασης.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι πράξεις όπως ορίστηκαν πριν είναι ορισµένες και για συνεχή

και για διακριτά ασαφή σύνολα. Επειδή τα συνεχή ασαφή σύνολα προϋποθέτουν

πράξεις µε συνεχείς συναρτήσεις, κάτι που είναι αρκετά πολύπλοκο, στα επόµενα

παραδείγµατα θα επικεντρωθούµε στην διακριτή περίπτωση.



14 Κεφάλαιο 2 Ασαφής έλεγχος

Παράδειγµα 2.3 Μια τετραµελής οικογένεια θέλει να αγοράσει ένα σπίτι. Έστω

X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} το σύνολο των διαθέσιµων για αγορά σπιτιών

χαρακτηρισµένα από τον αριθµό των δωµατίων τους. Η οικογένεια έχει δύο κριτήρια

για το καλύτερο σπίτι. Το πρώτο είναι το να είναι βολικό και το δεύτερο να είναι

µεγάλο. Έστω το ασαφές σύνολο A που περιγράφει την έννοια "βολικό" και B αυτό

που περιγράφει την έννοια "µεγάλο". Οι συναρτήσεις συµµετοχής των συνόλων αυτών

συµπληρώνονται µετά από συνέντευξη µε την οικογένεια ως εξής.

X = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

µA(X) = 0.2 0.5 0.8 1 0.7 0.3 0 0 0 0

µB(X) = 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 1 1

Το σύνολο που περιγράφεται από την πρόταση "βολικό ΚΑΙ µεγάλο" είναι σύµφωνα

µε τα παραπάνω η τοµή των A και B η οποία µε τον τελεστή min δίνεται από τον

ακόλουθο πίνακα.

µA∩B(X) = 0 0 0.2 0.4 0.6 0.3 0 0 0 0

Άρα η καλύτερη επιλογή για την οικογένεια που ψάχνει σπίτι "βολικό ΚΑΙ µεγάλο" είναι

το σπίτι που έχει το µεγαλύτερο βαθµό συµµετοχής στο A ∩ B δηλαδή αυτό µε τα 5
δωµάτια (µA∩B(5) = 0.6).
Αντίστοιχα αν η οικογένεια έψαχνε σπίτι "βολικό Ή µεγάλο" θα δηµιουργούσαµε την

ένωση µA∪B(X) διαλέγοντας π.χ. τον τελεστή min.

µA∪B(X) = 0.2 0.5 0.8 1 0.7 0.8 1 1 1 1 .

Αντίστοιχα µε τον τελεστή probor θα είχαµε

µA∪B(X) = 0.2 0.5 0.84 1 0.88 0.86 1 1 1 1 .

Αν τέλος η οικογένεια ήθελε για οικονοµικούς λόγους σπίτι "βολικό ΚΑΙ ΟΧΙ µεγάλο"
όπου το "ΚΑΙ" αντιστοιχεί στο τελεστή min τότε το ασαφές σύνολο C που αντιστοιχεί

είναι το C = A ∩ (¬B). Έτσι έχουµε

µ¬B(X) = 1 1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0 0 0

µA(X) = 0.2 0.5 0.8 1 0.7 0.3 0 0 0 0

µC(X) = 0.2 0.5 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0 0 0

και σε αυτή την περίπτωση η βέλτιστη απόφαση θα ήταν να αγοράσουν το σπίτι µε τα 3
δωµάτια.

Παράδειγµα 2.4 Έστω δύο ασαφή σύνολα A και B ορισµένα πάνω στο ίδιο µη

πεπερασµένο σύνολο X. Οι συναρτήσεις συµµετοχής τους φαίνονται στο παρακάτω

γράφηµα
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όπου η συνάρτηση συµµετοχής του A είναι αυτή που σχηµατίζεται από τα ευθύγραµµα

τµήµατα ΟΑΒΓΖ και του B από τα Ο∆ΕΖ. Η τοµή A∩B θα έχει συνάρτηση συµµετοχής

την Ο∆ΗΓΖ ενώ η ένωση A ∪B την ΟΑΒΗΕΖ.

Παράδειγµα 2.5 Έστω δύο ασαφή σύνολα A και B ορισµένα πάνω στο ίδιο συνεχές

σύνολο X = [0, 10]. Οι συναρτήσεις συµετοχής των είναι αυτές των σχηµάτων 7 και

8 δηλαδή η µA(X) είναι σιγµοειδής µε a = 2, c = 4 και η µB(X) Ζ συνάρτηση µε

a = 3, b = 7. Για την τοµή A ∩B χρησιµοποιούµε τον τελεστή του ελαχίστου (2.2).

x=0:0.1:10;
y1=sigmf(x,[2 4]);
y2=zmf(x,[3 7]);
y=min(y1,y2);
plot(x, y)
xlabel('Intersection of A and B')

0 2 4 6 8 10
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0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Intersection of A and B

Με τον τελεστή γινοµένου (2.3) έχουµε:
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x=0:0.1:10;
y1=sigmf(x,[2 4]);
y2=zmf(x,[3 7]);
y=y1 .∗y2;
plot(x, y)
xlabel('prod intersection of A and B')
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prod intersection of A and B

Αντίστοιχα η ένωση A∪B µε τον τελεστή max (2.4) θα έχει σαν συνάρτηση συµµετοχής

το µέγιστο των µA(X) και µB(X).

x=0:0.1:10;
y1=sigmf(x,[2 4]);
y2=zmf(x,[3 7]);
y=max(y1,y2);
plot(x, y)
xlabel('Union of A and B')
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0.7

0.75
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0.85
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0.95

1

Union of A and B
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ενώ µε τον τελεστή probor (2.5) έχουµε

x=0:0.1:10;
y1=sigmf(x,[2 4]);
y2=zmf(x,[3 7]);
y=probor([y1;y2]);
plot(x, y)
xlabel('probor union of A and B')

Παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα του max µε τον probor µοιάζουν πολύ όπως και

αυτά του min µε τον prod µε την διαφορά ότι οι δεύτεροι τελεστές κάνουν τις καµπύλες

πιο "οµαλές".

Εκτός από τις παραπάνω βασικές πράξεις που ορίστηκαν, υπάρχουν και κάποιες

πράξεις που χρησιµοποιούµε συχνά για να περιγράψουµε κάποιες έννοιες.

Ορισµός 2.10 Λεκτικός µετατροπέας ονοµάζεται µια πράξη πάνω σε ένα ασαφές

σύνολο που µετατρέπει την λεκτική έννοια αυτού του συνόλου.

Χαρακτηριστικό παράδειγµα ενός λεκτικού µετατροπέα είναι το "ΠΟΛΥ". Έτσι

συνεχίζοντας το προηγούµενο παράδειγµα το ασαφές σύνολο "ΠΟΛΥ µεγάλο" που

θα συµβολίζεται B2 ορίζεται από την συνάρτηση συµµετοχής µB2(x) = (µB(x))
2.

Αντίστοιχα ο λεκτικός µετατροπέας "ΠΕΡΙΠΟΥ" ή "ΣΧΕ∆ΟΝ" αν τον εφαρµόσουµε

στο ασαφές σύνολοB, θα συµβολίζεται B1/2 ορίζεται από την συνάρτηση συµµετοχής

µB1/2(x) =
√
µB(x)

µB(X) = 0.2 0.5 0.8 1 0.7 0.3 0 0 0 0

µB2(X) = 0.04 0.25 0.64 1 0.49 0.09 0 0 0 0

µB1/2(X) = 0.44 0.70 0.89 1 0.83 0.54 0 0 0 0

Παράδειγµα 2.6 Συνεχίζοντας το παράδειγµα 2.5 θα βρούµε µε τη βοήθεια του MAT-
LAB την συνάρτηση συµµετοχής του A ∩ (¬B2).

x=0:0.1:10;
y1=sigmf(x,[2 4]);
y2=zmf(x,[3 7]);
y2d=1-y2. ˆ2;
y=min(y1,y2d);
plot(x, y)
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Πιο κάτω αναφέρονται κάποιες βασικές ιδιότητες της ένωσης και της τοµής ασαφών

συνόλων.
• Μεταβατική ιδιότητα

A ∪B = B ∪A

A ∩B = B ∩A

• Associativity
(A ∪B) ∪C = A ∪ (B ∪ C)

(A ∩B) ∩C = A ∩ (B ∩ C)

• Επιµεριστική ιδιότητα

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (B ∩ C)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (B ∪ C)

• Ιδιότητα του De Morgan
¬(A ∩B) = ¬A ∪ ¬B

¬(A ∪B) = ¬A ∩ ¬B

• Απορροφητική ιδιότητα

(A ∩B) ∪A = A

(A ∪B) ∩A = A

• Τέλος ισχύει

A ∪A = A

A ∩A = A

Αξίζει να σηµειωθεί ότι A ∪ (¬A) 
= 1X και A ∩ (¬A) 
= ∅.
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Σχέσεις µεταξύ ασαφών συνόλων

Στον ασαφή έλεγχο η σχέσεις µεταξύ αντικειµένων παίζουν σηµαντικό ρόλο. Μερικές

σχέσεις αφορούν στοιχεία µέσα στο ίδιο σύνολο, πχ µια µέτρηση είναι µεγαλύτερη από

κάποια άλλη. Άλλες σχέσεις ορίζονται µεταξύ διαφόρων συνόλων, πχ µια µέτρηση έχει

µεγάλη τιµή και ταχύτητα µεταβολής της είναι θετική κλπ. Ένα απλό παράδειγµα µιας

ασαφούς σχέσης είναι η οµοιότητα δύο ανθρώπων. Πχ ο Τάσος µοιάζει µε τον Κώστα

µε βαθµό 0.7 ενώ ο Κώστας µε τον Θανάση σε βαθµό 0.3. Το παραπάνω παράδειγµα

είναι µια σχέση µεταξύ δύο στοιχείων αλλά γενικά είναι δυνατόν να ορίσουµε σχέσεις

µε περισσότερα από δύο στοιχεία.

Ορισµός 2.11 Έστω X και Y δύο µη κενά σύνολα. Μια ασαφής σχέση R µεταξύ

αυτών των δύο συνόλων είναι ένα ασαφές σύνολο του καρτεσιανού γινοµένου X × Y .
Αν x ∈ X και y ∈ Y τότε µε R(x, y) θα συµβολίζεται ο βαθµός συµµετοχής του

διατεταγµένου ζεύγους (x, y) στην σχέση R.

Παράδειγµα 2.7 Έστω X = {Τάσος, Γιώργος, Βασίλης} και Y =
{∆ιονυσία, ∆έσποινα}. Αν ορίσουµε µια σχέση R1 ανάµεσα σε αυτά τα δύο

σύνολα προσπαθόντας να εκφράσουµε τον βαθµό συµπάθειας µεταξύ των στοιχείων

του X και του Y τότε θα πρέπει να βρούµε το βαθµό συµµετοχής στη σχέση καθενός

από τα διατεταγµένα ζεύγη (x, y) όπου x ∈ X και y ∈ Y. Έστω ότι

R1(Τάσος, ∆ιονυσία) = 0.4,

R1(Γιώργος, ∆ιονυσία) = 0.8,
R1(Βασίλης, ∆ιονυσία) = 0.5,
R1(Τάσος, ∆έσποινα) = 0.7,
R1(Γιώργος, ∆έσποινα) = 0.5,
R1(Βασίλης, ∆έσποινα) = 0.8.

Κάτι τέτοιο είναι απλό να το εκφραστεί µε ένα πίνακα της παρακάτω µορφής

R1 ∆ιονυσία ∆έσποινα

Τάσος 0.4 0.7

Γιώργος 0.8 0.5

Βασίλης 0.5 0.8

Πράξεις µεταξύ ασαφών σχέσεων
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Ορισµός 2.12 Τοµή µεταξύ δύο ασαφών σχέσεων R1 και R2 ορισµένων πάνω σε δύο

µη κενά σύνολα X και Y ορίζεται η σχέση R1 ∩R2 µε συνάρτηση συµµετοχής την

(R1 ∩R2) (x, y) = R1(x, y) ∧R2(x, y)

όπου το ∧ είναι είτε το ελάχιστο (2.2)

(R1 ∩R2) (x, y) = min {R1(x, y), R2(x, y)}

είτε το γινόµενο (2.3)

(R1 ∩R2) (x, y) = R1(x, y)R2(x, y)

Ορισµός 2.13 Ένωση µεταξύ δύο ασαφών σχέσεων R1 και R2 ορισµένων πάνω σε

δύο µη κενά σύνολα X και Y ορίζεται η σχέση R1 ∪R2 µε συνάρτηση συµµετοχής την

(R1 ∪R2) (x, y) = R1(x, y) ∨R2(x, y)

όπου ∨ είναι είτε το µέγιστο

(R1 ∪R2) (x, y) = max {R1(x, y), R2(x, y)}

είτε το probor

(R1 ∪R2) (x, y) = R1(x, y) +R2(x, y)−R1(x, y)R2(x, y).

Παράδειγµα 2.8 Συνεχίζοντας το παράδειγµα 2.7 ας ορίσουµε και µια δεύτερη σχέση

R2 που εκφράει τον βαθµό συµβατότητας των χαρακτήρων των X και Y.

R2 ∆ιονυσία ∆έσποινα

Τάσος 0.4 0.6

Γιώργος 0.3 0.6

Βασίλης 0.5 0.5

Αν θέλουµε να βρούµε την σχέση που λεκτικά εκφράζεται από το "Ο x συµπαθεί τον

y ΚΑΙ ο x είναι συµβατός µε τον y", χρειάζεται να υπολογίσουµε την τοµή των δύο

σχέσεων.

R1 ∩R2 ∆ιονυσία ∆έσποινα

Τάσος 0.4 0.6

Γιώργος 0.3 0.5

Βασίλης 0.5 0.5
Αντίστοιχα η ένωση R1∪R2 ερµηνεύεται ως "Ο x συµπαθεί τον y Ή ο x είναι συµβατός

µε τον y"

R1 ∪R2 ∆ιονυσία ∆έσποινα

Τάσος 0.4 0.7

Γιώργος 0.8 0.6

Βασίλης 0.5 0.8
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Ορισµός 2.14 Καρτεσιανό γινόµενο A × B µεταξύ δυο ασαφών συνόλων A και B
ορίζεται ως η ασαφής σχέση µε συνάρτηση συµµετοχής

(A×B) (x, y) = min {µA(x), µB(y)}

για όλα τα x ∈ A και y ∈ B.

Ορισµός 2.15 Sup−min ή αλλιώς max−min σύνθεση A◦R ενός ασαφούς συνόλου

A του X µε µια σχέση R ορισµένης πάνω σε δύο µη κενά σύνολα X και Y είναι ένα

ασαφές σύνολο ορισµένο στο Y µε συνάρτηση συµµετοχής

µA◦R(y) = sup
x∈X

min {µA(x), R(x, y)} (2.6)

για κάθε y ∈ Y .

Αντίστοιχα µε την sup−min σύνθεση ορίζεται η max−prod σύνθεση και η max−

average σύνθεση.

Ορισµός 2.16 max−prod σύνθεση A · R ενός ασαφούς συνόλου A του X µε µια

σχέση R ορισµένης πάνω σε δύο µη κενά σύνολα X και Y είναι ένα ασαφές σύνολο

ορισµένο στο Y µε συνάρτηση συµµετοχής

µA◦R(y) = max
x∈X

{µA(x) ·R(x, y)} (2.7)

για κάθε y ∈ Y .

Ορισµός 2.17 max−average σύνθεση A < + > R ενός ασαφούς συνόλου A του

X µε µια σχέση R ορισµένης πάνω σε δύο µη κενά σύνολα X και Y είναι ένα ασαφές

σύνολο ορισµένο στο Y µε συνάρτηση συµµετοχής

µA◦R(y) = max
x∈X

{
1

2
(µA(x) +R(x, y))

}
(2.8)

για κάθε y ∈ Y .

Παράδειγµα 2.9 Έστω X = {0, 25, 50, 75} και Y = {4, 17, 42, 80} δύο σύνολα.
Ας ορίσουµε το ασαφές σύνολο A στο X ως "µεγάλοι θετικοί αριθµοί" µε συνάρτηση

συµµετοχής

µA(x) = 0/0 + 0.34/25 + 0.7/50 + 1/75.

Έστω επιπλέον η σχέση R(x, y) = 1− |x−y|
80 ορισµένη πάνω στα X και Y που δηλώνει
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πόσο κοντά είναι οι αριθµοί x και y µεταξύ τους.

R 4 17 42 80

0 0.95 0.7875 0.475 0

25 0.7375 0.9 0.7875 0.3125

50 0.425 0.5875 0.9 0.625

75 0.1125 0.275 0.5875 0.9375

Τότε µε βάση τον ορισµό της sup−min σύνθεσης ασαφούς συνόλου µε σχέση έχουµε

A◦R = (0/0 + 0.34/25 + 0.7/50 + 1/75)◦

R 4 17 42 80

0 0.95 0.7875 0.475 0

25 0.7375 0.9 0.7875 0.3125

50 0.425 0.5875 0.9 0.625

75 0.1125 0.275 0.5875 0.9375

και το αποτέλεσµα είναι

A◦R = SUPX






min0.95,0 min0.7875,0 min0.475,0 min0,0

min0.7375,0.34 min0.9,0.34 min0.7875,0.34 min0.3125,0.34

min0.425,0.7 min0.5875,0.7 min0.9,0.7 min0.625,0.7

min0.1125,1 min0.275,1 min0.5875,1 min0.9375,1





=

= SUPX






0 0 0 0

0.34 0.34 0.34 0.3125

0.425 0.5875 0.7 0.625

0.1125 0.275 0.5875 0.9375






και άρα

A ◦R = 0.425/4 + 0.5875/17 + 0.7/42 + 0.9375/80.
Αντίστοιχα η max− prod σύνθεση δίνεται από

A·R =MAXX






0.95 · 0 0.7875 · 0 0.475 · 0 0 · 0

0.7375 · 0.34 0.9 · 0.34 0.7875 · 0.34 0.3125 · 0.34

0.425 · 0.7 0.5875 · 0.7 0.9 · 0.7 0.625 · 0.7

0.1125 · 1 0.275 · 1 0.5875 · 1 0.9375 · 1





=

=MAXX






0 0 0 0

0.25075 0.306 0.26775 0.10625

0.2975 0.41125 0.63 0.4375

0.1125 0.275 0.5875 0.9375






A ·R = 0.2975/4 + 0.41125/17 + 0.63/42 + 0.9375/80
To A ◦R (ή αντίστοιχα το A ·R) είναι ένα ασαφές σύνολο ορισµένο στο Y και λεκτικά

θα µπορούσε να µας ορίζει τους "µεγάλους θετικούς αριθµούς" στο Y . Έτσι το 4 βγαίνει

ότι ανήκει κατά 0.425 στο ασαφές σύνολο των "µεγάλων θετικών αριθµών" ενώ πχ το

80 κατά 0.9375.
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Παρατήρηση 2.2 Ένας απλός τρόπος για να κάνουµε την sup−min σύνθεση είναι

να την προσοµοιώσουµε µε πολλαπλασιασµό των πινάκων

[
0 0.34 0.7 1

]






0 0 0 0

0.34 0.34 0.34 0.3125

0.425 0.5875 0.7 0.625

0.1125 0.275 0.5875 0.9375






όπου ο πολλαπλασιασµός είναι η πράξη min ενώ η πρόσθεση το max. Αντίστοιχα

µπορεί να γίνουν και οι άλλες δύο συνθέσεις.

Ας συνεχίσουµε µε την σύνθεση δύο σχέσεων. Από εδώ και πέρα µε το συµβολισµό

R ∈ F (X × Y ) θα εννοούµε ότι R είναι µια σχέση ορισµένη στα σύνολα X και Y

µε αυτή τη σειρά.

Ορισµός 2.18 Έστω δύο σχέσεις R1 ∈ F (X × Y ) και R2 ∈ F (Y × Z). Τότε η

sup-min σύνθεση R1 ◦R2 ∈ F (X ×Z) ορίζεται ως η σχέση µε συνάρτηση συµµετοχής

(R1 ◦R2) (x, z) = sup
y∈Y

min {R1(x, y), R2(y, z)} .

Τελείως ανάλογα ορίζονται η max− prod και η max− average συνθέσεις σχέσεων.

Παράδειγµα 2.10 Έστω X = {Τάσος, Γιώργος, Βασίλης}, Y = {Κώστας,
∆ηµήτρης}, Z = {Γρηγόρης, Αντώνης}. Ας θεωρήσουµε την σχέση οµοιότητας (κατά
πόσο ο x µοιάζει εµφανισιακά µε τον y) R1 µεταξύ των X και Y και µια αντίστοιχη

σχέση R1 µεταξύ Y και Z.

R1 Κώστας ∆ηµήτρης

Τάσος 0.3 0.7

Γιώργος 0.7 0.2

Βασίλης 0.4 0.5

R2 Γρηγόρης Αντώνης

Κώστας 0.8 0.2

∆ηµήτρης 0.4 0.7
Η σύνθεση R1 ◦R2 των παραπάνω σχέσεων µας παράγει µια σχέση µεταξύ των X και

Z.

R1 ◦R2 =

R1 ◦R2 Γρηγόρης Αντώνης

Τάσος 0.4 0.7

Γιώργος 0.7 0.2

Βασίλης 0.4 0.5



24 Κεφάλαιο 2 Ασαφής έλεγχος

Ασαφείς αριθµοί

Οι ασαφείς αριθµοί χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές όπου είναι επιθυµητή η

αναπαράσταση της αβεβαιότητας των αριθµητικών δεδοµένων. Ένας εύκολος τρόπος

να φανταστούµε ένα ασαφή αριθµό είναι η έκφραση "περίπου 7". Ένας πιο αυστηρός

ορισµός των ασαφών αριθµών είναι ο ακόλουθος.

Ορισµός 2.19 Ένας ασαφής αριθµός A είναι ένα ασαφές σύνολο ορισµένο πάνω στους

πραγµατικούς αριθµούς µε µια κανονική, κυρτή και συνεχή συνάρτηση συµµετοχής µε

πεπερασµένη υποστήριξη.

Αντίστοιχα µπορεί να οριστεί ένας ασαφής ορισµός σε διακριτά απειροσύνολα όπως

οι ακέραιοι αριθµοί. Όλες οι πράξεις ασαφών συνόλων που έχουµε ορίσει πιο

πριν ισχύουν προφανώς και για τους ασαφείς αριθµούς. Ένας άλλος τρόπος για να

συµβολίζουµε τους ασαφείς αριθµούς πχ τον 7 είναι µε 7. Επίσης ανάλογα µε την

εφαρµογή, ο καθένας µπορεί να διαλέξει διαφορετικές συναρτήσεις συµµετοχής για

τον ίδιο ασαφή αριθµό.

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Σχήµα 11.Ο ασαφής αριθµός 7.

Άλλος ένας τρόπος ορισµού του ασαφούς αριθµού 7 όταν τον ορίσουµε πάνω στους

ακέραιους αριθµούς είναι ο ακόλουθος

7 =0/1 + 0/2 + 0/3 + 0.2/4 + 0.4/5 + 0.7/6 + 1/7 + 0.7/8 + 0.4/9 + 0.2/10
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Ας συνεχίσουµε ορίζοντας τις a-τοµές ενός ασαφούς συνόλου.

Ορισµός 2.20 a-τοµή ενός ασαφούς συνόλου A (και κατά συνέπεια ενός ασαφούς

αριθµού A) όπου α ∈ [0, 1], είναι ένα υποσύνολο Aα του συνόλου αναφοράς τέτοιο

ώστε

Aα = [α
(a)
1 , α

(a)
2 ] = {x|µA(x) ≥ α}

Έστω ένα ασαφές σύνολο που παριστάνει τον ασαφή αριθµό 7 και φαίνεται στο

επόµενο σχήµα. Τότε

A0.5 = [4, 6]

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
A

Σχήµα 12.0.5-τοµή του ασαφούς αριθµού 7.

Αντίστοιχα A1 = [7].

Ένας τρόπος να περιγράψουµε ένα διακριτό ασαφές σύνολο είναι µέσα ένα σύνολο

τέτοιων a-τοµών. Στα ακόλουθα θα ασχοληθούµε µε διακριτούς ασαφής αριθµούς.

Πρόσθεση

Ορισµός 2.21 Πρόσθεση δύο ασαφών αριθµών A και B που περιγράφονται µε a-
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τοµές είναι το ασαφές σύνολο C = A+B που περιγράφεται από

Cα = Aα +Bα = [α
(a)
1 , α

(a)
2 ] + [b

(a)
1 , b

(a)
2 ] =

= [α
(a)
1 + b

(a)
1 , α

(a)
2 + b

(a)
2 ],∀α ∈ [0, 1]

Ένας άλλος ισοδύναµος τρόπος να κάνουµε πρόσθεση ασαφών αριθµών είναι µέσω

του ακόλουθου τύπου

µA+B(z) = ∨
z=x+y

[µA(x) ∧ µB(y)].

Έστω ο ασαφής αριθµός

7 = A = 0/1+0/2+0/3+0/4+0.2/5+0.6/6+1/7+0.6/8+0.2/9+0/10+0/11+...

και ο

3 = B = 0.3/1 + 0.7/2 + 1/3 + 0.7/4 + 0.3/5 + 0/6 + 0/7 + 0/8 + ...

Ας υπολογίσουµε τον ασαφή αριθµό (7+ 3) = C. Ένας τρόπος αναπαράστασεις των

αριθµών είναι και ο ακόλουθος:

3 :

0.3 0.7 1 0.7 0.3 0 0 0 0

1.0 1

0.9 1

0.8 1

0.7 1 1 1

0.6 1 1 1

0.5 1 1 1

0.4 1 1 1

0.3 1 1 1 1 1

0.2 1 1 1 1 1

0.1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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7 :

0 0 0 0 0.2 0.6 1 0.6 0.2

1.0 1

0.9 1

0.8 1

0.7 1

0.6 1 1 1

0.5 1 1 1

0.4 1 1 1

0.3 1 1 1

0.2 1 1 1 1 1

0.1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Σύµφωνα µε τον ορισµό της πρόσθεσης έχουµε

C0.1 = A0.1 +B0.1 = [1, 5] + [5, 9] = [6, 14]

C0.2 = A0.2 +B0.2 = [1, 5] + [5, 9] = [6, 14]

C0.3 = A0.3 +B0.3 = [1, 5] + [6, 8] = [7, 13]

Συνεχίζοντας ανάλογα παρατηρούµε ότι

C0.4 = C0.5 = C0.6 = [8, 12]

C0.7 = [9, 11]

και

C0.8 = C0.9 = C1 = [10]
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Άρα

7 :

0 0 0 0 0.2 0.2 0.6 0.6 0.7 1 0.7 0.6 0.6 0.2 0

1.0 1

0.9 1

0.8 1

0.7 1 1 1

0.6 1 1 1 1 1 1 1

0.5 1 1 1 1 1 1 1

0.4 1 1 1 1 1 1 1

0.3 1 1 1 1 1 1 1

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

ή αλλιώς

3+ 7 =0/1 + ...+ 0/5 + 0.2/6 + 0.6/7 + 0.6/8 + 0.7/9+

+ 1/10 + 0.7/11 + 0.6/12 + 0.6/13 + 0.2/14 + 0/15.

Αφαίρεση

Ορισµός 2.22 Αφαίρεση δύο ασαφών αριθµών A και B που περιγράφονται µε a-τοµές
είναι το ασαφές σύνολο C = A−B που περιγράφεται από

Cα = Aα +Bα = [α
(a)
1 , α

(a)
2 ]− [b

(a)
1 , b

(a)
2 ] =

= [α
(a)
1 − b

(a)
2 , α

(a)
2 − b

(a)
1 ],∀α ∈ [0, 1]

Προσοχή χρειάζεται ο ορισµός της αφαίρεσης διαστηµάτων στον παραπάνω τύπο.

Έτσι η πράξη 7− 3 = B −A γίνεται ως εξής:

C0.1 = A0.1 +B0.1 = [5, 9]− [1, 5] = [5− 5, 9− 1] = [0, 8]

Αντίστοιχα

C0.2 = C0.1

και

C0.3 = [6, 8]− [1, 5] = [1, 7]

C0.4 = C0.5 = C0.6 = [6, 8]− [2, 4] = [2, 6]
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C0.7 = [7, 7]− [2, 4] = [3, 5]

C0.8 = C0.9 = C1 = [4].

Άρα

7−3 = 0.2/0+0.3/1+0.6/2+0.7/3+1/4+0.7/5+0.6/6+0.3/7+0.2/8+0/9+...

ή αλλιώς

7− 3 :

0.2 0.3 0.6 0.7 1 0.7 0.6 0.3 0.2 0 0

1.0 1

0.9 1

0.8 1

0.7 1 1 1

0.6 1 1 1 1 1

0.5 1 1 1 1 1

0.4 1 1 1 1 1

0.3 1 1 1 1 1 1 1

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Στο επόµενο σχήµα φαίνεται η αφαίρεση 8− 5 αν τα ασαφή σύνολα είναι συνεχή.

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

8−5 5 8

Σχήµα 13.Αφαίρεση ασαφών αριθµών, 8− 5
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Πολλαπλασιασµός

Όπως και στην αφαίρεση θα ορίσουµε τον πολλαπλασιασµό δύο ασαφών αριθµών

µέσω των α-τοµών.

Ορισµός 2.23 Πολλαπλασιασµός δύο ασαφών αριθµών A και B που περιγράφονται

µε a-τοµές είναι το ασαφές σύνολο C = A ·B που περιγράφεται από

Cα = Aα ·Bα = [α
(a)
1 , α

(a)
2 ] · [b

(a)
1 , b

(a)
2 ] =

= [α
(a)
1 · b

(a)
1 , α

(a)
2 · b

(a)
2 ],∀α ∈ [0, 1]

Αντίστοιχα ορίζεται και ο πολλαπλασιασµός µεταξύ ασαφούς αριθµού A και ενός

κανονικού αριθµού k ως εξής

C = k ·A := [k, k] · [α
(a)
1 , α

(a)
2 ] = [kα

(a)
1 , kα

(a)
2 ].

Σαν παράδειγµα και χωρίς παραπάνω εξηγήσεις φαίνεται πιο κάτω ο πολλαπλασιασµός

δύο συνεχών ασαφών αριθµών του 8 και του 2.

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
B A

C=AB

Σχήµα 14.Πολλαπλασιασµός ασαφών αριθµών

∆ιαίρεση
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Ορισµός 2.24 ∆ιαίρεση δύο ασαφών αριθµών A και B που περιγράφονται µε a-τοµές
είναι το ασαφές σύνολο C = A/B που περιγράφεται από

Cα = Aα/Bα = [α
(a)
1 , α

(a)
2 ]/[b

(a)
1 , b

(a)
2 ] =

=

[
α
(a)
1

b
(a)
2

,
α
(a)
2

b
(a)
1

]

,∀α ∈ [0, 1]

Υπόλοιπες πράξεις

Αντίστοιχα µέσω των a-τοµών ορίζονται και υπόλοιπες πράξεις µεταξύ ασαφών

αριθµών όπως η εύρεση µεγίστου ή ελαχίστου κλπ.

Συνεπαγωγές

Έστω οι προτάσεις p ="x ανήκει στο σύνολο A" και q ="y ανήκει στο σύνολο

B" όπου A και B είναι κλασσικά σύνολα. Η πρόταση "p συνεπάγεται q" που θα

συµβολίζεται R : p → q, ερµηνεύεται ως ¬(p ∧ ¬q) δηλαδή ότι δεν µπορεί να

αληθεύει το p και να µην αληθεύει το q. Η πλήρης ερµηνεία της συνεπαγωγής είναι

ότι ο βαθµός αλήθειας της p → q καθορίζει κατά πόσο το q αληθεύει τουλάχιστον

κατά τον ίδιο βαθµό όσο το p δηλαδή

R : p→ q αληθές⇔ τ(p) ≤ τ(q)

R : p→ q =

{
1, τ(p) ≤ τ(q)

0, τ(p) > τ(q)

όπου τ(p) = 0 ή 1, ο βαθµός αλήθειας της πρότασεις p. Έτσι σύµφωνα µε την

κλασσική λογική ο πίνακας αλήθειας της φυσικής συνεπαγωγής είναι ο ακόλουθος

p q p→ q

1 1 1

1 0 0

0 1 1

0 0 1

Μια επέκταση της φυσικής συνεπαγωγής R : p→ q χρησιµοποιώντας ασαφή σύνολα

A και B είναι η σχέση R µεταξύ των A και B

µR(x, y) =

{
1, µA(x) ≤ µB(y)

0, µA(x) < µB(y)
(2.9)

που ονοµάζεται αυστηρή συνεπαγωγή. Άλλη µια επέκταση της φυσικής συνεπαγωγής
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είναι η συνεπαγωγή Gödel όπου

µR(x, y) =

{
1, µA(x) ≤ µB(y)

µB(y), µA(x) < µB(y)
(2.10)

και η συνεπαγωγή Larsen όπου

µR(x, y) = µA(x)µB(y). (2.11)

Ο πιο διαδεδοµένος τελεστής συνεπαγωγής στα ασαφή σύνολα είναι αυτός του Mam-

dani που ορίζεται από την ακόλουθη σχέση

µR(x, y) = min{µA(x), µB(y)}. (2.12)

Ας θεωρήσουµε τώρα τα διακριτά ασαφή σύνολα A = 1/0 + 0.8/1 + 0.5/2 και B =

0.2/0+0.8/1. Τότε ο πίνακας αλήθειας της συνεπαγωγής R : p→ q χρησιµοποιώντας

τον τελεστή συνεπαγωγής του Mamdaniείναι ο ακόλουθος

R =

x\y 0 1

0 min{1, 0.2} min{1, 0.8}

1 min{0.8, 0.2} min{0.8, 0.8}

2 min{0.5, 0.2} min{0.5, 0.8}

ή µετά από απλές πράξεις

R =

x\y 0 1

0 0.2 0.8

1 0.2 0.8

2 0.2 0.5

Αντίστοιχα χρησιµοποιώντας τον τελεστή συνεπαγωγής του Larsenέχουµε

R =

x\y 0 1

0 0.2 0.8

1 0, 16 0.64

2 0.1 0.4

Έτσι βλέπουµε ότι µια ασαφή συνεπαγωγή είναι µια σχέση µεταξύ των συνόλων A και

B και ισχύουν όλες οι πράξεις και ιδιότητες σχέσεων που έχουµε πει στα προηγούµενα.

Προσεγγιστικός συλλογισµός

Στην συµπερασµατική συλλογιστική, δεδοµένων αληθών προτάσεων το συµπέρασµα

που βγαίνει δεν µπορεί να είναι ψευδές. Κλασσικό παράδειγµα συµπερασµατικής

συλλογιστικής είναι το ακόλουθο:



Προσεγγιστικός συλλογισµός 33

Πρόταση Όλοι οι άνθρωποι είναι θνητοί

Γεγονός Ο Σωκράτης είναι άνθρωπος

Συµπέρασµα Ο Σωκράτης είναι θνητός

Ο έλεγχος διαδικασιών ή συστηµάτων µε ασαφείς ελεγκτές προϋποθέτει την ύπαρξη

κάποιων λεκτικών κανόνων που περιγράφουν τις αντιδράσεις ενός ανθρώπου χειριστή.

Αυτοί οι κανόνες περιγράφονται από ένα σύνολο προτάσεων της µορφής "ΑΝ Α τότε

Β". Είναι προφανές ότι σε πολύπλοκες διαδικασίες δεν είναι γνωστοί όλοι οι κανόνες

εκ των προταίρων. Άρα ζητείτε ένας µηχανισµός που µπορεί να παίρνει αποφάσεις

µε ελλιπή στοιχεία, κάτι που η ασαφής λογική αποδεικνύεται ότι µπορεί να κάνει.

Ας δούµε το παραπάνω πρόβληµα πιο γενικά σε ασαφή πλαίσια.

Έστω x ∈ X και y ∈ Y δύο αριθµητικές µεταβλητές όπου x πίεση και y όγκος.

Έστω ότι ορίζουµε τα παρακάτω ασαφή σύνολα. A1 το ασαφές σύνολο που λεκτικά

περιγράφετε µε "υψηλή πίεση", A2 "χαµηλή πίεση", B1 "µεγάλος όγκος", B2 "µικρός

όγκος". Επίσης είναι γνωστή οι σχέσεις µεταξύ των ασαφών συνόλων δηλαδή

R1 : ΑΝ x είναι A1 ΤΟΤΕ y είναι B1

R2 : ΑΝ x είναι A2 ΤΟΤΕ y είναι B2

Το ζητούµενο είναι αν µας δίνεται ένα γεγονός ότι πχ x είναι A
′

όπου A
′

ένα

νέο ασαφές σύνολο, να συµπεράνουµε το ποσοστό συµµετοχής του αποτελέσµατος

ότι δηλαδή το y θα ανήκει κατά 0.3 σε ένα καινούριο ασαφές σύνολο B
′

. Θα

δούµε τρόπους για να υπολογίζουµε το νέο ασαφές σύνολο B
′

που αντιστοιχεί στο

συµπέρασµα.

Στον προσεγγιστικό συλλογισµό και την ασαφή λογική ο σηµαντικότερος κανόνας

συνεπαγωγής είναι ο Generalized Modus Ponens (GMP) για τον οποίο ισχύει

Πρόταση R : ΑΝ x είναι A ΤΟΤΕ y είναι B

Γεγονός x είναι A
′

Συµπέρασµα y είναι B
′

Στόχος είναι η εύρεση ενός συµπεράσµατος έχοντας σαν δεδοµένα τα αίτια. Το

συµπέρασµα B
′

προκύπτει από την σύνθεση του A
′

και του πίνακα αλήθειας της

συνεπαγωγής. Η σύνθεση όπως έχουµε ήδη πει µπορεί να οριστεί µε διάφορους

τελεστές. Αν χρησιµοποιούµε τον τελεστή σύνθεσης max−min του Mamdani (2.6),

έχουµε

B
′

= A
′

◦ (A→ B) (2.13)

όπου ◦ η sup −min ή αλλιώς max −min σύνθεση ενός ασαφούς συνόλου A µε
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µια σχέση R, την συνεπαγωγή (A→ B), δηλαδή η συνάρτηση συµµετοχής του νέου

ασαφούς συνόλου B
′

είναι

µB′ (y) = sup
x∈X

min {µA′ (x), R(x, y)} . (2.14)

Αν χρηµοποιήσουµε τον τελεστή συνεπαγωγής max− prod του Larsen (2.7)έχουµε

ότι

µB′ (y) = A
′

· (A→ B) = sup
x∈X

µA′ (x)R(x, y). (2.15)

ενώ µε τον τελεστή max−average (2.8) έχουµε

µB′ (y) = A
′

< + > (A→ B) = sup
x∈X

[
1

2
(µA′ (x) +R(x, y))

]
. (2.16)

Παράδειγµα 2.11 Έστω ο κανόνας R :"ΑΝ x είναι υψηλή πίεση ΤΟΤΕ y είναι

χαµηλός όγκος" όπου τα ασαφή σύνολα "υψηλή πίεση" και "χαµηλός όγκος" ορίζονται

αντίστοιχα από τα ασαφή σύνολα A = 0/0 + 0.3/2 + 0.6/4 + 0.9/6 + 1/8 και

B = 1/0 + 0.8/1 + 0.6/2 + 0.3/3 + 0/4. Αν χρησιµοποιήσουµε τον τελεστή

συνεπαγωγής του Mamdani έχουµε σύµφωνα µε την 2.12 ότι ο πίνακας αλήθειας της

συνεπαγωγής είναι

R = A→ B 0 1 2 3 4

0 0 ∧ 1 0 ∧ 0.8 0 ∧ 0.6 0 ∧ 0.3 0 ∧ 0

2 0.3 ∧ 1 0.3 ∧ 0.8 0.3 ∧ 0.6 0.3 ∧ 0.3 0.3 ∧ 0

4 0.6 ∧ 1 0.6 ∧ 0.8 0.6 ∧ 0.6 0.6 ∧ 0.3 0.6 ∧ 0

6 0.9 ∧ 1 0.9 ∧ 0.8 0.9 ∧ 0.6 0.9 ∧ 0.3 0.9 ∧ 0

8 1 ∧ 1 1 ∧ 0.8 1 ∧ 0.6 1 ∧ 0.3 1 ∧ 0

όπου 0 ∧ 1 = min{0, 1} δηλαδή

R = A→ B 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

2 0.3 0.3 0.3 0.3 0

4 0.6 0.6 0.6 0.3 0

6 0.9 0.8 0.6 0.3 0

8 1 0.8 0.6 0.3 0

Αν έχουµε σαν γεγονός ότι "x είναι πολύ υψηλή πίεση" όπου "υψηλή πίεση" το A
′

=
0/0 + 0.09/2 + 0.36/4 + 0.81/6 + 1/8, τότε το συµπέρασµα σύµφωνα µε την (2.13)
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είναι B
′

= A
′

◦R και η συνάρτηση συµµετοχής της παράγεται από την (2.14).

B
′

= (0/0 + 0.09/2 + 0.36/4 + 0.81/6 + 1/8) ◦

R 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

2 0.3 0.3 0.3 0.3 0

4 0.6 0.6 0.6 0.3 0

6 0.9 0.8 0.6 0.3 0

8 1 0.8 0.6 0.3 0

Σύµφωνα µε τον ορισµό της max−min σύνθεσης έχουµε:

B
′

= SUPX

R 0 1 2 3 4

0 0 ∧ 0 0 ∧ 0 0 ∧ 0 0 ∧ 0 0 ∧ 0

2 0.09 ∧ 0.3 0.09 ∧ 0.3 0.09 ∧ 0.3 0.09 ∧ 0.3 0.09 ∧ 0

4 0.36 ∧ 0.6 0.36 ∧ 0.6 0.36 ∧ 0.6 0.36 ∧ 0.3 0.36 ∧ 0

6 0.81 ∧ 0.9 0.81 ∧ 0.8 0.81 ∧ 0.6 0.81 ∧ 0.3 0.81 ∧ 0

8 1 ∧ 1 1 ∧ 0.8 1 ∧ 0.6 1 ∧ 0.3 1 ∧ 0

(2.17)
και άρα

B
′

= SUPX

R 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

2 0.09 0.09 0.09 0.09 0

4 0.36 0.36 0.36 0.3 0

6 0.81 0.8 0.6 0.3 0

8 1 0.8 0.6 0.3 0

Τέλος υπολογίζουµε το max σε κάθε στήλη του πίνακα και έχουµε ότι

B
′

= 0.81/0 + 0.8/1 + 0.6/2 + 0.3/3 + 0/4.

Αν αντί για τον τελεστή συνεπαγωγής του Mamdani χρησιµοποιούσαµε αυτόν του Larsen
τότε η σχέση (2.17) γίνεται

SUPX

R 0 1 2 3 4

0 0 · 0 0 · 0 0 · 0 0 · 0 0 · 0

2 0.09 · 0.3 0.09 · 0.3 0.09 · 0.3 0.09 · 0.3 0.09 · 0

4 0.36 · 0.6 0.36 · 0.6 0.36 · 0.6 0.36 · 0.3 0.36 · 0

6 0.81 · 0.9 0.81 · 0.8 0.81 · 0.6 0.81 · 0.3 0.81 · 0

8 1 · 1 1 · 0.8 1 · 0.6 1 · 0.3 1 · 0
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SUPX

R 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

2 0.027 0.027 0.027 0.027 0

4 0.216 0.216 0.216 0.108 0

6 0.729 0.648 0.486 0.243 0

8 1 0.8 0.6 0.3 0

B
′

= 0.729/0 + 0.648/1 + 0.486/2 + 0.243/3 + 0/4.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση όπου το γεγονός A
′

είναι ασαφές στοιχείο (sin-

gleton)όπως ορίστηκε στην σχέση (2.1).

Παράδειγµα 2.12 Συνεχίζοντας το προηγούµενο παράδειγµα, θεωρούµε ότι το γεγονός

είναι ένα ασαφές στοιχείο, δηλαδή

A
′

= 0/0 + 0/2 + 0/4 + 1/6 + 0/8.

Τότε ο βαθµός εκπλήρωσης του κανόνα είναι ο αριθµός α

α = max (µA(x) ∧ µA′ (x), για κάθε x ∈ X)

όταν έχω max−min σύνθεση. Άρα αν ∧ είναι ο τελεστής ελαχίστου, έχουµε ότι

µA(x) ∧ µA′ (x) = 0/0 + 0/2 + 0/4 + 0.9/6 + 0/8

και άρα

α = max(0, 0, 0, 0.9, 0) = 0.9.
Η παραπάνω διαδικασία φαίνεται εύκολα στο επόµενο σχήµα.
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Το B
′

τώρα παράγεται από το ελάχιστο µεταξύ των ποσοστών συµµετοχής κάθε στοιχείου

µε το α = 0.9
µB′ (y) =min {0.9, µB(x)}

και έτσι έχω
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δηλαδή

B
′

= 0.9/0 + 0.8/1 + 0.6/2 + 0.3/3 + 0/4.
Ακριβώς το ίδιο αποτέλεσµα θα είχαµε κάνοντας κανονικά την σύνθεση B

′

= A
′

◦R.

To "ψαλίδισµα" της συνάρτησης συµµετοχής εξαρτάται από το τελεστή συνεπαγωγής

Mamdaniπου διαλέξαµε.

Αν τώρα έχουµε παραπάνω από µία συνεπαγωγές R1, R2, ..., Rn τότε ο συνδιασµός

αυτών των σχέσεων γίνεται µε "OR" συνήθως χρησιµοποιώντας τον τελεστή max. Αν

έχουµε παραπάνω από ένα αίτιο δηλαδή αν έχω τον κανόνα R :"ΑΝ x1 είναι υψηλή

πίεση ΚΑΙ x2 είναι χαµηλή θερµοκρασία ΤΟΤΕ y είναι χαµηλός όγκος" όπου τα x1, x2
ανήκουν στα ασαφή σύνολα A1 και A2 αντίστοιχα και y στο B, τότε υπολογίζω πρώτα

το A = A1 ∩A1 και µετά συνεχίζω όπως και παραπάνω.

Ασαφείς ελεγκτές

Ας θυµηθούµε έναν ορισµό ενός συστήµατος αυτοµάτου ελέγχου. Ένα τέτοιο σύστηµα

αντιστοιχεί στην διασύνδεση διαφόρων στοιχείων που συνθέτουν µια συγκεκριµένη

διάταξη που µας παρέχει µια γνωστή εκ των προτέρων επιθυµητή απόκριση. Επειδή

συνήθως η επιθυµητή απόκριση είναι διαφορετική από την πραγµατική απόκριση,

παράγεται ένα σήµα ελέγχου το οποίο αντιστοιχεί στο σφάλµα που εµφανίζεται

ανάµεσα στις δύο αποκρίσεις. Η χρήση του σήµατος αυτού για τον έλεγχο µιας

συγκεκριµένης διεργασίας, έχει ως αποτέλεσµα την δηµιουργία µιας ακολουθίας

λειτουργιών µέσα σε ένα κλειστό βρόγχο που καλείται γενικά σύστηµα ελέγχου µε

ανάδραση ή αλλιώς σύστηµα ελέγχου κλειστού βρόγχου (Σχήµα 15).
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Σχήµα 15.Σύστηµα ελέγχου µε ανάδραση.

Ένα σύστηµα ανοιχτού βρόγχου λειτουργεί χωρίς ανάδραση και παράγει απευθείας

το αντίστοιχο σήµα εξόδου ως απόκριση του συστήµατος σε συγκεκριµένο σήµα

εισόδου. Αντίθετα σε ένα σύστηµα κλειστού βρόγχου (µε ανάδραση) λαµβάνεται

συνεχώς µια µέτρηση του σήµατος εξόδου το οποίο και συγκρίνεται µε την επιθυµητή

έξοδο του συστήµατος (σήµα εισόδου) έτσι ώστε να παράγεται ένα σήµα διαφοράς

που εφαρµόζεται στην διαδικασία. Ένα κλασσικό παράδειγµα αυτοµάτου ελέγχου

είναι το ανάστροφο εκκρεµές. Έστω ένα καρότσι µε ένα ανάστροφο εκκρεµές όπως

στο παρακάτω σχήµα

 

θ 

F 
M 

m,I 

x 

Σχήµα 16.Ανάστροφο εκκρεµές.

Το σύστηµα έχει µια είσοδο, την οριζόντια δύναµη που εφαρµόζεται πάνω στο καρότσι
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και τέσσερις εξόδους, την θέση του καροτσιού, την γωνία που σχηµατίζει η ράβδος

µε την κατακόρυφο και τις παραγώγους των, δηλαδή την ταχύτητα του καροτσιού και

την γωνιακή ταχύτητα της ράβδου. Ο στόχος του ελέγχου είναι να σταµατήσει όσο

το δυνατόν πιο γρήγορα το καρότσι σε µια επιθυµητή θέση, έχοντας την ράβδο σε

ισορροπία στην κατακόρυφο. Το παραπάνω µπορεί να γίνει µε την ακόλουθη διάταξη

ανάδρασης.

Target Position

Mux

Fuzzy Logic
Controller

Cart & Pole
Dynamics

Σχήµα 17.Ανάστροφο εκκρεµές µε ανάδραση

Παρατηρούµε ότι η είσοδος στο κλειστό σύστηµα είναι ένα σήµα που εκφράζει

την επιθυµητή θέση του καροτσιού, ο (ασαφής) ελεγκτής παίρνει σαν εισόδους την

ταχύτητα του καροτσιού, την γωνία και την ταχύτητα της ράβδου και την απόσταση

που έχει το καρότσι από την επιθυµητή σχέση. Η έξοδος του ελεγκτή είναι η δύναµη

που πρέπει να εφαρµοστεί στο καρότσι και αποτελεί την είσοδο στο σύστηµα του

ανάστροφου εκκρεµούς.

Τα βασικά στοιχεία ενός ασαφούς ελεγκτή είναι τα ακόλουθα:
• Βάση γνώσης. Σε αυτήν είναι αποθηκευµένοι οι κανόνες ελέγχου για το έλεγχο
της διαδικασίας.

• Ασαφή σύνολα. Έχοντας ορίσει τα ασαφή σύνολα είναι δυνατή η µετάφραση των
λεκτικών κανόνων της βάσης γνώσης σε µαθηµατικούς κανόνες.

• Ασαφοποιητής. Αναλαµβάνει την µετατροπή των πραγµατικών τιµών των µεταβλητών
εισόδου του ελεγκτή σε ασαφή σύνολα.

• Μηχανισµός συµπερασµού. Εκεί παράγονται µέσω συνεπαγωγών τα ασαφή σύνολα
των συµπερασµάτων.

• Αποασαφοποιητής. Τα ασαφή σύνολα των συµπερασµάτων µετατρέπονται σε
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πραγµατικούς αριθµούς έτσι ώστε να είναι δυνατή η µετάδοση της δράσης ελέγχου

στην διαδικασία.

Ασαφοποίηση εισόδων

Όπως είδαµε και στο προηγούµενο παράδειγµα µε το ανάστροφο εκκρεµές, οι είσοδοι

σε έναν ασαφή ελεγκτή είναι σήµατα άρα σαφείς µεταβλητές, γι αυτό και απαιτείται

σαν πρώτο βήµα η ασαφοποίησή των. Έστω ένας ελεγκτής µε δύο εισόδους

x1(t), ..., xn(t) και µία έξοδο y(t). Θεωρούµε ότι στην χρονική στιγµή t0 έρχονται

σαν είσοδος πραγµατικές τιµές x1, ..., xn. Ο στόχος είναι να παράγουµε µε βάση

αυτούς τους αριθµούς ασαφή σύνολα A
′

1, ..., A
′

n. Ένας τρόπος να παραχθούν οι

ασαφοποιηµένες είσοδοι είναι να ορίσουµε τα A
′

i σαν ασαφή σηµεία (2.1) µε την

ακόλουθη συνάρτηση συµµετοχής

µA′i
(xi(t)) =

{
1 , xi(t) = xi

0 xi(t) 
= xi

Ένας δεύτερος τρόπος ασαφοποίησης είναι το να λάβουµε υπόψιν µας την αβεβαιότητα

στα σήµατα εισόδου θεωρώντας ότι έχουµε σαν είσοδο έναν ασαφή αριθµό.

Μηχανισµός συµπερασµού

Έστω n το πλήθος κανόνες που αντιστοιχούν στον ελεγκτή της µορφής "ΑΝ x1 ΕΙΝΑΙ

Ai1 ΚΑΙ x2 ΕΙΝΑΙ A
i
2 ΤΟΤΕ y ΕΙΝΑΙ Bi". Μεταξύ των κανόνων υποννοείται

το συνδετικό "επίσης" που ερµηνεύεται σαν διάζευξη (OR). Οι κανόνες αυτοί

αντιστοιχούν σε ασαφείς συνεπαγωγές Ri.

Ο µηχανισµός συµπερασµού για να οριστεί πλήρως χρειάζεται να οριστεί ο τελεστής

συνεπαγωγής, ο τελεστής σύνθεσης που χρησιµοποιείται, το συνδετικό µεταξύ των n

κανόνων, και ο τελεστής "ΚΑΙ" που ενώνει τις προϋποθέσεις των κανόνων.

Τελεστής "ΚΑΙ" Τελεστής "OR" Τελεστής συνεπαγωγής Τελεστής σύνθεσης

Mamdani (max) (2.4) Mamdani (min) (2.2) Αυστηρή (2.9) Mamdani (max−min) (2.14)

probor (2.5) Larsen (prod) (2.3) Gödel (2.10) Larsen (max− prod) (2.15)

Larsen (prod) (2.11) max− average (2.16)

Mamdani (min) (2.12)

Ο στόχος είναι να παραχθεί ένα ασαφές σύνολο σαν απόφαση του ελεγκτή µε την

βοήθεια τεχνικών που αναπτύχθηκαν στο εδάφιο 6.
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Αποασαφοποίηση εξόδων

Για να προκύψει τελικά µια σαφής ενέργεια ελέγχου πρέπει στο ασαφές σύνολο C να

εφαρµοστεί µια από τις παρακάτω τεχνικές αποασαφοποίησης.
• Κέντρου βάρους (Center of area - Centroid). Η έξοδος υπολογίζεται από τον

τύπο

z =

∑
yiµC(yi)∑
µC(yi)

στην διακριτή και

z =

∫
yµC(y)∫
µC(y)

στην συνεχή περίπτωση. Πιο κάτω ακολουθεί ένα παράδειγµα αποασαφοποίησης
του ασαφούς συνόλου mf1 µε την εντολή defuzz.

x = -10:0.1:10;
mf1 = trapmf(x,[-10 -8 -2 2]);
mf2 = trapmf(x,[-5 -3 2 4]);
mf3 = trapmf(x,[2 3 8 9]);
mf1 = max(0.5*mf2,max(0.9*mf1,0.1*mf3));
plot(x,mf1,'LineWidth',3);
set(gca,'YLim',[-1 1],'YTick',[0 .5 1])
x1 = defuzz(x,mf1,'centroid')
h1 = line([x1 x1],[-0.2 1.2],'Color','k');
t1 = text(x1,-0.2,' centroid','FontWeight','bold');

• Αποασαφοποίηση µικρότερου των µεγίστων (Smallest of maxima - SOM).
Είναι το µικρότερο σε απόλυτη τιµή από τα yi που έχουν την µέγιστη τιµή
συµµετοχής στο C.

x4 = defuzz(x,mf1,'som')
h4 = line([x4 x4],[-0.8 1.2],'Color','k');
t4 = text(x4,-0.8,' SOM','FontWeight','bold');

• Αποασαφοποίηση µεγαλύτερου των µεγίστων (Largest of maxima - LOM) .
Είναι το µεγαλύτερο σε απόλυτη τιµή από τα yi που έχουν την µέγιστη τιµή
συµµετοχής στο C.

x5 = defuzz(x,mf1,'lom')
h5 = line([x5 x5],[-0.6 1.2],'Color','k');
t5 = text(x5,-0.6,' LOM','FontWeight','bold');

• Αποασαφοποίηση µέσου των µεγίστων (Middle of maxima - MOM) . Είναι ο
µέσος όρος όλων των στοιχείων yi i = 1, ..., N που παίρνουν την µέγιστη τιµή

στο C.

z =
1

N

N∑

i=1

yi
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x3 = defuzz(x,mf1,'mom')
h3 = line([x3 x3],[-0.7 1.2],'Color','k');
t3 = text(x3,-0.7,' MOM','FontWeight','bold');
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Σχήµα 18.Αποασαφοποίηση

Γνωστοί µηχανισµοί ασαφών ελεγκτών

Στην βιβλιογραφία υπάρχουν µερικοί γνωστοί µηχανισµοί ασαφών ελεγκτών µερικοί

από τους οποίους συµπεριλαµβάνονται σε αυτά που έχουµε πει µέχρι στιγµής. Για

απλότητα υποθέτουµε ότι έχουµε δύο κανόνες της µορφής:
• R1 : ΑΝ x είναι A1 ΚΑΙ y είναι B1 ΤΟΤΕ z είναι C1

• R2 : ΑΝ x είναι A2 ΚΑΙ y είναι B2 ΤΟΤΕ z είναι C2

Επίσης θεωρούµε ότι έχουµε σαν εισόδους στον ελεγκτή x = x0 και y = y0. Oστόχος

είναι να βρεθεί η αριθµητική έξοδος z.

Mamdani

Ασαφοποίηση ασαφές σηµείο

Τελεστής "ΚΑΙ" min

Τελεστής "OR" max

Τελεστής συνεπαγωγής Mamdami (min)

Τελεστής σύνθεσης max−min

Αποασαφοποίηση Οτιδήποτε
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Μια και έχω σαν είσοδο αριθµητικές τιµές οι οποίες µετά την ασαφοποίηση γίνονται

ασαφή σηµεία µπορώ να χρησιµοποιήσω τον τρόπο υπολογισµού της εξόδου µε

τα επίπεδα ενεργοποίησης. Μια και έχουµε τελεστή "ΚΑΙ" το min, τα επίπεδα

ενεργοποίησης των κανόνων υπολογίζονται ως εξής:

α1 = µA1(x0) ∧ µB1(y0)

α1 = µA2(x0) ∧ µB2(y0).

Οι έξοδος του κάθε κανόνα κανόνα είναι

µC′

1
(z) = α1 ∧ µC1(z)

µC′

2
(z) = α2 ∧ µC2(z).

Τότε η συνολική έξοδος του ελεγκτή θα είναι

µC′ (z) = µC′

1
(z) ∨ µC′

2
(z)

Η παραπάνω διαδικασία φαίνεται στο επόµενο γράφηµα
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Σχήµα 19.Ελεγκτής Mamdani

το οποίο πράγεται από τον ακόλουθο κώδικα
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x0=5.5;y0=2

x=0:0.1:10;A1=trimf(x,[0,3,6]);A2=trimf(x,[4,7,10])

y=-10:0.1:10;B1=trapmf(y,[-10,-6,0,4]);B2=trapmf(y, [-

4,0,6,10]);

z=0:0.1:100;C1=trapmf(z,[0,20,40,60]);C2=trapmf(z,[ 40,60,80,100]);

energ1=min(A1(find(x==x0)),B1(find(y==y0)))

energ2=min(A2(find(x==x0)),B2(find(y==y0)))

C1dot=min(energ1,C1);C2dot=min(energ2,C2);

Cdot=max(C1dot,C2dot);

subplot(3,3,1);plot(x,A1)

subplot(3,3,2);plot(y,B1)

subplot(3,3,3);plot(z,C1,z,C1dot)

subplot(3,3,4);plot(x,A2)

subplot(3,3,5);plot(y,B2)

subplot(3,3,6);plot(z,C2,z,C2dot)

subplot(3,3,6);plot(z,C2,z,C2dot)

subplot(3,3,9);area(z,Cdot);axis([0,100,0,1])

Αν τώρα αλλάξουµε τα δύο ασαφή σύνολα C1 και C2 από τραπέζια σε Gaussέχουµε

το ακόλουθο γράφηµα:
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58.3 81.770

Σχήµα 20.Ελεγκτής Mamdani

Η αποασαφοποίηση γίνεται εύκολα µέσω της εντολής out1 = de-

fuzz(z,Cdot,'type') όπου type ένας από τους τρόπους αποασαφοποίησης

που έχουµε δεί. Έτσι σαν τελική έξοδο έχουµε:

Αποασαφοποίηση MATLAB type Έξοδος

Κέντρου βάρους centroid z0 = 56.18

Μικρότερου των µεγίστων som z0 = 58.3

Μεγαλύτερου των µεγίστων lom z0 = 81.7

Μέσου των µεγίστων mom z0 = 70



Ασαφείς ελεγκτές 47

Larsen

Ασαφοποίηση ασαφές σηµείο

Τελεστής "ΚΑΙ" min

Τελεστής "OR" max

Τελεστής συνεπαγωγής Larsen (γινόµενο)

Τελεστής σύνθεσης max−min

Αποασαφοποίηση Οτιδήποτε

Μια και έχω σαν είσοδο αριθµητικές τιµές οι οποίες µετά την ασαφοποίηση γίνονται

ασαφή σηµεία µπορώ να χρησιµοποιήσω τον τρόπο υπολογισµού της εξόδου µε

τα επίπεδα ενεργοποίησης. Μια και έχουµε τελεστή "ΚΑΙ" το min, τα επίπεδα

ενεργοποίησης των κανόνων υπολογίζονται ως εξής:

α1 = µA1(x0) ∧ µB1(y0)

α1 = µA2(x0) ∧ µB2(y0).

Οι έξοδος του κάθε κανόνα κανόνα είναι

µC′

1
(z) = α1 · µC1(z)

µC′

2
(z) = α2 · µC2(z).

Τότε η συνολική έξοδος του ελεγκτή θα είναι

µC′ (z) = µC′

1
(z) ∨ µC′

2
(z)

Η παραπάνω διαδικασία φαίνεται στο επόµενο γράφηµα
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70

Σχήµα 21.Ελεγκτής Larsen

Το µόνο που αλλάζει στον κώδικα που δώσαµε στην περίπτωση του ελεγκτή Mamdani

είναι η σειρά που υπολογίζει τα C
′

1 και C
′

2 η οποία και γίνεται

C1dot=energ1*C1;C2dot=energ2*C2;
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Η έξοδος του ελεγκτή θα είναι

Αποασαφοποίηση MATLAB type Έξοδος

Κέντρου βάρους centroid z0 = 57.8

Μικρότερου των µεγίστων som z0 = 70

Μεγαλύτερου των µεγίστων lom z0 = 70

Μέσου των µεγίστων mom z0 = 70

Tsukamoto

Ο ελεγκτής του Tsukamotoθεωρεί σαν προϋπόθεση ότι όλα τα ασαφή σύνολα έχουν

µονοτονικές συναρτήσεις συµµετοχής, δηλαδή να είναι είτε αύξουσες είτε φθίνουσες.

Τα επίπεδα ενεργοποίησης των κανόνων υπολογίζονται όπως και πριν

α1 = µA1(x0) ∧ µB1(y0)

α1 = µA2(x0) ∧ µB2(y0).

Σε αυτή τη µέθοδο ελέγχου κάθε κανόνας παράγει µια αριθµητική έξοδο zi η οποία

υπολογίζεται από τις εξισώσεις

µC1(z1) = α1

µC1(z2) = α2.
(2.18)

Από τις (2.18)βλέπουµε ότι τα zi είναι οι τιµές που έχουν ποσοστό συµµετοχής στα

ασαφή σύνολα Ci της εξόδου ίσο µε αi.
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Σχήµα 22.Ελεγκτής Tsukamoto

Η τελική έξοδος υπολογίζεται από

z0 =
α1z1 + α2z2
α1 + α2

.

Στο παραπάνω παράδειγµα θα είναι z0 =
0.05·37.7+0.14·50.8

0.05+0.14 = 47.353.
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x0=5.5;y0=2;

x=0:0.1:10;A1=gaussmf(x, [2.3 0]);A2=gaussmf(x, [2.3 10 ])

y=-10:0.1:10;B1=trapmf(y, [-15 -11 -6 3]);B2=trapmf(y, [ -3 6

11 19]);

z=0:0.1:100;C1=gaussmf(z, [26 100]);C2=gaussmf(z, [26 0 ]);

energ1=min(A1(find(x==x0)),B1(find(y==y0)))

energ2=min(A2(find(x==x0)),B2(find(y==y0)))

z1=z(find(C1 <energ1+0.001 C1 >energ1-0.001,1))

z2=z(find(C2 <energ2+0.001 C2 >energ2-0.001,1))

subplot(2,3,1);plot(x,A1)

subplot(2,3,2);plot(y,B1)

subplot(2,3,3);plot(z,C1)

subplot(2,3,4);plot(x,A2)

subplot(2,3,5);plot(y,B2)

subplot(2,3,6);plot(z,C2)

Απλοποιηµένος Sugeno-Takagi

Στην περίπτωση του απλοποιηµένου Sugeno-Takagiη έξοδος του κάθε κανόνα είναι

όχι ασαφές σύνολο αλλά πραγµατικός αριθµός, δηλαδή C1, C2 ∈ R. Τα επίπεδα

ενεργοποίησης υπολογίζονται όπως και πριν δηλαδή

α1 = µA1(x0) ∧ µB1(y0)

α1 = µA2(x0) ∧ µB2(y0).

Η συνολική έξοδος δίνεται από τον ακόλουθο τύπο

z0 =
α1C1 + α2C2
α1 + α2

ή γενικότερα αν έχω n το πλήθος κανόνες έχω

z0 =

n∑

i=1

αiCi

n∑

i=1

αi

.
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Σχήµα 23.Απλοποιηµένος Sugeno-Takagiελεγκτής

Πραγµατικά προβλήµατα ελέγχου

Ασαφής έλεγχος ανάστροφου εκκρεµούς

Ας αρχίσουµε την µελέτη του ανάστροφου εκκρεµούς όπως παρουσιάστηκε πιο πάνω.
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Ένα µαθηµατικό µοντέλο του εκκρεµούς είναι το ακόλουθο
{

ÿ(t) = mg sin θ(t) cos θ(t)−mLθ2(t) sin θ(t)−f(t)
m cos2 θ(t)−(M+m)

θ̈(t) = −(M+m)g sin θ(t)+mLθ2(t) sin θ(t) cos θ(t)+f cos θ(t)
mL cos2 θ(t)−(M+m)L

όπου L το µήκος της ράβδου, M η µάζα του καροτσιού, m η µάζα της ράβδου, g η

επιτάχυνση της βαρύτητας, f(t) η οριζόντια δύναµη που εφαρµόζεται στο καρότσι,

θ(t) η γωνία του εκκρεµούς και y(t) η θέση του βαγονιού. Θέτουµε

L = 1

m = 0.1

M = 1

και

g = 9.8.

Το παραπάνω µοντέλο αν εισαχθεί στο SIMULINK έχει την ακόλουθη µορφή

Σχήµα 24.

Σαν είσοδο στο σύστηµα θεωρούµε την δύναµη που εφαρµόζεται στο καρότσι και

εξόδους διαλέγουµε τις θ(t), θ̇(t) και y(t), ẏ(t). Ο στόχος είναι να βάζουµε εµείς µια

νέα είσοδο r(t) στο σύστηµα που να δείχνει την επιθυµητή θέση του ανάστροφου

εκκρεµούς και το καρότσι να σταµατάει σε αυτή τη θέση όσο το δυνατόν πιο γρήγορα

κρατόντας σε ισορροπία την ράβδο. Κάτι τέτοιο µπορεί να γίνει εφαρµόζοντας

ανάδραση της µορφής
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Σχήµα 25.Ανάστροφο εκκρεµές µε ανάδραση

και ένα ασαφή ελεγκτή που έχει σαν εισόδους τις θ(t), θ̇(t), y(t)−r(t), ẏ(t) και σαν

έφοδο την δύναµη f(t). Θα προχωρήσουµε στον σχεδιασµό του ασαφούς ελεγκτή.

Το πρώτο πράγµα που πρέπει να αποφασίσουµε είναι τα διαστήµατα στα οποία

παίρνουν τιµές οι µεταβλητές µας. Από την σχεδίαση του συστήµατος µας δίνεται

ότι

θ(t) ∈ [−0.3, 0.3]

θ̇(t) ∈ [−1, 1]

y(t)− r(t) ∈ [−3, 3]

ẏ(t) ∈ [−3, 3]

f(t) ∈ [−30, 30].

Με την εντολή fuzzy του MATLAB ανοίγουµε τον FIS Editor που µας επιτρέπει

να σχεδιάσουµε έναν ασαφή ελεγκτή. Προσθέτουµε τέσσερις εισόδους και µια έξοδο,

µέθοδο συµπερασµού αυτή του Mamdani,αποσαφοποιητή κέντρου βάρους (Defuzzi-

fication -> centroid)και ονοµάζουµε κατάλληλα τις µεταβλητές µας.
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Έπειτα κάνοντας διπλό κλικ πάνω σε µια µεταβλητή ανοίγει ο Membership function

editor. Προσθέτουµε σε κάθε µεταβλητή εισόδου τα κατάλληλα ασαφή σύνολα, πχ

"ΑΡΝΗΤΙΚΟ", "ΜΗ∆ΕΝ" και "ΘΕΤΙΚΟ" διαλέγοντας τις αντίστοιχες συναρτήσεις

συµµετοχής. Πιο κάτω φαίνονται οι συναρτήσεις συµµετοχής της γωνικής ταχύτητας

όπως σχεδιάστηκαν στο MATLAB.

Όσον αφορά την έξοδο, δοκιµάζουµε να ορίσουµε πέντε ασαφή σύνολα, τα "ΠΟΛΥ

ΑΡΝΗΤΙΚΟ", "ΑΡΝΗΤΙΚΟ", "ΜΗ∆ΕΝ", "ΘΕΤΙΚΟ", "ΠΟΛΥ ΘΕΤΙΚΟ". Αφού

οριστούν όλα τα σύνολα επόµενο βήµα, είναι ο ορισµός των λεκτικών κανόνων µε

βάση τους οποίους θα λειτουργεί ο ελεγκτής. Ας δοκιµάσουµε αρχικά να σχεδιάσουµε

έναν ελεγκτή που λαµβάνει υπόψιν του µόνο την γωνία της ράβδου και την θέση του
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καροτσιού. Οι κανόνες που θα εφαρµοστούν είναι της µορφής
• ΑΝ ΓΩΝΙΑ ΘΕΤΙΚΗ ΚΑΙ ΓΩΝΙΑΚΗ ΤΑΧΥΤΗΤΑΘΕΤΙΚΗ ΚΑΙ ΘΕΣΗ ΑΡΝΗΤΙΚΗ

ΚΑΙ ΤΑΧΥΤΗΤΑ ΑΡΝΗΤΙΚΗ ΤΟΤΕ ∆ΥΝΑΜΗ ΠΟΛΥ ΘΕΤΙΚΗ

Όλοι οι κανόνες της παραπάνω µορφής που µπορούν να οριστούν είναι 34 = 81.

Βλέπουµε ότι το πρόβληµα είναι αρκετά πολύπλοκο. Αφού σχεδιάσουµε πλήρως

τον ελεγκτή, τον κάνουµε εξαγωγή στο MATLAB από το File- >Export- >To

Workspace µε ένα όνοµα, έστω contr. Έπειτα δηλώνουµε στο SIMULINK κάνοντας

διπλό κλικ πάνω στο Fuzzy Logic Controller with Ruleviewer ότι ο

ελεγκτής είναι ο "contr". Ένας ολοκληρωµένος τέτοιος ελεγκτής υπάρχει σαν demo

στο MATLAB τρέχοντας την εντολή slcp .

Έλεγχος στάθµης υγρών

Έστω µια δεξαµενή µε δύο σωλήνες, ένας που παρέχει υγρό στην δεξαµενή και την

παροχή του οποίου µπορούµε να την ελέγξουµε µε µια βαλβίδα αποτελεί εξωτερική

είσοδο στο σύστηµα και ο άλλος που αδειάζει την µε σταθερό ρυθµό δεξαµενή.

Ο στόχος είναι να καταφέρουµε ανοιγοκλείνοντας την βαλβίδα να κρατήσουµε την

στάθµη του υγρού σε επιθυµητά επίπεδα.
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Try the demo
"sltank2"

0.5

tank max
inflow

WATER
TANK

tank 2
error

-1

const

change
scope

change

Switch

Sum1

VALVE

Subsystem

Signal
Generator

Scope4

Scope2

Scope1

animtank

S-Function

PID

PID 
Control ler

Mux

Mux2

Mux

Mux1

Fuzzy Control ler 
with Ruleviewer

du/dt

Derivative

1

Constant

Σχήµα 26.

Το σύστηµα αυτό υπάρχει έτοιµο στο MATLAB και τρέχει µε την εντολή

sltankrule . Ο ασαφής ελεγκτής έχει σαν εισόδους την στάθµη του νερού και

τον ρυθµό µεταβολής της και σαν έξοδο τον ρυθµό µε τον οποίο η βαλβίδα ανοίγει ή

κλείνει.

Η στάθµη παίρνει τιµές στο [−1, 1] ενώ ο ρυθµός µεταβολής της στο [−0.1, 0.1], ενώ

η έξοδος στο [−1, 1]. ∆οκιµάζουµε αρχικά µε τους τρεις επόµενους κανόνες
• If (level is okay) then (valve is nochange) (1)

• If (level is low) then (valve is openfast) (1)

• If (level is high) then (valve is closefast) (1)

Παρατηρούµε ότι η στάθµη του υγρού κάνει ταλαντώσεις γύρω από την επιθυµητή

στάθµη. Στο επόµενο σχήµα οι τετραγωνικοί παλµοί είναι η επιθυµητή στάθµη του

υγρού ενώ οι σκούρα καµπύλη είναι η πραγµατική στάθµη του υγρού
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Προσθέτοντας και τους επόµενους δύο κανόνες

• If (level is good) and (rate is negative), then (valve is closeslow) (1)

• If (level is good) and (rate is positive), then (valve is openslow) (1)

έχουµε το γράφηµα

Παρατηρούµε ότι τώρα οι αντιδράσεις του ελεγκτή είναι σαφέστατα καλύτερες. Το

παρακάτω γράφηµα απεικονίζει την δράση ελέγχου σε σχέση µε τις δύο µεταβλητές

εισόδου.
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Ο µηχανισµός συµπερασµού που επιλέγεται είναι αυτός του Mamdani, όπου

όπως είπαµε και πριν ο βαθµός εκπλήρωσης του κάθε κανόνα είναι το ελάχιστο

αi = µAi1(x1) ∧ µAi2(x2) και το ασαφές σύνολο που παράγεται σαν έξοδος είναι

το µC(y) = (α1 ∧ µB1(y)) ∨ (α2 ∧ µB2(y)) ∨ ... (α5 ∧ µB5(y)) . ∆ιαλέγοντας

αποασαφοποιητή κέντρου βάρους παράγεται η δράση ελέγχου.

Το αντίστοιχο σχήµα µε µηχανισµό συµπερασµού Larsenείναι το ακόλουθο.
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Ανάλυση κανόνων

Η σχεδίαση ενός ασαφούς ελεγκτή εντοπίζεται κυρίως στην εύρεση κατάλληλων

κανόνων, έτσι ώστε το κλειστό σύστηµα να ικανοποιεί κάποιες δεδοµένες

προϋποθέσεις. ∆υστυχώς στην θεωρία των ασαφών ελεγκτών δεν υπάρχουν

συγκεκριµένες διαδικασίες έτσι ώστε να σχεδιαστεί ένας τέτοιος ελεγκτής, σε

αντίθεση µε την γραµµική θεωρία αυτοµάτου ελέγχου όπου υπάρχουν τεχνικές όπως ο

γεωµετρικός τόπος ριζών, τα διαγράµµατα Nyquistκλπ. Το πρόβληµα είναι ότι η σχέση

εισόδου εξόδου του ελεγκτή είναι µη γραµµική και πολύ δύσκολη να περιγραφθεί

µαθηµατικά.

Παρόλα αυτά δηµιουργήθηκαν κάποια testµε σκοπό να δείχνουν αν µια βάση κανόνων

πληρεί κάποια βασικά κριτήρια, όπως αν είναι πλήρης κλπ. Τα βασικά κριτήρια για

την ανάλυση των κανόνων είναι τα ακόλουθα.
• Πληρότητα - Είναι αρκετοί οι κανόνες που δηµιουργήθηκαν;

• Συνέπεια - Μήπως οι κανόνες αλληλοσυγκρούονται;

• Πλεονασµός - Μήπως υπάρχουν στη βάση κανόνων κάποιοι περιττοί κανόνες;

• Αλληλεπίδραση - Υπάρχουν κάποιοι κανόνες που αλληλεπιδρουν µεταξύ τους;

Τα παραπάνω κριτήρια φαίνονται απολύτως λογικά. Στις επόµενες σελίδες θα
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προσπαθήσουµε να τα ορίσουµε µαθηµατικά. Θα επικεντρωθούµε σε διακριτους

ασαφείς ελεγκτές, αξίζει όµως να σηµειωθεί ότι τα κριτήρια γενικεύονται και σε

συνεχείς ελεγκτές.

Πληρότητα

Σε µια πλήρης βάση κανόνων οποιαδήποτε τιµή εισόδου παράγει κάποιο µη µηδενικό

ασαφές σύνολο σαν έξοδο. Μια βάση κανόνων είναι µη πλήρης αν υπάρχει κάποιος

συνδιασµός τιµών των εισόδων ο οποίος παράγει πριν της αποασαφοποίησης µηδενικό

ασαφές σύνολο, δηλαδή ένα ασαφές σύνολο όπου όλα τα στοιχεία του έχουν συµετοχή

0. Κάτι τέτοιο µπορεί να συµβεί αν
• Ένας ή περισσότεροι κανόνες λείπουν.

• Οι ασαφείς συναρτήσεις συµετοχής που ορίζονται στα ίδια σύνολα δεν επικαλύπτονται.

Ενώ η δεύτερη περίπτωση είναι εύκολο να ελεγθεί, η πρώτη είναι αρκετά δύσκολη,

ειδικά αν η βάση κανόνων είναι µεγάλη και πολύπλοκη.

Έστω ότι η βάση κανόνων είναι µη πλήρης και σαν αποασαφοποιητής έχει επιλεχθεί ο

αποασαφοποιητής κέντρου βάρους. Τότε για συγκεκριµένους συνδιασµούς εισόδων το

αποτέλεσµα θα είναι ένα µηδενικό ασαφές σύνολο B
′

. Ο αποασαφοποιητής κέντρου

βάρους για ένα ασαφές σύνολο θα έχει παρονοµαστή το άθροισµα των συµµετοχών

του B
′

δηλαδή το 0, και κατά συνέπεια το πρόγραµµα θα βγάλει λάθος "διαίρεση µε

το 0".

Ορισµός 2.25 (Κριτήριο πληρότητας) Για κάθε συνδιασµό εισόδων πρέπει να

υπάρχει τουλάχιστον ένας κανόνας µε τιµή ενεργοποίησης a > ε όπου ε ∈ (0, 1).

Το ε επιλέγεται κάθε φορά ανάλογα µε την εφαρµογή.

Ας ορίσουµε τώρα το σύνολο I των εισόδων στον ασαφή ελεγκτή. Άν ο ελεγκτής

έχει n των αριθµό εισόδου τότε το I είναι το καρτεσιανό γινόµενο όλων των εισόδων,

δηλαδή όλοι οι συνδιασµοί των εισόδων που παράγουν έναν n−διάστατο πίνακα.

Παράδειγµα 2.13 Έστω ο ακόλουθος κανόνας

R1 :ΑΝ e ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ ΚΑΙ ce ΘΕΤΙΚΟΣ ΤΟΤΕ u ΜΗ∆ΕΝΙΚΟΣ

όπου το ασαφές σύνολο "αρνητικός" είναι το A = 1/− 100 + 0.95/− 50 + 0.05/0 +
0/50 + 0/100, το "θετικός" το B = 0/− 100 + 0/− 50 + 0.05/0 + 0.95/50 + 1/100
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και το "µηδενικός" το C = 0/ − 100 + 0.61/ − 50 + 1/0 + 0.61/50 + 0/100. Να

ελεγθεί η βάση κανόνων ως προς την πληρότητά της.

Ο χώρος των εισόδων δίνεται από όλους τους συνδιασµούς µε τελεστή ∧ των εισόδων

e και ce. Σε µορφή πίνακα όπου οι στήλες αντιστοιχούν στο e και οι γραµµές στο ce
είναι ο ακόλουθος

I1 =

0 0 0.05 0.95 1

0 0 0.05 0.95 0.95

0 0 0.05 0.05 0.05

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

Για να είναι η βάση κανόνων πλήρης πρέπει όλα τα στοιχεία του πίνακα I1 να είναι

µεγαλύτερα του ε, κάτι που προφανώς σε αυτή την περίπτωση δεν συµβαίνει.

Αν στο παραπάνω παράδειγµα υπήρχαν n το πλήθος κανόνες τότε θα είχαµε n το

πλήθος πίνακες I1, ..., In. Το επόµενο βήµα θα ήταν να υπολογίσουµε το (∨Ii) και

να ελέγξουµε ότι τα στοιχεία του πίνακα που προκύπτει είναι όλα µεγαλύτερα του ε.

Συνέπεια

Αν το ασαφές σύνολο που προκύπτει πριν την αποασαφοποίηση έχει πολλές κορυφές

τότε η βάση κανόνων είναι ασυνεπής. Αυτό σηµαίνει ότι οι κανόνες δείχνουν

σε διαφορετικές "πλευρές" του σήµατος εξόδου ταυτόχρονα. Τέτοιες αντιφάσεις

συµβαίνουν στον έλεγχο γιατί µερικές φορές οι περιορισµοί στην σχεδίαση είναι

οι ίδιοι αντιφατικοί. Ένα θετικό σηµείο του ασαφούς ελέγχου είναι ότι µπορεί να

αντιµετωπίσει επιτυχώς τέτοιες καταστάσεις, αλλά γενικά είναι επιθυµητό αν υπάρχει

τέτοια ασυνέπεια στους κανόνες είναι καλό να ανακαλύπτεται.

∆ύο κανόνες θα λέµε ότι είναι σε αντίφαση αν οι αριστερές τους πλευρές µοιάζουν

και ταυτόχρονα οι δεξιές τους πλευρές διαφέρουν. Ή ισοδύναµα δυο κανόνες είναι

συνεπείς µεταξύ τους αν µια µικρή διαφορά ανάµεσα στα δεξιά µέρη των κανόνων

υποδηλώνει µικρή διαφορά µεταξύ των αριστερών τους πλευρών. Ένα µέτρο για την

συνέπεια δύο κανόνων Ri και Rj είναι το ακόλουθο

mij = (Ii similarto similarto similarto similartoIj) AND NOT(Ui

∆ύο κανόνες είναι ασυνεπείς µεταξύ τους αν το mij είναι σχεικά µεγάλο. Ένα απλό

µέτρο οµοιότητας είναι το

1−

∑
|µA(xi)− µB(xi)|

n
.



Ανάλυση κανόνων 63

Παράδειγµα 2.14 Έστω η ακόλουθη βάση κανόνων

R1 : ΑΝ e ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ ΤΟΤΕ u ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ

R2 : ΑΝ e ΜΗ∆ΕΝΙΚΟΣ ΤΟΤΕ u ΜΗ∆ΕΝΙΚΟΣ

R3 : ΑΝ e ΠΟΛΥ ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ ΤΟΤΕ u ΘΕΤΙΚΟΣ

όπου τα ασαφή σύνολα έχουν οριστεί στο προηγούµενο παράδειγµα. Να ελεγθεί αν η

βάση κανόνων είναι συνεπής.

Προφανώς περιµένουµε ο πρώτος µε τον τρίτο κανόνα να έρχονται σε αντίφαση. Ας

υπολογίσουµε πρώτα το ασαφές σύνολο "ΠΟΛΥ ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ" το οποίο θα είναι το

D = 1/− 100 + 0.9025/− 50 + 0.0025/0 + 0/50 + 0/100.

Ας αρχίσουµε πρώτα µε τους κανόνες R1 και R2. Υπολογίζουµε το κατά πόσο τα

αριστερά µέρη των κανόνων µοιάζουν, δηλαδή αν το ασαφές σύνολο A "ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ"
µοιάζει µε το C "ΜΗ∆ΕΝΙΚΟΣ". Έχω

A similartoC =

= 1− (|1−0|+|0.95−0.61|+|0.05−1|+|0−0.61|+|0−0|)
5 = 0.42

(2.19)

Ακριβώς το ίδιο κάνουµε και για τα δεξιά µέρη, που σε αυτή την περίπτωση είναι πάλι

τα ίδια. Άρα έχω

m12 = 0.42 AND NOT(0.42) = 0.42 ∧ 0.42 = 0.42 ∧ 0.58 = 0.42.

Αν επαναλάβουµε την ίδια ακριβώς διαδικασία για όλους τους συνδιασµούς των κανόνων

προκύπτει ο ακόλουθος πίνακας.

0 0.42 0.78

0.42 0 0.42

0.78 0.42 0

Παρατηρούµε ότι η διαγώνιος είναι 0 µια και κανένας κανόνας δεν είναι ασυνεπής µε

τον εαυτό του. Επίσης ο πίνακας είναι συµµετρικός ως προς την διαγώνιό του καθώς

mij = mji. Όντως παρατηρούµε ότι οι κανόνες 1 και 3 είναι σε αντίφαση καθώς

m13 = m31 = 0.78. Παρατηρούµε ότι και ο 2ος κανόνας είναι κατά 0.42 ασυνεπής µε

τον τρίτο κάτι που όµως δεν θεωρείται ανησυχητικό.

Το κατά πόσο πετυχηµένο είναι ένα µέτρο της ασυνέπειας µεταξύ δύο κανόνων

εξαρτάται από τον τελεστή οµοιότητας δύο ασαφών συνόλων που χρησιµοποιούµε

(similarto).2.19.

Πλεονασµός

Ένας κανόνας θα λέµε ότι είναι πλεονάζων αν η πληροφορία που περιέχει

συµπεριλαµβάνεται στους άλλους κανόνες της βάσης. Π.χ. πλεονασµός στη βάση των

κανόνων υπάρχει αν βάλεις τον ίδιο κανόνα δύο φορές, ή αν τα ασαφή σύνολα ενός

κανόνα, είναι υποσύνολα των ασαφών συνόλων ενός άλλου κανόνα. Γενικά θέλουµε
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να µην υπάρχει πλεονασµός, πρώτα για λόγους οικονοµίας µνήµης και υπολογιστικής

ισχύς όσο και για λόγους συνοχής.

Αν Ri είναι οι πίνακες αλήθειας των κανόνων τότε ο i κανόνας είναι πλεονάζων αν και

µόνο αν όλα τα στοιχεία του Ri είναι µικρότερα από αυτά του πίνακα που προκύπτει

από την ένωση των πινάκων αλήθειας όλων των υπόλοιπων κανόνων.

Παράδειγµα 2.15 Έστω οι ακόλουθοι κανόνες

R1 : ΑΝ e ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ ΤΟΤΕ u ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ

R2 : ΑΝ e ΜΗ∆ΕΝΙΚΟΣ ΤΟΤΕ u ΜΗ∆ΕΝΙΚΟΣ

R3 : ΑΝ e ΠΟΛΥ ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ ΤΟΤΕ u ΠΟΛΥ ΑΡΝΗΤΙΚΟΣ

Να ελεγχθεί αν ο τρίτος κανόνας είναι πλεονάζων.

Με πρώτη µατιά φαίνεται ότι όντως ο τρίτος κανόνας περιέχεται στο πρώτο.
Υπολογίζουµε τους πίνακες αλήθειας των κανόνων µε τελεστή αλήθειας τον min

R1 =

1 0.95 0.05 0 0

0.95 0.95 0.05 0 0

0.05 0.05 0.05 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

R2 =

0 0 0 0 0

0 0.61 0.61 0.61 0

0 0.61 1 0.61 0

0 0.61 0.61 0.61 0

0 0 0 0 0
και

R3 =

1 0.9025 0.0025 0 0

0.9025 0.9025 0.0025 0 0

0.0025 0.0025 0.0025 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

∆ηµιουργούµε τον πίνακα αλήθειας της βάσης κανόνων χωρίς των κανόνα R3 µε τον

τελεστή OR (max) δηλαδή τον

R1 ∨R2 =

1 0.95 0.05 0 0

0.95 0.95 0.61 0.61 0

0.05 0.61 1 0.61 0

0 0.61 0.61 0.61 0

0 0 0 0 0

Παρατηρούµε ότι κάθε στοιχείο του R3 είναι µικρότερο ή ίσο από τα αντίστοιχα του
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R1 ∨R2 και άρα συµπεραίνουµε ότι ο τρίτος κανόνας είναι πλεονάζων (άχρηστος).

Για να ελέγξουµε για το αν υπάρχει κάποιος κανόνας στη βάση ο οποίος είναι

πλεονάζων θα πρέπει να κάνουµε την παραπάνω διαδικασία για όλους τους

συνδιασµούς των κανόνων.

Αλληλεπίδραση

Η ουσία της αλληλεπίδρασης είναι όταν ο βαθµός ενεργοποίησης ενός κανόνα

είναι 1 αλλά το ασαφές σύνολο που προκύπτει είναι διαφορετικό από αυτό της

εξόδου του κανόνα εξαιτίας της επίδρασης των άλλων κανόνων στο αποτέλεσµα. Η

αλληλεπίδραση όπως αυτή ορίστηκε πιο πάνω, συµβαίνει εξαιτίας της επικάλυψης των

ασαφών συνόλων στην αριστερή πλευρά των κανόνων. Αν όλα τα ασαφή σύνολα είναι

ξένα µεταξύ τους τότε δεν υπάρχει καθόλου αλληλεπίδραση µεταξύ των κανόνων.
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Νευρωνικά δίκτυα

Η µελέτη υπολογιστικών συστηµάτων που βασίζονται σε πρότυπα του ανθρώπινου

εγκεφάλου έκανε τα πρώτα της βήµατα το 1943από τουςMcCullochκαι Pittsοι οποίοι

σχεδίασαν το πρώτο νευρωνικό δίκτυο. Η πολυπλοκότητα του ανθρώπινου εγκεφάλου

είναι τέτοια έτσι ώστε απαγορεύει την πλήρη κατανόησή του. Ακόµα και η κατανόηση

της λειτουργίας ενός νευρώνα του ανθρώπινου εγκεφάλου είναι φοβερά πολύπλοκη.

Ο ανθρώπινος εγκέφαλος αποτελείται από 1010 νευρώνες, µε κάθε νευρώνα να έχει

αρκετές χιλιάδες συνδέσεις. Βασικά χαρακτηριστικά του ανθρώπινου εγκεφάλου είναι

η αναγνώριση προτύπων (pattern recognition),ο συνειρµός, η πολυπλοκότητα και η

ανεκτικότητα στο θόρυβο.

axon

cell body

synapse

nucleus

dendrites

axon

cell body

synapse

nucleus

dendrites

Σχήµα 27.Νευρώνας

Ένας νευρώνας ενεργοποιείται όταν το σήµα εισόδου του γίνεται µεγαλύτερο από

µία τιµή. Οι συνάψεις (συνδέσεις νευρώνων) µπορεί να είναι είτε διεγερτικές είτε

ανασταλτικές. Ο νευρώνας έχει ένα κυτταρικό σώµα, µια δενδρική δοµή εισόδων

τους δενδρίτες και δενδρική δοµή εξόδων τους άξονες. Οι άξονες συνδέονται µε

δενδρίτες άλλων νευρώνων µέσω των συνάψεων. Τα ηλεκτροχηµικά σήµατα εισόδων

διαδίδονται από τους δενδρίτες στο κυτταρικό σώµα και έπειτα µέσω των αξόνων
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σε άλλους νευρώνες. Αντίστοιχες δοµές ακολουθούνται και στα τεχνητά νευρωνικά

δίκτυα.

Σχήµα 28.Βιολογικός και τεχνητός νευρώνας

Εκπαίδευση

Έστω ένας νευρώνας µε n εισόδους x1, ..., xn όπου κάθε σύναψη έχει και ένα

(συναπτικό) βάρος w1, ..., wn. Η είσοδος x0 είναι πάντα 1 και το αντίστοιχο

συναπτικό βάρος w0 είναι το επίπεδο ενεργοποίησης του νευρώνα ή αλλιώς το επίπεδο

κατωφλίου (threshold).Με O συµβολίζουµε την έξοδο του νευρώνα. Συνήθως για

ευκολία στο συµβολισµό µε w συµβολίζουµε το διάνυσµα
[
w1 ... wn

]
και µε x

το
[
x1 ... xn

]
. Ένας πολύ συνηθισµένος τρόπος υπολογισµού της εξόδου είναι η

γραµµική συνάρτηση κατωφλίου

O(w, x) =





1,

n∑

i=0
wixi > 0

0, αλλιώς

Επίσης υπάρχει και η συνάρτηση προσήµου όπου

O(w, x) =





1,

n∑

i=0
wixi ≥ 0

−1, αλλιώς
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Σχήµα 29.Perceptron

Παρατηρούµε ότι ο νευρώνας ενεργοποιείται θετικά αν
n∑

i=1
wixi > −w0 για αυτό

και το w0 = θ ονοµάζεται επίπεδο ενεργοποίησης. Αν θ = 0 τότε η είσοδος x0

παραλείπεται.

Το πρόβληµα εκπαίδευσης ενός νευρώνα είναι να βρεθούν κατάλληλα συναπτικά βάρη

έτσι ώστε για συγκεκριµένες εισόδους το νευρωνικό δίκτυο να παράγει συγκεκριµένες

επιθυµητές εξόδους.

Παράδειγµα 3.1 Έστω το ακόλουθο σύνολο εισόδων εξόδων

x1 x2 y

1. 1 1 1

2. 1 0 0

3. 0 1 0

4. 0 0 0

και ένας νευρώνας µε δύο εισόδους και µια έξοδο η οποία υπολογίζεται µέσω της

γραµµικής συνάρτησης κατωφλίου. Αναζητούµε τα βάρη w1, w2, και το επίπεδο

ενεργοποίησης w0 = θ. Πράγµατι για το πρώτο ζεύγος εισόδων εξόδων έχουµε

O(w,
[
1 1
]
) = 1⇔ w0 +w1 + w2 > 0.

Αντίστοιχα για τα επόµενα τρία ζευγάρια έχουµε

O(w,
[
1 0
]
) = 0⇔ w0 +w1 ≤ 0

O(w,
[
0 1
]
) = 0⇔ w0 +w2 ≤ 0

O(w,
[
0 0
]
) = 0⇔ w0 ≤ 0
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Συναληθεύοντας τις παρακάτω ανισώσεις µπορούµε να διαλέξουµε µια λύση πχ την

w1 = w2 =
1

2
θ = w0 = −0.6

Και όντως µε αυτές τις τιµές ο νευρώνας παράγει τις επιθυµητές εξόδους. Έτσι τελειώνει

επιτυχώς η διαδικασία της εκπαίδευσης.
Ο παραπάνω νευρώνας προφανώς παράγει να εξόδους και για άλλες εισόδους, πχ για

x1 = 0.4 και x2 = −1 η έξοδός του είναι O = 0 γιατί 120.4+
1
2(−1)−0.6 = −0.9 ≤ 0.

Με το προηγούµενο παράδειγµα καταφέραµε να εκπαιδεύσουµε ένα νευρώνα έτσι

ώστε να παράγει την επιθυµητή έξοδο για συγκεκριµένες εισόδους. Η παραπάνω δοµή

νευρώνα µπορεί να λύσει προβλήµατα που είναι γραµµικώς διαχωρίσιµα, δηλαδή

όταν υπάρχει ευθεία γραµµη τέτοια ώστε να διαχωρίζει τις εισόδους που παράγουν

έξοδο 1 από αυτές που παράγουν έξοδο 0.

+

+
+

+ -

-

-

-
x1

x2

+

+
+

+ -

-

-

-
x1

x2

Παράδειγµα 3.2 Έστω το ακόλουθο σύνολο εισόδων εξόδων

x1 x2 y

1. 1 1 0

2. 1 0 1

3. 0 1 1

4. 0 0 1

ένας νευρώνας µε δύο εισόδους και µια έξοδο η οποία υπολογίζεται µέσω της γραµµικής

συνάρτησης κατωφλίου. Τα παραπάνω ζευγάρια είναι πρακτικά η έξοδος της συνάρτησης

XOR. Αν προσπαθήσουµε να εκπαιδεύσουµε τον νευρώνα καταλήγουµε στις εξής

ανισώσεις

w0 +w1 +w2 ≤ 0

w0 +w1 > 0

w0 +w2 > 0

w0 ≤ 0
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οι οποίες δεν έχουν λύση. Αυτό συµβαίνει γιατί το πρόβληµα δεν είναι γραµµικώς

διαχωρίσιµο.
 

 X2 

 

X1 

Εκτός από ένα νευρώνα υπάρχουν και πολυεπίπεδα νευρωνικά δίκτυα Perceptron.

Σχήµα 30.

Ας συνεχίσουµε µε κάποιους ορισµούς.

Ορισµός 3.1 Μια εποχή εκπαίδευσης ονοµάζεται η διαδικασία εισαγωγής όλων των

ζευγαριών εισόδων εξόδων στο νευρωνικό δίκτυο µία φορά.

Στο παράδειγµα µια εποχή αντιστοιχούσε στην εισαγωγή των τεσσάρων ζευγαριών

εισόδων εξόδων.



72 Κεφάλαιο 3 Νευρωνικός έλεγχος

Θα δούµε τώρα τον αλγόριθµο εκπαίδευσης νευρώνα Perceptron. Έστω K ζευγάρια

εκπαίδευσης (xi, yi) όπου xi =
[
xi1 ... xin

]
και yi =

[
xi1 ... xim

]
για i =

1, ...,K.

Βήµα 1. Επιλέγουµε η > 0.

Βήµα 2.Ορίζουµε τα βάρη w =
[
w1 ... wn

]
σε κάποιες αυθαίρετες µικρές συνήθως

τιµές. Θέτουµε E = 0 και ένα µετρητή k = 1.

Βήµα 3. Το k-οστό ζεύγος εισόδων εξόδων εισάγεται στο νευρωνικό δίκτυο. Θέτουµε για
ευκολία στους συµβολισµούς x = xk και y = yk. Υπολογίζω την έξοδο O(w, x)
µε βάση την συνάρτηση εξόδου.

Βήµα 4. Ενηµερώνουµε τις τιµές των συναπτικών βαρών µε βάση τον ακόλουθο τύπο
w = w + η(yi −Oi)x, i = 1, ...,m

Βήµα 5. Το σφάλµα ενηµερώνεται µε βάση τον τύπο

E = E +
1

2
‖y −O‖2

Βήµα 6.Αν k < K τότε θέτω k = k + 1 και συνεχίζω από το βήµα 3.

Βήµα 7.Μια εποχή ολοκληρώθηκε. Αν E = 0 τότε η εκπαίδευση ολοκληρώθηκε. Αλλιώς
θέτω E = 0, k = 1 και συνεχίζω ξανά στο βήµα 3.

Προφανώς αν το πρόβληµα είναι γραµµικώς διαχωρίσιµο ο παραπάνω αλγόριθµος

τελειώνει σε πεπερασµένο αριθµό εποχών.

Παράδειγµα 3.3 Έστω το ακόλουθο σύνολο εισόδων εξόδων

x1 =
[
1 0 1

]
, y1 = −1

x2 =
[
0 −1 −1

]
, y1 = 1

x3 =
[
−1 −0.5 −1

]
, y1 = 1

ένας νευρώνας µε τρεις εισόδους χωρίς επίπεδο ενεργοποίησης (x0 = 0) και µια έξοδο

η οποία υπολογίζεται µέσω της συνάρτησης προσήµου.

Βήµα 1. Επιλέγουµε η = 0.1.

Βήµα 2. Ορίζω αυθαίρετα w1 = 1, w2 = −1, w3 = 0, w =
[
1 −1 0

]
και k = 1.

Εποχή 1.

Πρώτος κύκλος.

Βήµα 3. Εισάγω το πρώτο ζευγάρι εισόδων εξόδων. x = x1 =
[
1 0 1

]
, y = y1 = −1.
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Η έξοδος του νευρώνα είναι

O = sign(w1x1 +w2x2 +w3x3) =

= sign(1 · 1− 1 · 0 + 0 · 1) = sign(1) = 1

Βήµα 4. Ενηµερώνουµε τις τιµές των συναπτικών βαρών

w = w + η(y −O)x =
[
1 −1 0

]
+ 0.1(−1− 1)

[
1 0 1

]
=

=
[
0.8 −1 −0.2

]

Βήµα 5. Ενηµερώνουµε το σφάλµα

E = E +
1

2
‖−1− 1‖2 = 0+ 2 = 2

Βήµα 6. k < 3 και άρα συνεχίζω ξανά στο βήµα 3 του αλγορίθµου θέτοντας k = k+1 = 2.

∆εύτερος κύκλος.

Βήµα 3. x = x2 =
[
0 −1 −1

]
, y = y2 = 1.

O = sign(w1x1 +w2x2 +w3x3) = wxT =

= sign





[
0.8 −1 −0.2

]




0

−1

−1









 = sign(1.2) = 1.

Βήµα 4.

w =
[
0.8 −1 −0.2

]
+ 0.1(1− 1)

[
0 −1 −1

]
=
[
0.8 −1 −0.2

]

Παρατηρούµε ότι σε αυτό το βήµα τα βάρη δεν άλλαξαν µια και ο νευρώνας είχε

σαν έξοδο την επιθυµητή έξοδο.

Βήµα 5. E = 2 + 1
2 ‖1− 1‖

2 = 2

Βήµα 6. k < 3 και άρα συνεχίζω ξανά στο βήµα 3 του αλγορίθµου θέτοντας k = k+1 = 3.

Τρίτος κύκλος.

Βήµα 3. x = x3 =
[
−1 −0.5 −1

]
, y = y1 = 1

O = sign





[
0.8 −1 −0.2

]




−1

−0.5

−1









 = sign(−0.1) = −1.

Βήµα 4. w =
[
0.8 −1 −0.2

]
+0.1(1−(−1))

[
−1 −0.5 −1

]
=
[
0.6 −1.1 −0.4

]
.

Βήµα 5. E = 2 + 1
2 ‖1− (−1)‖

2
= 2+ 2 = 4
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Βήµα 6. k = 3 = K και άρα συνεχίζω στο βήµα 7.

Βήµα 7. E = 4 
= 0. Άρα θέτω E = 0, k = 1 και συνεχίζω ξανά στο βήµα 3.

Εποχή 2.

Πρώτος κύκλος.

Βήµα 3. x = x1 =
[
1 0 1

]
, y = y1 = −1.

O = sign





[
0.6 −1.1 −0.4

]




1

0

1









 sign(0.2) = 1.

Βήµα 4. w =
[
0.6 −1.1 −0.4

]
+ 0.1(−1− 1)

[
1 0 1

]
=
[
0.4 −1.1 −0.6

]

Βήµα 5. E = 0 + 1
2 ‖−1− 1‖

2 = 2.

Βήµα 6. k < 3 και άρα συνεχίζω ξανά στο βήµα 3 του αλγορίθµου θέτοντας k = k+1 = 2.

∆εύτερος κύκλος.

Βήµα 3. x = x2 =
[
0 −1 −1

]
, y = y2 = 1.

O = sign





[
0.4 −1.1 −0.6

]




0

−1

−1









 = sign(1.7) = 1.

Βήµα 4. Τα βάρη δεν χρειάζονται διόρθωση µια και O = y.

Βήµα 5. E = 2 + 0 = 2.

Βήµα 6. k < 3 και άρα συνεχίζω ξανά στο βήµα 3 του αλγορίθµου θέτοντας k = k+1 = 3.

Τρίτος κύκλος.

Βήµα 3. x = x3 =
[
−1 −0.5 −1

]
, y = y1 = 1.

O = sign





[
0.4 −1.1 −0.6

]




−1

−0.5

−1









 = sign(0.75) = 1.

Βήµα 4. Τα βάρη δεν χρειάζονται διόρθωση µια και O = y.

Βήµα 5. E = 2 + 0 = 2.

Βήµα 6. k = 3 = K και άρα συνεχίζω στο βήµα 7.

Βήµα 7. E = 2 
= 0. Άρα θέτω E = 0, k = 1 και συνεχίζω ξανά στο βήµα 3.
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Εποχή 3. Συνεχίζοντας στην τρίτη εποχή παρατηρώ ότι το νευρωνικό παράγει σωστά αποτελέσµατα

για όλα τα ζευγάρια εισόδων εξόδων, άρα έχω E = 0 και έτσι τελειώνει η εκπαίδευση

του νευρώνα.

Έτσι ο νευρώνας έχει συναπτικά βάρη
[
w1 w2 w3

]
=
[
0.4 −1.1 −0.6

]
. Ας

δούµε τώρα τι έξοδο παράγει ο συγκεκριµένος νευρώνας που εκπαιδεύσαµε για άλλες

εισόδους εκτός του συνολου εκπαίδευσης. ∆ιαλέγουµε πχ το x =
[
−1 −1.1 1

]
. Τότε

η έξοδος του νευρώνα είναι

O = sign





[
0.4 −1.1 −0.6

]




−1

−1.1

1









 = sign(0.21) = 1.
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