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Περίγραμμα Διάλεξης

• Κύριες τάσεις, ελαστική παραμόρφωση

• Κάμψη, διάτμηση και στρέψη δοκών

• Κριτήρια αστοχίας σε στατική αντοχή
• Μέγιστη Διατμητική Τάση
• Θεωρία Έργου Παραμόρφωσης
• Μέγιστη Ορθή Τάση
• Coulomb-Mohr

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 2

1

2



2

Ανάλυση Τάσεων Παραμορφώσεων

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 3

Εντατική Κατάσταση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 4

Πως μπορούμε να βρούμε την διατομή που θα αστοχήσει? Ονομάζεται 
επικίνδυνη διατομή και συνήθως
• Βρίσκεται σε γεωμετρικές μεταβολές, πχ αλλαγή διαμέτρου άξονα
• Είναι μία διατομή που δέχεται το μεγαλύτερο φορτίο
• Παρουσιάζει αύξηση των τάσεων πχ εγκοπή, σφήνα κτλ.

Οι ορθές τάσεις 𝜎௫, 𝜎௬, 𝜎௭ και οι διατμητικές 𝜏௫௬ =  𝜏௬௫, 𝜏௫௭ =  𝜏௭௫, 𝜏௬௭ =  𝜏௭௬
περιγράφουν την εντατική κατάσταση των σωμάτων.
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Κύριες τάσεις – 2D

• 𝜎௭ = 𝜏௫௭ =  𝜏௬௭ = 0

• Εάν κάνουμε μία τομή στη διατομή υπό 
τυχαία γωνία φ

𝜎 =
ఙೣାఙ೤

ଶ
+

ఙೣିఙ೤

ଶ
cos 2𝜑 + 𝜏௫௬ sin 2𝜑

τ = −
ఙೣିఙ೤

ଶ
sin 2𝜑 + 𝜏௫௬ cos 2𝜑

• Μέγιστες ορθές τάσεις (κύριες τάσεις)
• 𝜏 = 0

• 𝜎ଵ, 𝜎ଶ =
ఙೣାఙ೤

ଶ
±

ఙೣିఙ೤

ଶ

ଶ
+ 𝜏௫௬

ଶ
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Μέγιστες διατμητικές τάσεις

• Αντίστοιχα μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις προηγούμενες σχέσεις 
για να βρούμε τις μέγιστες διατμητικές τάσεις

𝜎 =
ఙೣାఙ೤

ଶ
+

ఙೣିఙ೤

ଶ
cos 2𝜑 + 𝜏௫௬ sin 2𝜑

τ = −
ఙೣିఙ೤

ଶ
sin 2𝜑 + 𝜏௫௬ cos 2𝜑

• Μέγιστες διατμητικές τάσεις

• 𝜎 =
ఙೣାఙ೤

ଶ

• 𝜏ଵ, 𝜏ଶ = ±
ఙೣିఙ೤

ଶ

ଶ
+ 𝜏௫௬

ଶ
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Κύκλος του Mohr

• Σημειώνουμε το σημείο Α (𝜎௫, 𝜏௫௬) και το σημείο Β (𝜎௬, 𝜏௫௬) και σχεδιάζουμε κύκλο με 
διάμετρο ΑΒ

• Οι μέγιστες ορθές δίνονται από τις τομές με τον άξονα σ, και οι μέγιστες διατμητικές
τάσεις από το μέγιστο και το ελάχιστο του κύκλου

• Έτσι, προκύπτει ο κύκλος του Mohr
• Οι κύριες τάσεις και οι μέγιστες διατμητικές χρησιμοποιούνται στα κριτήρια αστοχίας

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 7

Ωρολογιακές 
διατμητικές
στα (+)

Νόμος του Hooke

• Περιοχή ελαστικής παραμόρφωσης

𝜎 = 𝛦𝜀, 𝜏 = 𝐺𝛾

όπου 

-Ε,G το μέτρο ελαστικότητας και διάτμησης

-ε=δ/l η αξονική παραμόρφωση και γ η γωνιακή.

• Σχέση Ε και G

𝛦 = 2𝐺(1 + 𝑣)

Όπου 𝑣 ο λόγος Poisson.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 8
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Διαγράμματα N,V,M

• Προσδιορισμός Αξονικών, Διατμητικών και Καμπτικών Ροπών σε 
Στοιχεία Μηχανών υπό φόρτιση

• Συμπληρώνονται από το διάγραμμα στρεπτικών ροπών.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 9

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: Η δοκός στηρίζεται με τις αντιδράσεις R1 και R2 ενώ 
δέχεται τα φορτία P1 και P2. Υπολογίστε και σχεδιάστε τα διαγράμματα 
διατμητικής δύναμης (Q) και στρεπτικών ροπών.
P1=250 N, P2=450 N, a=0.15m, b=0.35m,l=0.65m

Διαγράμματα N,V,M

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 10

1. Ισορροπία για τις αντιδράσεις R1, R2.

𝑃ଵ + 𝑃ଶ − 𝑅ଵ − 𝑅ଶ = 0 κατά y

𝑃ଵ𝑎 + 𝑃ଶ𝑏 − 𝑅ଶ𝑙 = 0 ροπές ως προς Ο

𝑅ଵ = 400 Ν, 𝑅ଶ = 300 Ν

2. Εφαρμόζουμε τομές από αριστερά.

• 0 ≤ 𝑥 < 𝑎

𝑉(𝑥) = 𝑅ଵ = 400 𝑁

𝑀(𝑥) = 𝑅ଵ ∗ 𝑥 = 400𝑥 𝑁𝑚 με 𝑀 𝑎 = 60 𝑁𝑚
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Διαγράμματα N,V,M

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 11

• 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏

V 𝑥 = 𝑅ଵ − 𝑃ଵ = 150 𝑁

𝑀 𝑥 = 𝑅ଵ ∗ 𝑥 − 𝑃ଵ ∗ 𝑥 − 𝑎
𝑀 𝑥 = 400𝑥 − 250(𝑥 − 𝑎)
𝑀 𝑥 = 150𝑥 + 37.5 𝑁𝑚

με 𝑀 𝑏 = 90 𝑁𝑚

• 𝑏 ≤ 𝑥 < 𝑙
𝑉 𝑥 = 𝑅ଵ − 𝑃ଵ − 𝑃ଶ

= 400 − 250 − 450 = −300 𝑁

𝑀 𝑥 = 𝑅ଵ ∗ 𝑥 − 𝑃ଵ ∗ 𝑥 − 𝑎 − 𝑃ଶ ∗ 𝑥 − 𝑏
𝑀 𝑥 = 400𝑥 − 250(𝑥 − 𝑎) − 450(𝑥 − 𝑏)
𝑀 𝑥 = −300𝑥 + 195 𝑁𝑚

με 𝑀 𝑙 = 0 𝑁𝑚

Διαγράμματα N,V,M

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 12

• Τα διαγράμματα Ν, 𝑉, 𝑀௕(καμπτικές), 𝑀௧(στρεπτικές) είναι το πρώτο βήμα 
για τον προσδιορισμό της αντοχής

• Από αυτά υπολογίζουμε εσωτερικές τάσεις στα Στοιχεία Μηχανών και 
εφαρμόζουμε κριτήρια αστοχίας
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Ιδιόμορφες συναρτήσεις για N,V,M

• Γενίκευση-αυτοματοποίηση της μεθόδου 
εύρεσης των N,Q,M

Ιδιόμορφη συνάρτηση    𝑓௡ 𝑥 = 𝑥 − 𝑎 ௡

ΚΑΝΟΝΕΣ
1. 𝑛 > 0 και 𝑥 − 𝑎 > 0 τότε 𝑓௡ = 𝑥 − 𝑎 ௡

2. 𝑛 > 0 και 𝑥 − 𝑎 < 0 τότε 𝑓௡ = 0

3. 𝑛 < 0 τότε 𝑓௡ = ቊ
1, 𝑥 = 𝑎
0, 𝑥 ≠ 𝑎

4. 𝑛 = 0 τότε 𝑓௡ = ቊ
1, 𝑥 ≥ 𝑎
0, 𝑥 < 𝑎

5. 𝑛 ≥ 0 τότε ∫ 𝑥 − 𝑎 ௡௫

ିஶ
𝑑𝑥 =

௫ି௔ ೙శభ

௡ାଵ

6. 𝑛 < 0 τότε ∫ 𝑥 − 𝑎 ௡௫

ିஶ
𝑑𝑥 = 𝑥 − 𝑎 ௡ାଵ

7. 𝑛 ≥ 1 τότε ୢ

ୢ୶
𝑥 − 𝑎 ௡ = 𝑛 𝑥 − 𝑎 ௡ିଵ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 13

Παράδειγμα με Ιδιόμορφες

• Δεν εφαρμόζουμε τομές οπότε ελαχιστοποιούμε 
το κίνδυνο λάθους, όλα γίνονται σε ένα βήμα.

• Έχω 4 συγκεντρωμένες δυνάμεις.

• Υπολογίζω το q(x)

𝑞 𝑥 = 𝑅ଵ 𝑥 − 0 ିଵ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ିଵ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ିଵ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ିଵ

• Ολοκληρώνω για να βρω τις διατμητικές δυνάμεις Q(x)=V(x)

𝑉 𝑥 = ∫ 𝑅ଵ 𝑥 − 0 ିଵ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ିଵ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ିଵ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ିଵ 𝑑𝑥
௫

ିஶ

𝑉 𝑥 = 𝑅ଵ 𝑥 ଴ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ଴ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ଴ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ଴

• Ολοκληρώνω ξανά για να βρω τις καμπτικές ροπές

𝑀 𝑥 = ∫ 𝑉(𝑥)𝑑𝑥
௫

ିஶ
= ∫ 𝑅ଵ 𝑥 ଴ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ଴ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ଴ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ଴ 𝑑𝑥

௫

ିஶ

𝑀 𝑥 = 𝑅ଵ 𝑥 ଵ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ଵ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ଵ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ଵ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 14
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Παράδειγμα με Ιδιόμορφες

𝑉 𝑥 = 𝑅ଵ 𝑥 ଴ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ଴ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ଴ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ଴

𝑀 𝑥 = 𝑅ଵ 𝑥 ଵ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ଵ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ଵ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ଵ
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Καμπτικές τάσεις δοκού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 16

𝜎 = −
𝑀𝑦

𝐼

𝜎௠௔௫ =
𝑀𝑐

𝐼

Ουδέτερος άξονας

Ροπές αδράνειας επιφανειών, Ι
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Συνδυασμός Κάμψης-Διάτμησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 17

• Συνήθως έχουμε συνδυασμό 
κάμψης και διάτμησης

• Μεγιστοποιείται στον ουδέτερο 
άξονα, όπου οι καμπτικές και 
στρεπτικές τάσεις μηδενίζονται.

Στρέψη Δοκού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 18

𝜏 = −
𝑇𝜌

𝐽
𝜏௠௔௫ =

𝑇𝑟

𝐽

𝐽 =
𝜋𝐷ସ

32

𝐽 =
𝜋(𝐷௢

ସ − 𝐷௜
ସ)

32

𝑏

𝑐

𝐷

𝐷௢

𝑇

𝑇
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Κριτήρια Αστοχίας
Αντοχή σε Στατική Φόρτιση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 19

Μέγιστη Διατμητική Τάση

• Γνωστό και ως κριτήριο Tresca

• Εφαρμόζεται σε ΟΛΚΙΜΑ υλικά, και θεωρεί την μέγιστη διατμητική τάση ως 
επαρκές κριτήριο σύγκρισης

• Σε μονοαξονική 𝜏୫ୟ୶ = 𝜎ଵ/2

Έχουμε επαρκή αντοχή όταν 
𝜎ଵ ≤ 𝑆௬ άρα          𝜏୫ୟ୶ ≤ 𝑆௬/2

• Στην γενική εντατική κατάσταση 
οι κύριες τάσεις είναι

𝜎ଵ > 𝜎ଶ > 𝜎ଷ

και

𝜏୫ୟ୶ = 𝜏ଵ/ଷ =
ఙభିఙయ

ଶ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 20

γενική εντατική κατάσταση μονοαξονική

𝜏୫ୟ୶ ≤ 𝑆௬/2 𝜎ଵ − 𝜎ଷ ≤ 𝑆௬άρα ή 
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Μέγιστη Διατμητική Τάση

• Επίπεδη φόρτιση, δλδ μία κύρια τάση είναι ίση με 0 και οι άλλες δύο 
συμβολίζονται με 𝜎୹ και 𝜎୺

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 21

1. 𝜎୹ > 𝜎୺ > 0.
Δεξιά από το ΑΒ έχουμε αστοχία

2. 𝜎୹ > 0 > 𝜎୺. 
Δεξιά από το ΒΓ έχουμε αστοχία

(𝜎୹ − 𝜎୺ > S୷)

3. 0 > 𝜎୹ > 𝜎୺. Κάτω από το ΓΔ 
έχουμε αστοχία

(𝜎୺ < −S୷)

Έξω από το σκιαγραφημένο σχήμα 
έχουμε ΑΣΤΟΧΙΑ.

ΓΔ

Β

Α

(𝜎୹ > S୷)

Συντελεστής ασφαλείας τυχαίας φόρτισης α

Ν =
𝑏

𝑎

Μέγιστο Έργο Παραμόρφωσης

• Λέγεται και κριτήριο von Mises.

• Προβλέπει ότι το υλικό θα αστοχήσει σε διαρροή όταν η ενέργεια 
παραμόρφωσης ανά μονάδα όγκου ξεπεράσει την αντίστοιχη που 
παρατηρείται όταν το υλικό διαρρέει σε πείραμα εφελκυσμού.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 22

Τάση von Mises

• Για επίπεδη φόρτιση (εάν μία κύρια τάση είναι 0)

ΑΣΤΟΧΙΑ έξω από την έλλειψη
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Μέγιστο Έργο Παραμόρφωσης

• Σε συντεταγμένες x,y,z

• Και στο επίπεδο

• Για καθαρή διάτμηση 𝜎௫ = 𝜎௬ = 0

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 23

(το κριτήριο Tresca δίνει αστοχία στο 50% του 𝑆௬) 

Σύγκριση Tresca-von Mises

• Το κριτήριο Tresca είναι πιο συντηρητικό από το von Mises.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 24

Έργο παραμόρφωσης 
(von Mises)

Μέγιστη διατμητική
(Tresca)

23
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Μέγιστη Ορθή Τάση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 25

max(𝜎ଵ, 𝜎ଷ) ≤ 𝑆௨௧ και max( 𝜎ଵ , 𝜎ଷ ) ≤ 𝑆௨௖

Όριο θραύσης σε 
εφελκυσμό (tension)

Όριο θραύσης σε 
θλίψη (compression)

• Εφαρμόζεται κυρίως σε ΨΑΘΥΡΑ υλικά, οπότε χρησιμοποιείται το όριο θραύσης 𝑆௨

• Περιοχή I: εφελκυσμός

• Περιοχή IΙΙ: θλίψη

• Περιοχές IΙ & ΙV: 
συνδυασμός εφελκυσμού & 
θλίψης. Χαμηλή αξιοπιστία 
του κριτηρίου

Coulomb-Mohr

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 26

• Τροποποίηση του κριτηρίου ορθής τάσης για διόρθωση των περιοχών ΙΙ & ΙV

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤ 1

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤

1

𝑁

ή με χρήση συντελεστή ασφαλείας Ν

• Έτσι στις περιοχές ΙΙ & ΙV έχουμε τις 
γραμμές υπό κλίση που ορίζει η 
παραπάνω σχέση

• ΑΣΤΟΧΙΑ έχουμε έξω από τα όρια του 
σκιαγραφημένου πολυγώνου

𝜎ଵ

𝑆௨௧

Θεωρία 
Coulomb-
Mohr

𝜎ଵ > 0 > 𝜎ଷ (Τεταρτημόριο ΙV)
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Coulomb-Mohr

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 27

• Τροποποίηση του κριτηρίου ορθής τάσης για διόρθωση των περιοχών ΙΙ & ΙV

• Έτσι στις περιοχές ΙΙ & ΙV έχουμε τις 
γραμμές υπό κλίση που ορίζει η 
παραπάνω σχέση

• ΑΣΤΟΧΙΑ έχουμε έξω από τα όρια του 
σκιαγραφημένου πολυγώνου

Στο βιβλίο του Παπαδόπουλου ο
τύπος αυτός είναι

𝜎ଵ

𝑆௨௧
+

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤

1

𝛮

Επισημαίνει ότι χρησιμοποιεί τις 
απόλυτες τιμές της τάσης!!!

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤ 1

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤

1

𝑁

ή με χρήση συντελεστή ασφαλείας Ν

𝜎ଵ > 0 > 𝜎ଷ (Τεταρτημόριο ΙV)

Τροποποιημένη Coulomb-Mohr

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 28

Θεωρία 
Coulomb-
Mohr

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖ − 𝑆௨௧
≤

𝜆

Ν

𝜆 =
𝑆௨௖

𝑆௨௖ − 𝑆௨௧

όπου

θετική αρνητική

𝜎ଵ > 0 > 𝜎ଷ

Τεταρτημόριο ΙV

27
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Δοκίμια σιδήρου

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 29

• Η τροποποίηση της Coulomb-Mohr υποστηρίζεται από πειραματικά δεδομένα

Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 30
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