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Θέµα 1

(α)[10] Χωρίς να λύσετε τη ∆.Ε. y′(t) = 1− y(t)2, Ϲωγραφίστε το πεδίο κλίσεών της για t, y ∈ [−3, 3],
ϐρείτε τα σηµεία ισορροπίας και κατατάξτε τα σε ασταθή και ευσταθή. Ποιά είναι η συµπεριφορά
της λύσης για y(0) = −2 καθώς t→∞;
(ϐ)[12] ΄Ενας συγκεκριµένος πληθυσµός ικανοποιεί το Π.Α.Τ.

y′ = r(t)y − k, y(0) = y0,

όπου r(t) = (1 + sin(t))/5 είναι ο ϱυθµός αύξησής του και k = 1/5 ο ϱυθµός µείωσής του. Να
εκτιµηθεί η κρίσιµη αρχική τιµή y0 = yc κάτω από την οποία ο πληθυσµός ϑα εξαφανιστεί στο

χρόνο. (∆ίνεται ότι lim
t→∞

∫ t

0

e(cos(s)−s)/5ds ≈ 5.09)

Θέµα 2

(α)[12] Να λυθεί η ∆.Ε. y′(2t− yey) + y = 0.
(ϐ)[9] Να λυθεί η ∆.Ε. y′ = αy − βy3, α > 0, β > 0.

Θέµα 3

(α)[10] ΄Εστω το Π.Α.Τ. y′′ + ay′ + by = 0, a, b ∈ R µε y(0) = 1, y′(0) = ỹ0 ∈ R. Αν µία λύση της ∆.Ε.
είναι η y1(t) = e−3t και ισχύει ότι limt→∞ y(t) = 2, ϐρείτε τις σταθερές a, b, ỹ0.
(ϐ)[12] Να λυθεί η ∆.Ε. y′′t2 + ty′ + 4y = sin(ln t).

Θέµα 4

΄Εστω το παρακάτω µη-οµογενές σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τις x(t) και y(t):

x′ = −y + 2x+ et,

y′ = −2y + 3x+ t.

Χωρίς να µετασχηµατίσετε το σύστηµα σε διαφ. εξισώσεις δεύτερης τάξης :

(α)[10] Υπολογίστε τη γενική λύση του οµογενούς συστήµατος που προκύπτει από το παραπάνω και
δώστε τον πίνακα των ϑεµελιωδών λύσεων.
(ϐ)[5] ∆ώστε µια σύντοµη περιγραφή (γράφηµα) του πεδίου διευθύνσεων του οµογενούς συστήµατος
και της ευστάθειας των κρίσιµων σηµείων (όποιον υπάρχουν).
(γ)[10] Να ϐρεθεί η γενική λύση του µή-οµογενούς συστήµατος.

Θέµα 5

[20] ∆ίνεται το παρακάτω πρόβληµα αρχικών τιµών,

y′′ + y = g(t), y(0) = 0, y′(0) = 1, g(t) =

{
t/2, για 0 ≤ t < 6

3, για t ≥ 6
,

όπου ή g(t) λειτουργεί σαν µια συνάρτηση εξαναγκασµού.
Χρησιµοποιώντας κατάλληλα τη συνάρτηση µοναδιαίου ϐήµατος Heaviside, να λυθεί το παραπάνω
πρόβληµα αρχικών τιµών µε χρήση του µετασχηµατισµού Laplace.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., Τελική Εξέταση, 01/2016, Λύσεις Θεµάτων

Θέµα 1
(α) Οι κλίσεις ∆.Ε. δεν εξαρτώνται από το t, και λύνοντας 1 − y2 = 0 το y = 1 (ευσταθές γιατι οι
κλίσεις συγκλίνουν σε αυτό στο χρόνο για κάθε αρχική τιµή) και y = −1 (ασταθές) είναι τα σηµεία
ισορροπίας (µε πράσινο και µπλέ). Για y(0) = −2 καθώς t→∞ η y(t)→ −∞ (κόκκινη γραµµή).

(ϐ) Η ∆.Ε. y′ − r(t)y = −k, είναι γραµµική και µπορεί να λυθεί µε ολοκληρωτικό παράγοντα δηλ.
µ(t) = e−

∫
r(t)dt = e(cos(t)−t)/5, αρα (µy)′ = −kµ(t) και ολοκληρώνοντας η λύση της ∆.Ε. είναι

y(t) =

(
−k
∫ t

0

µ(s)ds+ C

)
/µ(t) όπου η σταθερά υπολογίζεται απο την αρχ. συνθήκη y(0) = yo

συνεπώς

y(t) =

(
−1

k

∫ t

0

µ(s)ds+ y0µ(0)

)
/µ(t) =

(
−1

5

∫ t

0

µ(s)ds+ y0e
1/5

)
/µ(t) (1)

Οτι ο πληθυσµός ϑα εξαφανιστεί στο χρόνο σηµαίνει ότι y(t) = 0 (για t→∞) δηλ. από (1) έχουµε

lim
t→∞

∫ t

0

e(cos(s)−s)/5ds = 5e1/5y0 =⇒ 5.09 = 5e1/5y0 =⇒ y0 = yc ≈ 0.833

Θέµα 2

(α) Ελεγχουµε αν η µη-γραµµική ∆.Ε. είναι πλήρης (ακριβής) µε M(t, y) = y,N(t, y) = 2t − yey
και ϐλέπουµε ότι ∂M

∂y
= 1 και ∂N

∂t
= 2, συνεπώς δεν είναι.

Βλέπουµε ότι 1
M(x,y)

(
∂N
∂x

(x, y)− ∂M
∂y

(x, y)
)
= 1

y
άρα ο ολοκληρωτικός παράγοντας είναι συνάρ-

τηση του y
f(y) = e

∫
1

M(x,y)(
∂N
∂x

(x,y)− ∂M
∂y

(x,y))dy = e
∫
1/ydy = eln(y) = y.

΄Αρα η ∆Ε y′(2t− yey)y + y2 = 0 είναι ακριβής. ΄Αρα

∂u(t, y)/∂t = y2 =⇒ u(t, y) =

∫
y2dt = ty2 + g(y) =⇒

∂u(t, y)/∂y = 2ty − y2ey = 2ty + g′(y) =⇒ g′(y) = −y2ey =⇒ g(y) = −y2ey + 2yey − 2ey.

΄Αρα η (πελεγµένη) λύση της ∆Ε ειναι u(t) = ty2 − y2ey + 2yey − 2ey = C
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(ϐ) Η µη-γραµµική ∆.Ε. y′ = αy − βy3, α > 0, β > 0 ειναι της µορφής Bernoulli όπου µε αλλαγή
µεταβλητής u = y1−3 = y−2 παίρνουµε τη γραµµική ∆.Ε.

u′ + 2αu = 2β όπου µε ολοκληρωτικο παράγοντα µ(t) = e2αt =⇒

u(t) = e−2αt
∫
e2αt2βdt+ Ce−2αt = β/2α + Ce−2αt

΄Αρα η λύση από την αλλαγή µεταβλητής είναι y(t) =
(
b
2α

+ Ce−2αt
)−1/2.

Θέµα 3

(α) Για το δοσµένο Π.Α.Τ. y′′ + ay′ + by = 0 γνωρίζουµε, από υπέρθεση, ότι η γενική λύση είναι
y(t) = C1y1(t) + C2y2(t) και ότι η χαρακτηριστική της εξίσωση είναι r2 + ar + b = 0 και εφόσον
y1(t) = e−3t µια ϱίζα της χαρ. εξίσωσης είναι r = −3, αρα (−3)2+a(−3)+b = 0 =⇒ −3a+b = −9.

Εφόνον ισχύει ότι limt→∞ y(t) = 2 (δηλ. σταθερή τιµή και y1(t)→ 0) η δευτερη ϱίζα είναι η r = 0
και C2 = 2. ΄Αρα απο τη χαρ. εξίσωση 02+ a0+ b = 0 =⇒ b = 0 και a = 3. Τέλος, εφόσον y(0) = 1
από τη γεν. λύση έχουµε C1 + 2 = 1 =⇒ C1 = −1. ΄Αρα y(t) = −e−3t + 2 και y′(t) = 3e−3t,
συνεπώς y′(0) = 3 = ỹ0.

(ϐ) Η ∆.Ε. y′′t2+ ty′+4y = sin(ln t) είναι µη-οµογενής µορφής Euler. Η λύση της οµογενούς µπορεί
να λυθεί µε αλλαγή µεταβλητής y = tm όπου η χαρ. εξίσωση είναι m2 + 4 = 0 =⇒ m1,2 = ±2i
όπου για να πάρω πραγµατικές λύσεις µε χρήση της ταυτότητας t = eln t και τον τυπο του Euler

tm1 = t0(cos(2 ln t) + i sin(2 ln t)) και tm1 = t0(cos(2 ln t)− i sin(2 ln t))

προσθέτοντας και αφαιρώντας τις παραπάνω η λύση της οµογενούς είναι

yc = C1 cos(2 ln t) + C2 sin(2 ln t).

Με τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών ¨µαντεύω¨ ότι yp = A sin(ln t) + B cos(ln t) (που δεν
περιέχεται στη λύση της οµογενούς). [Θα µπορούσα επίσης να µαντέψω yp = A sin(ln t) για λιγότερες
πράξεις]. Υπολογίζοντας τις y′p και y′′p και αντικαθιστώντας στη ∆Ε ϐρίσκω A = 1/3, B = 0 συνεπώς
yp =

1
3
sin(ln t). ΄Αρα η γενική λύση

y(t) = C1 cos(2 ln t) + C2 sin(2 ln t) +
1

3
sin(ln t)

[Παρατήρηση: Η ∆.Ε. ϑα µπορούσε να λυθεί και µε αλλαγή µεταβλητής t = ex όπως επίσης και µε
χρήση της µεθόδου µεταβολής των παραµέτρων για τον υπολογισµό της yp]

Θέµα 4

(α) Το οµογενές σύστηµα σε µορφή πίνακα-διανυσµα είναι[
x′

y′

]
=

[
2 −1
3 −2

] [
x
y

]
= A

[
x
y

]
Εδώ µπορεί να εφαρµοστεί η µέθοδος ιδιοτιµών (εφοσον η ασκηση Ϲητάει να µη µετασχηµατιστεί
το σύστηµα). ΄Αρα υπολογίζω την ορίζουσα det(A − λI) = 0 =⇒ λ2 = 1 =⇒ λ1,2 = ±1, οι
ιδιοτιµές. Λύνοντας για τα ιδιοδιανύσµατα τα συστήµατα (A − λ1I)zi = 0, i = 1, 2, παίρνουµε τα

ιδιοδιανύσµατα z1 =
[
1
1

]
και z2 =

[
1
3

]
, άρα η λύση του οµογενούς είναι

[
x
y

]
c

= c1

[
1
1

]
et + c2

[
1
3

]
e−t
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(ϐ) Το οµογενές σύστηµα έχει µοναδικό κρίσιµο σηµείο το (x, y) = (0, 0) (από τη λύση τουA

[
x
y

]
=[

0
0

]
) και εφόσον οι ιδιοτιµές είναι πραγµατικές µε αντίθετο πρόσηµο αυτό είναι σαγµατικό (το οποίο

είναι πάντα ασταθές). Για το γράφηµα ϐλ. ∆ιάλεξη 8 σελ. 30.
(γ) Για τη λύση του µη-οµογενούς ϐλ. ∆ιάλεξη 9 σελ. 18-19 (ακριβώς ίδια περίπτωση !)

[Παρατηρηση: Τα (α) και (γ) µπορούν να λυθούν και µε εκθετικά πινάκων]

Θέµα 5

Η συνάρτηση g(t) = t
2
(1−u(t−6))+3u(t−6) = t

2
− 1

2
(t−6)u(t−6), χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση

Heaviside. Εφαρµόζοντας µετασχηµατισµό Laplace αριστερά και δεξιά στη ∆.Ε. έχουµε

s2F (s)− sy(0)− y′(0) + F (s) =
1

2s2
− e−6s

2s2
=⇒

F (s) =
1

s2 + 1
+

1

2s2(s2 + 1)
+

e−6s

2s2(s2 + 1)
(A)

Αναλύοντας σε απλά κλάσµατα το

1

2s2(s2 + 1)
=

1

2

(
1

s2
− 1

s2 + 1

)
,

τότε µε αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace (σε κάθε κλάσµα) στην (A), και την ιδιότητα της
t−µετατόπισης, έχουµε τη λύση

y(t) = sin t+
1

2
(t− sin t)− 1

2
[(t− 6)− sin(t− 6)]u(t− 6).
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