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Θέµα 1
(α)[10] ΄Εστω η ∆ιαφορική Εξίσωση y′(t) = f(y), µε το γράφηµα της f(y) όπως δίνεται παρακάτω:

Σχεδιάστε το πεδίο κλίσεων της ∆.Ε. για t ∈ [−3, 3], y ∈ [−3, 3], ϐρείτε τα σηµεία ισορροπίας και
κατατάξτε τα σε ασταθή και ευσταθή. Σχεδιάστε τις λύσεις της ∆.Ε. για y(0) = 1/2 και y(0) = −1/2
και δώστε τη συµπεριφορά αυτών των λύσεων καθώς t→∞;

(ϐ)[8] Η µοναδική λύση του Π.Α.Τ. ty′ − αy = 0, y(1) = y0, ικανοποιεί τα σηµεία (2, 1) και (4, 4).
Βρείτε τις τιµές των α και y0.

(γ)[12] Βρείτε τη λύση του Π.Α.Τ.

y′ + p(t)y = 0, y(0) = 3 όπου p(t) =


2t− 1 αν 0 ≤ t ≤ 1,

0 αν 1 < t ≤ 3,

−1

t
αν 3 < t ≤ 4.

Θέµα 2
(α)[15] Μία δεξαµενή περιέχει 100 λίτρα(l) αλατισµένου νερού περιεκτικότητας 0.05 κιλών αλα-
τιού/λίτρο (kg/l). Στο χρόνο t = 0, καθαρό νερό (χωρίς αλάτι) εισέρχεται στη δεξαµενή µε ϱυθµό
2 λίτρα/λεπτό (l/min) και την ίδια στιγµή εξέρχονται 3 λίτρα/λεπτό (µίγµατος αλατισµένου) νερού
από το δοχείο. Ποιά ϑα είναι η ποσότητα αλατιού (σε kg) που ϑα περιέχεται στη δεξαµενή όταν αυτή
ϑα έχει ακριβώς 50 λίτρα αλατισµένου νερού ;

(ϐ)[10] Για τη ∆.Ε. ye2ty + t+ βte2tyy′ = 0, υπολογίστε για ποιά τιµή του β αυτή είναι είναι ακριβής
και λύστε τη ∆.Ε. για αυτή τη τιµή του β.

(γ)[15] Σε µία (αποµονωµένη) πανεπιστηµιούπολη 1000 ϕοιτητών ένας ϕοιτητής εµφανίζει συµπτώ-
µατα του ιού της γρίπης. Η εξάπλωση του ιού δίνεται από τη ∆.Ε.

dS

dt
= 1000k

(
1− S

1000

)
S, όπου S(t) = ϕοιτητές που ασθενούν στο χρόνο.

΄Αν µετά από 4 ηµέρες 50 ϕοιτητές έχουν ασθενήσει, πόσοι ϕοιτητές ϑα είναι άρρωστοι σε 6 ηµέρες ;

Θέµα 3

(α)[10] Για το Π.Α.Τ. y′′ − 1

t
y′ − 3

t2
y = 0, y(1) = 4, y′(1) = 8, t > 0, δείξτε ότι y1(t) = t3 και

y2(t) = t−1 είναι ϑεµελειώδης λύσεις του Π.Α.Τ. και υπολογίστε τη µοναδική λύση του.

(ϐ)[8] Βρείτε την οµογενή δεύτερης τάξης ∆.Ε. µε σταθερούς συντελεστές που έχει γενική λύση την
y(t) = C1e

2t cos(3t) + C2e
2t sin(3t).

(γ)[12] ΄Ενα σώµα µάζας 4kg είναι συνδεδεµένο µε ένα ελατήριο σταθεράς 4N/m. Αν η απόσβεση
είναι 8Nm/s και το ελατήριο επιµηκύνεται αρχικά σε απόσταση 0.5m από τη ϑέση ισορροπίας και
αφήνεται να κινηθεί δίνοντάς του αρχική ταχύτητα 0.1m/s, να περιγραφεί η κίνηση του σώµατος (σε
ϐάθος χρόνου) µε ϐάση τη λύση του Π.Α.Τ που περιγράφει την κίνησή του.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Θέµα 1
(α) Τα σηµεία ισορροπίας ϐρίσκονται εκεί όπου η f(y) = 0 δηλ. τα -1,0,1 και η ευστάθεια τους

Το πεδίο κλίσεων (ανεξάρτητο του t)

Οι δύο λύσεις, όπου και για τις δύο limt→∞ y(t) = 0,

(ϐ) Το Π.Α.Τ γίνεται y′ − α

t
y = 0, y(1) = y0 και µε p(t) = −α

t
και

∫
−α
t
= −α ln |t| = ln |t|−α και

ολοκλ. παράγοντα, η λύση της ∆.Ε. είναι y(t) = Ce− ln |t|−α

= C|t|α. Από y(2) = 1 και y(4) = 4,
έχουµε C2α = 1 και C4α = 4 από όπου α = 2 και C = 2−α = 0.25.
Τελικά, y0 = y(1) = 0.25(1)2 = 0.25.
(γ) Πρώτα λύνουµε το Π.Α.Τ.

y′ + (2t− 1)y = 0, y(0) = 3, 0 ≤ t ≤ 1

µε ολοκλ. παράγοντα µ(t) = e(t
2−t) άρα η γενική λύση είναι y1(t) = Ce(t

2−t) και εφόσον y1(0) =
3, C = 3. Στη συνέχεια λύνουµε το Π.Α.Τ.

y′ = 0, y(1) = 3, 1 < t ≤ 3

που έχει γενική λύση y2 = C και απο y2(1) = 3, C = 3. Τελικα λύνουµε το Π.Α.Τ.

y′ − 1

t
= 0, y(3) = 3, 3 < t ≤ 4

µε ολοκλ. παράγοντα µ(t) = 1
t
που έχει γενική λύση y3 = Ct και απο y3(3) = 3, C = 1. Τελικα,
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y(t) =


3e(t

2−t) αν 0 ≤ t ≤ 1,

3 αν 1 < t ≤ 3,

t αν 3 < t ≤ 4,

Θέµα 2

(α) ΄Εστω y(t) η ποσότητα αλατιού στη δεξαµενή στο χρόνο t. Τότε y(0) = 100 l × 0.05 kg/l = 5kg
αλατιού αρχικά τη δεξαµενή. Εφόσον

dy

dt
= ϱυθµός εισαγωγής - ϱυθµός εξαγωγής = 2 l/min× 0 kg/l − 3 l/min× y

100− t
kg/l

όπου 100 − t ό όγκος, σε l, του νερού στη δεξαµενή στο χρονο t (100 τα αρχικά λίτρα + 2 που
µπαινουν − 3 που ϐγαίνουν ανά λεπτό). Τότε το Π.Α.Τ. δίνεται ώς

y′ =
3

t− 100
, y(0) = 5.

Η ∆.Ε. είναι χωριζοµένων µεταβλητών και η λύση της είναι y(t) = C(t − 100)3 και για y(0) = 5 το
C = −1/200000. Αρα,

y(t) = −(t− 100)3

200000

Εφόσον η δεξαµενή χάνει νερό µε ϱυθµό 1 l/min, µετά από 50 λεπτά ϑα υπάρχουν 50 λίτρα,
συνεπώς

y(50) = −(−50)3

200000
= 0.625kg.

(ϐ) ΄Εχουµε M(t, y) = ye2ty + t και N(t, y) = βte2ty. Για ακριβή ∆.Ε. πρέπει
∂M

∂y
=
∂N

∂t
δηλ.

e2ty + 2tye2ty = βe2ty + 2tβye2ty ⇒ 1 + 2ty = β + 2βyt = β(1 + 2ty) ⇒ β = 1.

Τοτε,
∂φ(t, y)

∂t
= ye2ty + t ⇒ φ(t, y) =

∫
(ye2ty + t)dt =

1

2
e2ty +

t2

2
+ g(y)

και
∂φ(t, y)

∂y
= te2ty = te2ty + g′(y) ⇒ g(y) = C

΄Αρα η (πεπλεγµένη) λύση είναι
1

2
e2ty +

t2

2
= C.

(γ) ΄Εχουµε να λύσουµε το Π.Α.Τ. (εφόσον αρχικά, για t = 0, ένας ϕοιτητής ήταν άρρωστος)

dS

dt
= 1000k

(
1− S

1000

)
S, S(0) = 1

Η ∆.Ε. µπορεί να λυθεί είτε σαν χωριζοµένων µεταβλητών είτε σαν Bernoulli, η γενική λύση της είναι

S(t) =
1000Ce1000kt

1− Ce1000kt

Απο S(0) = 1 έχουµε C =
S(0)

S(0)− 1000
συπεπώς,
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S(t) =
1000S(0)

S(0) + (1000− S(0))e−1000kt
=

1000

1 + 999e−1000kt

όπου πρέπει να υπολογίζουµε το k (σταθερά µεταβολής). Απο S(4) = 50 (στις 4 µέρες 50 ϕοιτητές
άρρωστοι) έχουµε

50 =
1000

1 + 999e−4000k
⇒ k ≈ 0.0009906

Τελικα (στις 6 ηµέρες),

S(6) =
1000

1 + 999e−0.9906·6
≈ 276 ϕοιτητές αναµένεται να αρρωστήσσουν σε 6 ηµέρες.

Θέµα 3

(α) Αρχικά αντικαθιστούµε τις λύσεις στη ∆.Ε. και ϐλέπουµε ότι κάθε µία την ικανοποιεί και στη
συνέχεια υπολογίζουµε την ορίζουσα του Wronski στο t0 = 1

W (y1(t0), y2(t0)) =

∣∣∣∣ t3 t−1

3t2 −t−2
∣∣∣∣
t=t0=1

=

∣∣∣∣1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −4 6= 0.

άρα οι y1, y2 ειναι ϑεµελειώδεις λύσεις.
Η γενική λύση είναι y(t) = C1y1(t) + C2y2(t) (από υπέρθεση) και από τις αρχικές συνθήκες έχουµε{

C1y1(1) + C2y2(1) = 4

C1y
′
1(1) + C2y

′
2(1) = 8

⇒

{
C1 + C2 = 4

3C1 − C2 = 8
⇒ C1 = 3, C2 = 1.

(ϐ) Η ∆.Ε. που ψάχνουµε είναι η ay′′+by′+cy = 0, a, b, c ∈ R που έχει χαρ. εξίσωση ar2+br+c = 0.
Από τη λύση που µας δίνεται καταλαβαινουµε ότι η χαρακτ. εξίσωση της ∆.Ε. έχει µιγαδικές ϱίζες,
τις r1,2 = 2± 3i. Συνεπώς (ιδιότητες ϱιζών τριωνύµου: r1 + r2 = −b/a, r1 · r2 = c/a ) η ∆.Ε. είναι

y′′ − 4y′ + 13y = 0.

(γ) Η ∆.Ε. για την κίνηση (µεταβολή απόστασης x(t))

mx′′ + cx′ + kx = 4x′′ + 8x′ + 4x = 0

έχει χαρακτ. εξίσωση 4r2 + 8r + 4 = (r + 1)2 = 0 δηλ. έχει διπλή ϱίζα r1,2 = −1 άρα η γενική λύση
της ∆.Ε. για την κίνηση του σώµατος είναι

x(t) = C1e
−t + C2te

−t

Για την ειδική λύση, από αρχ. τιµές, x(0) = 0.5 και x′(0) = 0.1 υπολογίζουµε τις σταθερές C1, C2{
C1x1(0) + C2x2(0) = 0.5

C1x
′
1(0) + C2x

′
2(0) = 0.1

⇒

{
C1 = 0.5

C2 = 0.6
.

Εφόσον, x1(t) = e−t −→ 0 καθώς t −→∞ και

lim
t−→∞

x2(t) = lim
t−→∞

te−t = lim
t−→∞

t

et
= lim
−→∞

1

et
= 0 (κανόνας L’Hopital),

η γενική λύση x(t) −→∞ καθώς t −→∞, δηλ. κίνηση µε απόσβεση.
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