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Θέµα 1

(α) [6] Ταιριάξτε τα παρακάτω πεδία κλίσεων (Direction Fields) µε τις ∆ιαφορικές Εξισώσεις (∆.Ε.):
(i) y′ + y = 0, (ii) y′ = −x2y και (iii) y′ − y = 0.

(ϐ) [10] Για τη ∆.Ε. y′ = 2y(1 − y), σχεδιάστε το πεδίο κλίσεων για t, y ∈ [0, 3], ϐρείτε τα σηµεία
ισορροπίας και κατατάξτε τα σε ασταθή και ευσταθή. Αν y(0) = 2, ποιά είναι η ασυµπτωτική συµ-
περιφορά στο χρόνο (δηλ. καθώς t→∞ ) της λύσης ;
(γ) [14] Σώµα, του οποίου η ϑερµοκρασία τη χρονική στιγµή t = 0 είναι 100o τοποθετείται µέσα
σε υγρό σταθερής ϑερµοκρασίας 10o. Αν µετά από 4 λεπτά η ϑερµοκρασία του σώµατος µειώνε-
ται στους 60o, να ϐρεθεί η χρονική στιγµή την οποία η ϑερµοκρασία του σώµατος µειώνεται στους 20o.

Θέµα 2

[20] Ο ϱυθµός αύξησης ενός πληθυσµού Ϲώων p(t) δίνεται από τη ∆.Ε.
dp

dt
= kp(a− p), k, a γνωστές σταθερές.

Αν τη χρονική στιγµή t = 0 ο πληθυσµός είναι P0, να ϐρεθεί το µέγεθός του τη χρονική στιγµή t.

Θέµα 3

Να λυθούν οι παρακάτω ∆.Ε.

(α) [15] y′ − 1

3t
y =

t

3y
, t > 0

(ϐ) [15] y′ = − 2t cos(y) + 3t2y

t3 − t2 sin(y)− y
, y(0) = 2

Θέµα 4

(α)[18] ΄Εστω το Π.Α.Τ. y′′ + ay′ + by = 0, a, b ∈ R µε y(0) = 3, y′(0) = 5 ∈ R και δύο ϑεµελιώδεις
λύσεις της {y1, y2}. Αν γνωρίζουµε ότι η y1 = e−t και ότι η Wronskian των {y1, y2} είναιW (t) = 4e2t,
(i) ϐρείτε τη y2, (ii) ϐρείτε τις σταθερές a, b και (iii) λύστε το Π.Α.Τ.
(ϐ) [12] Να λυθεί το Π.Α.Τ. y′′ + 4π2y = 0, y(1) = 2, y′(1) = 1.
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Θέµα 1

(α) ∆εν χρειάζεται να λυθούν οι ∆.Ε., οι (i) και (iii) δέν εξαρτώνται από την ανεξάρτητη µεταβλητή
x, άρα το πεδίο κλισεων 1 αντιστοιχεί στη ∆Ε (iii), το 2 στην (i) (και το 3 στη (ii))
(ϐ) Τα σηµεία ισορροπίας από 2y(1− y) = 0 είναι y = 0 και y = 1. Από το πεδίο κλίσεων ϐλέπουµε
ότι το y = 1 είναι ευσταθές και το y = 0 ασταθές. Για y(0) = 2 η λύση y(t)→ 1 καθώς t→∞.

(γ) Από το νόµο µεταφοράς ϑερµότητας του Νεύτωνα (ϐλέπε πρόβληµα του καφέ) προκύπτει ότι

dT

dt
= −k(T−10) =⇒ dT

T − 10
= −k =⇒

∫
dT

T − 10
=

∫
−kdt =⇒ ln(T−10) = −kt+ln(C)

=⇒ ln(
T − 10

C
) = −kt =⇒ T − 10

C
= e−kt =⇒ T (t) = Ce−kt + 10

Επειδή T (0) = 100o προκύπτει ότι 100 = Ce−k0 + 10 =⇒ C = 90 άρα T (t) = 90e−kt + 10 και
εφόσον στο χρόνο t = 4 T (4) = 60o έχουµε

60 = 90e−k4 + 10 =⇒ e−k4 =
50

90
=⇒ −4k = ln(5/9) =⇒ k = 0.467

Εποµένως η ϑερµοκρασία µειώνεται στους 20o στο χρόνο t?,

20 = 90e−0.467t
?

+ 10 =⇒ −0.467t? = ln(10/90) =⇒ t? = 4, 7 λεπτά.

Θέµα 2

Η ∆.Ε. µπορεί να λυθεί και ως χωριζοµένων µεταβλητών (αλλά και ως Bernoulli)

dp

dt
= kp(a− p) =⇒

∫
dp

p(a− p)
=

∫
kdt+ C αναλύοντας σε απλά κλάσµατα

∫
1

a

(
1

p
+

1

a− p

)
dp = kt+ C =⇒ ln(p)− ln(a− p) = akt+ aC =⇒ ln(

p

a− p
) = akt+D

Επειδή p(0) = P0 προκύπτει ότι ln( P0

a−P0
) = ak0 +D =⇒ D = ln( P0

a−P0
), εποµένως

ln(
p

a− p
) = akt+D =⇒ ln(

p

a− p
)− ln(

P0

a− P0

) = akt =⇒
p

a−p
P0

a−P0

= eakt

=⇒ p

a− p
=

P0

a− P0

eakt =⇒ 1
a
p
− 1

=
1

a
P0
− 1

eakt =⇒ a

p
− 1 =

a
P0
− 1

eakt
=⇒
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p(t) =
a

1 +

(
a

P0

− 1

)
e−akt

Θέµα 3

(α) ∆Ε Bernoulli µε n = −1, άρα ϑέτοντας u = y1−(−1) = y2 έχουµε u′ = 2yy′ όπότε η ∆Ε γίνεται
1

2
u′ − 1

3t
u =

t

3
ή u′ − 2

3t
u =

2t

3
γραµµική

Με χρήση ολοκληρωτικού παράγοντα

u(t) = e−
∫
− 2

3t
dt

(∫
2t

3
e
∫
− 2

3t
dt + C

)
= e

2
3
ln(t)

(
2

3

∫
te

2
3
ln(t)dt+ C

)
= t2/3

(
2

3

∫
tt−2/3dt+ C

)
=

= t2/3
(
2

3

∫
t1/3dt+ C

)
= t2/3

(
1

2
t4/3 + C

)
οπότε από u = y2 έχουµε

y2 = Ct2/3 +
t2

2
(ϐ) Η ∆Ε είναι (µη-γραµµική) της µορφής M(t, y) + N(t, y)y′ = 0 όπου M(t, y) = 2t cos(y) + 3t2y
και N(t, y) = t3 − t2 sin(y)− y, άρα ελέγχω αν είναι ακριβής (πλήρης)

∂M(t, y)

∂y
= 2t(− sin(y)) + 3t2 και

∂N(t, y)

∂t
= 3t2 − 2t sin(y) =⇒ ∂M(t, y)

∂y
=
∂N(t, y)

∂t

άρα πλήρης, και ψάχνουµε συνάρτηση u(t, y) τέτοια ώστε ∂u(t,y)
∂t

=M(t, y) και ∂u(t,y)
∂y

= N(t, y), αρα

u(t, y) =

∫
M(t, y)dt+ g(y) = t2 cos y + t3y + g(y) και

N(x, y) =
∂u(x, y)

∂y
=⇒ t3 − t2 sin(y)− y = −t2 sin(y) + t3 + g(y)′ =⇒ g(y)′ = −y

αρα g(y) = −y2

2
και αρα u(t, y) = t2 cos(y)+ t3y− y2

2
= C είναι (η γενική) πεπλεγµένη λύση της ∆Ε.

Για y(0) = 2 έχουµε για τη λύση του Π.Α.Τ.

02 cos(2) + 2)3 − 22

2
= C =⇒ C = −2

Θέµα 4

(α) (i) Η δεύτερη λύση ϑα είναι της µορφής y2(t) = ert και τότε η Wronskian είναι

W (t) =

∣∣∣∣ e−t ert

−e−t rert

∣∣∣∣ = (r + 1)e(r−1)t αλλα δίνεται ότι W (t) = 4e2t =⇒ r = 3 =⇒ y2(t) = e3t

(ii) Εφόσον r1 = −1 και r2 = 3 µπορώ να ϐρώ τη χαρακτηριστική εξίσωση, η οποία είναι:
(r + 1)(r − 3) = r2 − 2r − 3 = 0 άρα η ∆Ε που αντιστοιχεί είναι y′′ − 2y′ − 3y = 0, αρα a = −2 και
b = −3.
(iii) Οι δοσµένες αρχικές συνθηκες και το ότι y′(t) = −C1e

−t + 3C2e
3t µας δίνουν ότι C1 + C2 = 3

και −C1 + 3C2 = 5, αρα C1 = 1 και C2 = 2, αρα η (µοναδική) λύση του Π.Α.Τ. είναι

y(t) = e−t + 2e3t

(ϐ) Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι r2 + π2 = 0 και έχει ϱίζες r1,2 = ±iπ3 άρα η (γενική) λύση είναι

y(t) = C1 cos(tπ/3) + C2 sin(tπ/3)

Από τις αρχ. συνθήκες και ότι y′(t) = π
3
C2 cos(tπ/3)− π

3
C1 sin(tπ/3) έχουµε −C1 = 2 και −π

3
C2 = π

δηλ. C1 = 2 και C2 = 3, άρα µ µοναδική λύση του Π.Α.Τ είναι

y(t) = −2 cos(tπ/3) + 3 sin(tπ/3)
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