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Θέµα 1

(α)[8] Υπολογίστε τη λύση του Π.Α.Τ. (t2 + 1)y′ + 4ty = 8t, y(0) = 1.

(ϐ)[8] ΄Εστω P (t) > 0 ο πληθυσµός κάποιου είδους, σε χρόνο t > 0, που ικανοποιεί τη ∆.Ε.:
P ′ = −0.001(P −100)(P −2100). Για P (0) = 100, P (0) = 500 και P (0) = 2500 και χωρίς να λύσετε

τη ∆.Ε., σχεδιάστε τις αντίστοιχες λύσεις και υπολογίστε το όριό τους καθώς t→∞.

(γ)[10] Υπολογίστε τη λύση της ∆.Ε. y′ =
y

t− y
κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής y(t) = tu(x).

Θέµα 2

(α)[8+7] Η µετατόπιση y(t) σε ένα σύστηµα ελατηρίου-µάζας περιγράφεται από το Π.Α.Τ.

my′′ + cy′ + ky = f(t),µε y(0) = y0 και y′(0) = v0

(i) Αν για m = 5kgr και f(t) = 0 η λύση του Π.Α.Τ. είναι yc(t) = 2e−t cos(
√
3t − 1.0472),

υπολογίστε τις τιµές των c, k, y0 και v0. [∆ίνεται ότι cos(1.0472) = 0.5].
(ii) Αν f(t) = 10 sin(2t) υπολογίστε µια ειδική λύση του προβλήµατος.

(ϐ)[12] Υπολογίστε τη γενική λύση της παρακάτω ∆.Ε. για την y(t)

t2y′′ − (2α− 1)ty′ + α2y = tα+1, α ∈ R.

Θέµα 3

΄Εστω το παρακάτω µη-οµογενές σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τις x(t) και y(t):

x′ = 6y + 5x− 2e2t,

y′ = −2x− 2y + e2t.

Χωρίς να µετασχηµατίσετε το σύστηµα σε διαφ. εξισώσεις δεύτερης τάξης :

(α)[10] Υπολογίστε την γενική λύση του οµογενούς συστήµατος που προκύπτει από το παραπάνω και
δώστε τον πίνακα των ϑεµελιωδών λύσεων.
(ϐ)[7] Σχεδιάστε το γράφηµα του διανυσµατικού πεδίου (επίπεδο ϕάσης) και αντίστοιχες τροχιές των
λύσεων του οµογενούς συστήµατος και χαρακτηρίστε την ευστάθεια του κρίσιµου σηµείου.
(γ)[10] Να ϐρεθεί η γενική λύση του παραπάνω µή-οµογενούς συστήµατος µε αρχικές συνθήκες
x(0) = 2 και y(0) = −1.

Θέµα 4

(α)[10] Υπολογίστε τον µετασχηµατισµό Laplace της συνάρτησης f(t) =


t2 αν 0 ≤ t < 2,

8− 2t αν 2 ≤ t < 4,

0 αν t ≥ 4.

(ϐ)[10] Με χρήση µετασχηµατισµών Laplace υπολογίσετε τη λύση του παρακάτω Π.Α.Τ.

y′′ + 4y′ + 4y = te−2t y(0) = 1, y′(0) = −2

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., Τελική Εξέταση, 06/2019, Απαντήσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) Λύνεται έυκολα µε ολοκληρωτικό παράγωντα ή ως χωριζοµένων µετα ϐλητών. Η λύση:
y(t) = 2− (t2 + 1)−2

(ϐ)Κάνουµε το πεδίο κλίσεων

(γ)Απάντηση − t
y
− ln y = C

Θέµα 2

(α) (i) c = 10, k = 20, y(0) = 1 και v0 = 2 και (ii) yp = −1
2
cos(2t)

(ϐ) ∆.Ε. Euler και µετά µε Lagrange
y(t) = c1t

α + c2t
α ln t+ tα+1, c1, c2 ∈ R.

Θέµα 3

(α) Η λύση του οµογενούς συστήµατος είναι

~xc =

[
x
y

]
c

= c1

[
2
−1

]
e2t + c2

[
3
−2

]
et

Ο πίνακας των ϑεµελιωδών λύσεων, µε ϐάση την παραπάνω λύση, είναι τ.ω. ~xc = X(t)~c, δηλ.

X(t) =

[
2e2t 3et

−e2t −2et
]
.

(ϐ) Με ϐάση τη λύση που ϐρήκαµε στο (α) οι τροχιές των λύσεων είναι

ασταθής κόµβος.
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(γ) Εφόσον γνωρίζουµε τον πίνακα ϑεµελιωδών λύσεων µπορούµε να ϐρούµε µια ειδική λύση για το
µη-οµογενές σύστηµα (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 9 σελ. 23) ώς

~xp = X(t)

∫
X(t)−1 ~f(t)dt = −t

[
2e2t

−e2t
]

Συνεπώς η γενική λύση του µη-οµογενούς συστήµατος είναι ~x = X(t)~c+~xp και για τις δοσµένες
αρχικές συνθήκες έχουµε

~x(0) =

[
2 3
−1 −1

] [
c1
c2

]
=

[
1
0

]
⇒ c1 = 1, c2 = 0

Θέµα 4

(α) F (s) = 2
s3
+ e−2s

(
− 2
s3
− 6

s2

)
+ e−4s( 2

s2
).

(ϐ) Η ∆.Ε. γίνεται

s2F (s)− s+ 2 + 4(sF (s)− 1) =
1

(s+ 2)2
⇒ F (s) =

s+ 2

(s+ 2)2
+

1

(s+ 2)4

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός δίνει

y(t) = e−2t +
1

6
t3e−2t
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