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Θέµα 1

(α)[4+4] Για το Π.Α.Τ. y′ = t − y, y(0) = 0, σχεδιάστε το πεδίο κλίσεων στο [t, y] ∈ [−2, 2] × [−2, 2] και µε
ϐάση το πεδίο προσεγγίστε το y(2). Στη συνέχεια λύστε το Π.Α.Τ για να υπολογίστετε τη ακριβή τιµή y(2).

(ϐ)[10] ΄Εστω ότι κάποιος ανοίγει έναν τραπεζικό λογαριασµό συνταξιοδότησης σε ηλικία 25 ετών µε αρχικό
κεφάλαιο 2000€ και κάθε χρόνο καταθέτει σε αυτόν 2000€. Εάν το ετήσιο επιτόκιο είναι 3%, ποιό ϑα είναι
το υπόλοιπο του λογαριασµού στην ηλίκία των 65;

(γ)[12] Λύστε τη ∆.Ε.: y′ sin y = t− cos y.

Θέµα 2

(α)[12] Για τη µη-οµογενή ∆.Ε.: ty′′ − (t + 1)y′ + y = t2, t 6= 0, δίνεται ότι η y1(t) = et είναι µία λύση της
αντίστοιχης οµογενούς. Υπολογίστε τη γενική λύση της παραπάνω ∆.Ε.

(ϐ)[8] Οι ηλεκτρικές ταλαντώσεις µπορούν να διεγερθούν σε ένα κύκλωµα που περιέχει αντίσταση R, πηνίο ε-
παγωγής L, πυκνωτή χωρητικότητας C και τάση πηγής V (t).
Η µεταβολή του ϕορτίου I(t) στο κύκλωµα µπορεί να περιγραφεί από
τη ∆.Ε. LI ′′ + RI ′ + 1

C I = V (t). Αν L = 5/3, R = 10, C =
1/30 και V (t) = 300, µε I(0) = 0, I ′(0) = 9, υπολογίστε τη λύ-
ση του Π.Α.Τ. και ποιό ϑα είναι το ϕορτίο στο κύκλωµα σε ϐάθος χρό-
νου.

Θέµα 3

΄Εστω το παρακάτω µη-οµογενές σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τις x1(t) και x2(t):

x′1 = −x1 +
3

2
x2,

x′2 = −1

6
x1 − 2x2 − 9e−3t

Χωρίς να µετασχηµατίσετε το σύστηµα σε διαφ. εξισώσεις δεύτερης τάξης :

(α)[12] Υπολογίστε τη γενική λύση του οµογενούς συστήµατος που προκύπτει από το παραπάνω και δώστε τον
πίνακα των ϑεµελιωδών λύσεων.
(ϐ)[8] Σχεδιάστε το γράφηµα του διανυσµατικού πεδίου (επίπεδο ϕάσης) και τις αντίστοιχες τροχιές των λύσε-
ων.
(γ)[8] Να ϐρεθεί η γενική λύση του παραπάνω µή-οµογενούς συστήµατος µε αρχικές συνθήκες x1(0) = 1 και
x2(0) = 0.

Θέµα 4

(α)[6] Υπολογίστε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace του F (s) =
se−3s

(s2 + 4)2
.

(ϐ)[8+8] Με χρήση µετασχηµατισµών Laplace υπολογίστε τη λύση των παρακάτω Π.Α.Τ.

(i) 3y′ + 2y = u(t− 2), y(0) = 1 (όπου u η συνάρτηση µοναδιαίου ϐήµατος),

(ii) y(4) − y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 1, y′′′(0) = 0.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., Τελική Εξέταση, 01/2020, Λύσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) Με ϐάση το πεδίο κλίσεων και την αρχική τιµή, η y(2) ≈ 1.1

Η ∆.Ε. λύνεται µε τη µέθοδο του ολοκληρωτικού παράγοντα

y′ + y = t ⇒ ety′ + ety = tet ⇒ yet =

∫
tet + C ⇒ yet = et(t− 1) + C ⇒ y(t) = Ce−t + t− 1.

Από την αρχική συνθήκη y(0) = 0 έχουµε C = 1 συνεπώς y(2) = e−2 + 2− 1 = 1.135.

(ϐ) Η ∆.Ε. που µοντελοποιεί το πρόβληµα, αν P (t) το υπόλοιπο του λογαριασµού και E το επιτόκιο, είναι

P ′ = E · P + 2000

και λύνεται είτε µε χρήση ολοκληρωτικού παράγοντα είτε σαν χωριζοµένων µεταβλητών (το αποτέλεσµα είναι
το ίδιο ϕυσικά). Σαν χωριζοµένων µεταβλητών έχουµε∫

dP

0.03P + 2000
= t+C ⇒ 1

0.03
ln(0.03P+2000) = t+C ⇒ ln(0.03P+2000) = 0.03t+0.03C = 0.03t+C̃

⇒ 0.03P + 2000 = e0.03teC̃ = De0.03t ⇒ P (t) =
D

0.03
e0.03t − 2000

0.03
⇒ P (t) = D̃e0.03t − 2000

0.03
, D̃ ∈ R

Η αρχική συνθήκη είναι P (0) = 2000 συνεπώς, P (0) = D̃ − 2000
0.03 ⇒ D̃ ≈ 68667. Το υπόλοιπο του

λογαριασµού στην ηλικία των 65 ετών (δηλ µετά από 40 χρόνια) ϑα είναι

P (40) = 68667e0.03·40 − 2000

0.03
≈ 161.315€.

(γ) Η µη-γραµµική αυτή ∆.Ε. µπορεί να ϑεωρηθει ότι ειναι της µορφήςM(t, y)+N(t, y)y′ = 0 µεN = − sin y
και M = t− cos y. ΄Οµως ∂M

∂y = sin y 6= ∂N
∂t = 0 άρα δεν είναι πλήρης. Ελεγχοντας το

1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂t

)
=

sin y

− sin y
= −1 ( µπορεί να ϑεωρηθεί ως ανεξαρτητη του y)

Συνεπώς υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας που µετατρέπει τη ∆.Ε. σε πλήρη, ο e−
∫
dt = e−t και πολλα-

πλασιάζοντας µε αυτόν τη ∆.Ε. έχουµε τη πλήρη ∆.Ε.

e−t (t− cos y)− e−t sin yy′ = 0,

όπου γαι τη λύση της ψάχνουµε συνάρτηση u(t, y) τ.ω.
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∂u

∂t
= e−t (t− cos y) και

∂u

∂y
= −e−t sin y

΄Αρα ολοκληρώνοντας τη δεύτερη σχέση ως προς y έχουµε

u(t, y) =

∫
−e−t sin ydy = e−t cos y + φ(t)

παραγωγίζοντάς τώρα ως προς t και συγκρίνοντας µε την πρώτη πάνω σχέση, έχουµε

∂u

∂t
=

∂

∂t
[e−t cos y + φ(t)] = e−t (t− cos y) ⇒ φ(t)′ = te−t

΄Αρα

φ(t) =

∫
te−tdt = −te−t −

∫
(−e−t)dt = −te−t − e−t

Συνεπώς η (πεπλεγµένη) λύση της ∆.Ε. µας εξίσωσης είναι

e−t cos y − te−t − e−t = C, C ∈ R.

Θέµα 2

(α) Για να ϐρούµε της γενική λύση της ∆.Ε. χρειαζόµαστε πρώτα µια δεύτερη γραµµικά ανεξάρτητη λύση
της οµογενούς η οποία µπορεί να ϐρεθεί µε ϐάση το Θ. Abel (υποβιβασµός της τάξης). Υπολογίζοντας τη
Wronskian W (t) (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 5 σελ. 10) από

W ′ +
t+ 1

t
W = 0⇒W = Ctet συνεπώς (από τον ορισµό της Wronskian) y′2y1 − y′1y2 = Ctet, C ∈ R (?)

Είτε λύνοντας την (?) ως προς y2, είτε µε χρήση του τύπου στη σελ. 11 της ∆ΙΑΛΕΞΗΣ 5, έχουµε

y2 = y1

∫
W

y21
dt ⇒ y2 = et

∫
C

e2
tetdt ⇒ y2 = Cet

∫
te−tdt ⇒ y2 = −C(t+ 1)

΄Αρα ϑέτωντας π.χ. C = −1 µια γραµµικά ανεξάρτητη δεύτερη λύση της ∆.Ε. είναι η y2 = t+ 1.
Για να ϐρούµε στη συνέχεια µία ειδική λύση της µη-οµογενούς µπορούµε να εφαρµόσουµε είτε τη µέθοδο
Lagrange είτε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών.
Lagrange Με ϐάση το Θεώρηµα (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 7, σελ. 25) υπολογίζουµε πρώτα τη Wronskian

W =

∣∣∣∣ et t+ 1
et 1

∣∣∣∣ = et − et(t+ 1) = −tet

και κανονιποιόντας τη ∆Ε έχουµε f = t και

yp = −et
∫

(t+ 1)t

−tet
dt+ (t+ 1)

∫
tet

−tet
dt = et

∫
(t+ 1)e−tdt− (t+ 1)

∫
1dt = −t2 − 2t− 2.

Αρα η γενική λύση δίνεται ώς

y (t) = c1e
t + c2 (t+ 1)− t2 − 2t− 2 = c1e

t + c̃2(t+ 1)− t2, c1, c̃2 ∈ R.

Απροσδιόριστων Συντελεστών. ¨Μαντεύουµε¨ ότι yp = At2 +Bt+ C, άρα y′p = 2At+B και y′′p = 2A και
αντικαθιστώντας στη ∆Ε

2At = −(t+ 1)(2At+B) +At2 +Bt+ C = t2 ⇒ A = −1, B = C = 0 ⇒ yp = −t2

Αρα πάλι η γενική λύση δίνεται ώς y(t) = c1e
t + c2(t+ 1)− t2, c1, c2 ∈ R.
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(ϐ) Από τη δοσµένη ∆.Ε. έχουµε

I ′′ = 6I ′ + 18I = 180⇒ η χαρακτηριστική εξίσωση της οµογενούς ∆.Ε r2 + 6r + 18 = 0

΄Εχουµε ϱίζες r1,2 = −3± 3i άρα η λύση της οµογενούς Ic = e−3t[c1 cos(3t) + c2 sin(3t)].
Μαντεύουµε ότι η Ip = A και έχουµε, αντικαθιστώντας στη ∆.Ε., ότι A = 10 άρα η γενική λύση είναι

I(t) = e−3t[c1 cos(3t) + c2 sin(3t)] + 10

Με ϐάση της αρχικές συνθήκες παίρνουµε c1 = −10 και c2 = −7 άρα

I(t) = e−3t[−10 cos(3t)− 7 sin(3t)] + 10

η οποία σε ϐάθος χρόνου t→∞ γινεται I(t) = 10.

Θέµα 3

(α) Το οµογενές σύστηµα σε µορφή πίνακα-διάνυσµα είναι[
x′1
x′2

]
=

[
−1 3

2
−1

6 −2

] [
x1
x2

]
= A

[
x1
x2

]
.

Εφαρµόζοντας τη µέθοδος ιδιοτιµών υπολογίζουµε την ορίζουσα det(A − λI) = 0 =⇒ (λ + 3
2)

2 = 0 =⇒
λ1,2 = −3

2 (διπλή).

Λύνοντας για τα ιδιοδιάνυσµατα ~η = [η1, η2]
T το σύστηµα (A+ 3

2 · I)~η = 0, έχουµε:[
1
2

3
2

−1
6 −1

2

] [
η1
η2

]
=

[
0
0

]
⇒
[

1
2

3
2

0 0

] [
η1
η2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
η1
η2

]
= η2

[
−3
1

]

και ϑέτωντας η2 = 1 (για απλοποίηση) παίρνουµε
[
η1
η2

]
=

[
−3
1

]
. ΄Αρα ατελής ιδιοτιµή.

Για να ϐρούµε το γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα, ~ρ = [ρ1, ρ2]
T, λύνουµε το[

1
2

3
2

−1
6 −1

2

] [
ρ1
ρ2

]
=

[
−3
1

]
⇒ ~ρ =

[
−6− 3ρ2

ρ2

]
⇒ ~ρ =

[
−6
0

]
΄Αρα η λύση του οµογενούς συστήµατος είναι

~xc (t) = c1e
− 3t

2

(
−3
1

)
+ c2

(
te−

3t
2

(
−3
1

)
+ e−

3t
2

(
−6
0

))
, c1, c2 ∈ R

Ο πίνακας των ϑεµελιωδών λύσεων, µε ϐάση την παραπάνω λύση, είναι τ.ω. ~xc = X(t)~c, δηλ.

X(t) =

[
−3e−3t/2 −3te−3t/2 − 6e−3t/2

e−3t/2 te−3t/2

]
.

(ϐ) Με ϐάση το κυρίαρχο ιδιοδιάνυσµα ~η και τη λύση, που ϐρήκαµε στο (α) ερώτηµα, οι τροχιές των λύσεων
είναι
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(γ) Εφόσον έχουµε απλό εκθετικό στον µη οµογενή όρο, ¨µαντεύουµε¨ ότι

~xp =

[
a1
a2

]
e−3t όπου αντικαθιστώντας στο σύστηµα ϐρίσκουµε a1 = −6, a2 = 8

άρα η γενική λύση του µη-οµογενους είναι

~x (t) = c1e
− 3t

2

(
−3
1

)
+ c2

(
te−

3t
2

(
−3
1

)
+ e−

3t
2

(
−6
0

))
+

(
−6
8

)
e−3t

όπου από τις αρχικές συνθήκες προκύπτει ότι c1 = −8 και c2 = −17/6.

Θέµα 4

(α) ΄Εχουµε (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 10 σελ. 18)

F (s) =
se−3s

(s2 + 4)2
=

se−3s

(s2 + 22)2

L−1
[

s

(s2 + 22)2

]
= L−1

[
−1

2

d

ds

(
1

s2 + 22

)]
= −1

2
(−t)1

2
sin(2t) =

t

4
sin(2t)

΄Αρα

L−1[F (s)] = u(t− 3)
t− 3

4
sin(2(t− 3)).

(ϐ) Ο µετασχηµατισµός Laplace δίνει για το (i) µε L{y} = F (s),

3(sF (s)− y(0)) + 2F (s) =
e−2s

s
⇒ (3s+ 2)F (s) = 3 +

e−2s

s
⇒

F (s) =
3

3s+ 2
+ e−2s

1

s(3s+ 2)
=

1

s+ 2/3
+
e−2s

2

(
1

s
− 3

3s+ 2

)
=

1

s+ 2/3
+

1

2

e−2s

s
− 1

2

e−2s

s+ 2/3
⇒

µε ϐάση τους αντιστροφους µετασχηµατισµούς η λύση είναι

y(t) = e−2/3t +
1

2
u(t− 2)− 1

2
u(t− 2)e−2(t−2)/3.

Για το (ii) µε το µετασχηµατισµό Laplace για την 4η παράγωγο (ιδιοτητες ∆ιαλεξη 10 σελ. 14) και µε τις
αρχικές συνθήκες που δίνονται έχουµε, ,

F (s) =
s3y(0) + s2y(0)′ + sy(0)′′ + y′′′(0)

s4 − 1
=

s

s4 − 1

Αναλύουµε σε απλά κλάσµατα

s

s4 − 1
=

A

s− 1
+

B

s+ 1
+
Cs+D

s2 + 1
⇒ A = 1/4, B = 1/4C = −1/2, D = 0

s

s4 − 1
=

1

4(s− 1)
+

1

4(s+ 1)
− s

2(s2 + 1)

τότε µε αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace, L−1{·}, σε κάθε κλάσµα, η λύση της ∆.Ε. είναι

y(t) =
e−t

4
+
et

4
− cos(t)

2
.
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