
Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ, 09/2019, ∆ιάρκεια 2ω & 45λ

Θέµα 1

(α)[10] Υπολογίστε τη λύση y(t) του Π.Α.Τ.: ty′ + ty2 − y = 0, t > 0, y(1) = −2.

(ϐ)[12+6] ΄Εστω ότι στο χρόνο, t > 0, ο πληθυσµός, P (t), ενός είδους ικανοποιεί το Π.Α.Τ.

P ′ = 0.2P

(
1− P

200

)
, P (0) = 150. Αποδείξτε ότι η λύση του Π.Α.Τ. είναι της µορφής

P (t) =
e0.2t

A+Be0.2t
(υπολογίζοντας τα A και B). Προσδιορίστε την τιµή του P (t) για t → ∞ και µε

ϐάση το πεδίο κλίσεων της ∆.Ε.

Θέµα 2

(α)[12] Να λυθεί η ∆.Ε. ty′′ + 2(t + 1)y′ + 2y = 0, t > 0, γνωρίζοντας ότι επιδέχεται µια λύση της
µορφής y1(t) = ta, a ∈ R.

(ϐ)[10] ΄Ενα εξάρτηµα µιας µηχανής αποτελείται από ένα σύστηµα ελατηρίου-µάζας στο οποίο α-
σκείται µια εξωτερική δύναµη και η µετατόπιση, x(t), της µάζας στο χρόνο, t, περιγράφεται από το
Π.Α.Τ. 2000x′′ + 2 · 105x = 2000 sin(10t), x(0) = 0.1m,x′(0) = 0. Χαρακτηρίστε την κίνηση που
κάνει η µάζα και υπολογίστε την x(t).

(γ)[8] Το παρακάτω γράφηµα δείχνει τη λύση της ∆.Ε. y′′ − 2αy′ + α2y = 0, y(0) = y0, y
′(0) = ỹ0.

Υπολογίστε τις σταθερές α, y0 και ỹ0 καθώς και τη λύση y(t).

Θέµα 3

[20] ΄Εστω το παρακάτω σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τις x(t) και y(t):

x′ = y + sin(2t),

y′ = −4x+ 2 cos(2t)

Χωρίς να µετασχηµατίσετε το σύστηµα σε διαφ. εξισώσεις δεύτερης τάξης : να ϐρεθεί η πραγµατική
γενική λύση του παραπάνω συστήµατος µε αρχικές συνθήκες x(0) = 2 και y(0) = 0.

Θέµα 4

(α)[5+5] Υπολογίστε : (i) τον µετασχηµατισµό Laplace της συνάρτησης f(t) = e−2t(3t4 + 5 cos(3t))

και (ii) τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace της F (s) =
2s+ 5

s2 + 4s+ 13

(ϐ)[12] Με χρήση µετασχηµατισµών Laplace υπολογίσετε τη λύση του παρακάτω Π.Α.Τ.

y′′ + 4y = k(t) µε k(t) =

{
t αν 0 ≤ t < π/2,

π/2 αν t ≥ π/2,
και y(0) = 0, y′(0) = 0.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ, 09/2019, Απαντήσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) Η ∆.Ε. γράφεται ως y′ + y2 − 1

t
y = 0 άρα ∆.Ε. Bernoulli και για u = y−1 εχουµε u′ = −y−2y′

και άρα έχουµε τη γραµµική ∆.Ε.

u′ +
1

t
u− 1 = 0 ⇒ u′ +

1

t
u = 1 και µε ολοκληρωτικό παράγωντα e

∫
1
t dt = t έχουµε

(tu)′ = t ⇒ tu =

∫
tdt+ C ⇒ u =

1

2
t+

C

t

Συνεπώς y(t) =
1

1
2
t+ C

t

και y(1) = −2 ⇒ C = −1.

(ϐ) Η ∆.Ε. είναι (και) διαχωρίσιµη, αρα

P ′

P (1− P
200

)
= 0.2 ⇒

∫
P ′

P (1− P
200

)
dt =

∫
0.2dt ⇒

∫
(
1

P
+

1

200− P
)dP = 0.2t+ C ⇒

⇒ ln

∣∣∣∣ P

200− P

∣∣∣∣ = 0.2t+ C ⇒ P

200− P
= De0.2t, D = eC ⇒ P (t) =

200De0.2t

1 +De0.2t

Από P (0) = 150 ⇒ D = 3 συνεπώς

P (t) =
600e0.2t

1 + 3e0.2t
⇒ P (t) =

e0.2t

A+Be0.2t
, µε A = 1/600, B = 1/200

Το limt→∞
e0.2t

A+Be0.2t
= limt→∞

0.2e0.2t

0.2Be0.2t
= 200 και το πεδίο κλίσεων και η ασυµπτωτική λύση για

P (0) = 150 δίνει (και) γραφικά limt→∞ P (t) = 200.

Θέµα 2

(α) Εφόσον η y1(t) είναι λύση, και µε y′1(t) = ata−1, y′′1(t) = a(a− 1)ta−2, ικανοποιεί τη ∆.Ε. άρα

t[a(a− 1)ta−2] + 2(t+ 1)ata−1 + 2ta = 0 ⇒ ta−1[a(a− 1) + 2a] + ta(2a+ 2) = 0

εφόσον t > 0 πρέπει 2a+ 2 = 0 και a(a− 1) + 2a = 0 συνεπώς a = −1.
Εφόσον γνωρίζουµε τώρα την y1(t) = t−1 µπορούµε να υπολογίσουµε µια δεύτερη γραµ. ανεξάρτητη
λύση (ΒΛ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 5 σελ. 10-11) ώς

y2 = y1

∫ (
C

y21
e−

∫
p(t)dt

)
dt, µε p(t) =

2(t+ 1)

t
, συνεπώς,

y2 = Ct−1
∫

(t2e−2t−2 ln t)dt = Ct−1
∫

(e−2t)dt = −Ct−11
2
e−2t
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΄Αρα τελικά η λύση της ∆.Ε. είναι

y(t) = c1y1 + c2y2 = c1t
−1 + c2t

−1e−2t, c1, c2 ∈ R

Παρατήρηση: Η άσκηση µπορεί να λυθεί και µε τη µέθοδο υποβιβασµού της τάξης ϑέτωντας
y2 = y1u και αντικατάσταση στη ∆.Ε.

(ϐ) Με ϐάση τη ∆.Ε. έχουµε ένα σύστηµα ελατηρίου-µάζας χωρίς απόσβεση και παρατηρούµε ότι

η γωνιακή συχνότητα (του συστήµατος) είναι ω0 =
√

k
m

=
√

2·105
2000

= 10rad/s η οποία είναι ίδια µε
αυτή της δύναµης εξαναγκασµού 2000 sin(10t), ω0 = ω και ϑα έχουµε συντονισµό (Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 7
σελ. 12-16).
Για να λύσουµε το Π.Α.Τ. ϐρίσκουµε πρώτα τη λύση της οµογενούς η οποία είναι από τη χαρ.
εξίσωση r2 + 100 = 0 δηλ. r = ±10i η

xc(t) = c1 cos(10t) + c2 sin(10t)

Για την ειδική λύση της µη-οµογενούς (λόγω συντονισµού) µαντεύουµε ότι

xp(t) = At cos(10t) +Bt sin(10t) και ϐάζοντάς την στη ∆.Ε. ϐρίσκουµε A = −1/20, B = 0

Συνεπώς η γενική λύση της ∆.Ε. έιναι

x(t) = xc + xp = c1 cos(10t) + c2 sin(10t)−
t

20
cos(10t)

Με ϐάση τις αρχικές συνθήκες x(0) = 0.1m,x′(0) = 0 ϐρίσκουµε από τη γενική λύση, c1 = 0.1 και
c2 = 1/200 άρα η λύση του Π.Α.Τ. είναι

x(t) =
1

10
cos(10t) +

1

200
sin(10t)− t

20
cos(10t)

(γ) Από το γράφηµα καταλαβαίνουµε ότι η y(t) είναι γραµµική συνάρτηση (ευθεία γραµµή) δηλ.
y(t) = mt+ b, άρα y′′ = 0. Συπεπώς, από τη ∆.Ε. έχουµε α = 0. Από το γράφηµα έχουµε ότι b = 2
και m = −1

2
. ΄Αρα, η λύση y(t) = − t

2
+ 2 και y(0) = y0 = 2 και ỹ0 = y′(0) = −1

2
.

Θέµα 3

(α) Το οµογενές σύστηµα σε µορφή πίνακα-διάνυσµα είναι[
x′

y′

]
=

[
0 1
−4 0

] [
x
y

]
= A

[
x
y

]
.

Εφαρµόζοντας τη µέθοδος ιδιοτιµών (εφοσον η ασκηση Ϲητάει να µη µετασχηµατιστεί το σύστη-
µα), υπολογίζουµε την ορίζουσα det(A− λI) = 0 =⇒ λ2 + 4 = 0 =⇒ λ1 = 2i και λ2 = −2i.

Λύνοντας για το ιδιοδιάνυσµα ~v = [v1, v2]
T το σύστηµα (A− 2i · I)~v = 0, έχουµε:[

−2i 1
−4 −2i

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
−2i 1
0 0

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
v1
v2

]
= v2

[
1/2i
1

]

και ϑέτωντας v2 = 2i (για απλοποίηση) παίρνουµε
[
v1
v2

]
=

[
1
2i

]
. Από τη λύση ~x =

[
1
2i

]
e2i (και

χρήση του τύπου Euler), έχουµε[
1
2i

]
(cos(2t) + i sin(2t)) =

[
cos(2t) + i sin(2t)

2i cos(2t)− 2 sin(2t)

]
=

[
cos(2t)
−2 sin(2t)

]
+ i

[
sin(2t)
2 cos(t)

]
συνεπώς, η πραγµατική λύση του οµογενούς συστήµατος είναι (υπέρθεση του πραγµατικού και του
ϕανταστικού µέρους)
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~xc =

[
x
y

]
c

= c1

[
cos(2t)
−2 sin(2t)

]
+ c2

[
sin(2t)
2 cos(t)

]
Ο πίνακας των ϑεµελιωδών λύσεων, µε ϐάση την παραπάνω λύση, ετ.ω. ~xc = X(t)~c, δηλ.

X(t) =

[
cos(2t) sin(2t)
−2 sin(t) 2 cos(t)

]
.

και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να ϐρούµε µια ειδική λύση για το µη-οµογενές σύστηµα (ϐλ.
∆ΙΑΛΕΞΗ 9 σελ. 23) ώς

~xp = X(t)

∫
X(t)−1 ~f(t)dt όπου

X(t)−1 =
1

2

[
2 cos(2t) − sin(2t)
2 sin(2t) cos(2t)

]
και

∫
X(t)−1 ~f(t)dt =

1

2

∫ [
2 cos(2t) − sin(2t)
2 sin(t) cos(2t)

] [
sin(t)
2 cos(t)

]
dt =

=
1

2

∫ [
0
2

]
dt =

[
0
t

]
΄Αρα

~xp =

[
cos(2t) sin(2t)
−2 sin(t) 2 cos(t)

] [
0
t

]
= t

[
sin(2t)
2 cos(2t)

]
Συνεπώς η γενική λύση του µη-οµογενούς συστήµατος είναι

~x = X(t)~c+ ~xp και για τις δοσµένες αρχικές συνθήκες έχουµε

~x(0) =

[
1 0
0 2

] [
c1
c2

]
=

[
2
0

]
⇒ c1 = 2, c2 = 0

΄Αρα η λύση στο µη-οµογενες πρόβληµα αρχικών τιµών είναι

~x =

[
x(t)
y(t)

]
=

[
2 cos(2t) + t sin(2t)
−4 sin(t) + 2t cos(t)

]
.

Θέµα 4

(α) (i) Με ϐάση τις ιδιότητες για L{tneat} και L{eat cos(bt)},

F (s) = 3
4!

(s+ 2)5
+ 5

s+ 2

(s+ 2)2 + 9

(ii) Για τον αντίστροφο της F (s) =
2s+ 5

s2 + 4s+ 13
έχουµε

F (s) =
2s+ 5

(s+ 2)2 + 9
=

2s+ 4 + 1

(s+ 2)2 + 9
=

2(s+ 2)

(s+ 2)2 + 9
+

1

(s+ 2)2 + 9
άρα

y(t) = 3e−2t cos(3t) +
1

3
sin(3t)

(ϐ) Το αριστερό µέρος της ∆.Ε. γίνεται

L{y′′ + 4y} = s2F (s)− sy(0)− y′(0) + 4F (s) = (s2 + 4)F (s)

Για το δεξή έχουµε
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k(t) = t− u(t− π/2)t+ u(t− π/2)π
2
= t− u(t− π/2)(t− π/2) άρα

L{k(t)} = 1

s2
− e−(π/2)s 1

s2
=
(
1− e−(π/2)s

) 1

s2

Συνεπώς

F (s) =
(
1− e−(π/2)s

) 1

(s2 + 4)s2

Από
1

(s2 + 4)s2
=
A

s
+
B

s2
+
Cs+D

s2 + 4
⇒ A = 0, B =

1

4
, D = −1

4
, C = 0, αρα

F (s) =
1

4

1

s2
− 1

8

2

s2 + 22
− 1

4
e−(π/2)s

1

s2
+

1

8
e−(π/2)s

2

s2 + 22
απο τον αντίστροφο µετασχηµατισµό

y(t) =
1

4
t− 1

8
sin(2t)− 1

4
u(t− π/2)(t− π/2) + 1

8
u(t− π/2) sin(2[t− π/2]).
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