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Θέµα 1

(α) [10] Υπολογίστε τη λύση του Π.Α.Τ.: y′ = y tan(t) + sin(t), y(0) = 1 για −π/2 < t < π/2.

(ϐ) [10] Για τη ∆.Ε. y′(et cos y + y) + f(y)et + t2, ϐρείτε όλες τις συναρτήσεις f(y) για τις οποίες η
∆.Ε. είναι πλήρης και αν για µία από αυτές f(π) = 0 υπολογίστε την (πεπλεγµένη) λύση της ∆.Ε.

Θέµα 2

(α) [6] Αν η y(t) = e3t − 2e−9t είναι µία λύση της ∆.Ε. y′′ − 9y = g(t), ποιά από τις παρακάτω είναι
επίσης λύση της ∆.Ε. (αιτιολογήστε πλήρως την απάντησής σας)

(1)y(t)=e3t − e−3t (2)y(t)=2e3t − 4e−9t (3)y(t)=e3t + 2e−9t (4)y(t)=−3e−3t − 2e−9t (5)όλες .

(ϐ) [6] Αν για τη ∆.Ε. y′′− 2ty′− 2y = 0 η y1(t) = et
2

είναι µία λύση της, υπολογίστε τη γενική λύση
y(t) της ∆.Ε.

(γ) [14] Υπολογίστε τη γενική λύση της ∆.Ε. (χωρίς τη χρήση µετασχηµατισµού Laplace)

ty′′ + 4ty′ + 4ty = e−2t, t > 0.

Θέµα 3

(α) [9] Υπολογίστε τη γενική (πραγµατική) λύση του γραµµικού συστήµατος ∆.Ε. ~x′ = A~x, αν για τον
πίνακα A ∈ R2×2 γνωρίζετε ότι έχει µία ιδιοτιµή λ = 3+2i και αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα ~v = [1, 2i]T.

(ϐ) [10] Υπολογίστε τη λύση του συστήµατος ∆.Ε. ~x′ =
[
1 −4
4 −7

]
~x, µε ~x(0) = [3, 4]T (χωρίς να

µετασχηµατιστεί σε διαφορική δεύτερης τάξης).

(γ) [6] Υπολογίστε τον πίνακα eAt.

Θέµα 4

(α) [6+6] Υπολογίστε : (i) το µετασχηµατισµό Laplace L{u(t−4)(t2−7t+12)} και (ii) τον αντίστροφο

µετασχηµατισµό Laplace της F (s) =
2s− 7

s2 + 2s+ 10
.

(ϐ) [18] ΄Ενα δοχείο ανάµειξης περιέχει αρχικά 500 λίτρα (L) διαλύµατος αλατιού συγκέντρωσης
0.2kg/L. Για τα πρώτα 10 λεπτά (min) λειτουργείας του η ϐαλβίδα A είναι ανοιχτή προσθέτοντας
12L/min διαλύµατος συγκέντρωσης αλατιού 0.4kg/L. Μετά τα 10 λεπτά κλείνει η ϐαλβίδα A και
ανοίγει η B η οποία προσθέτει 12L/min διαλύµατος συγκέντρωσης 0.6kg/L. Αν από τη ϐαλβίδα
εξόδου C εξέρχονται συνεχώς 12L/min διαλύµατος, υπολογίστε πόσο αλάτι, σε kg, ϐρίσκεται στο
δοχείο στο χρόνο t µε χρήση του µετασχηµατισµού Laplace και της συνάρτησης µοναδιαίου ϐήµατος.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !

1



Μ.Π.∆.: ΜΑΘ 203-Σ.∆.Ε, Εµβόλιµη Εξέταση, Ιουνίου 2020, Απαντήσεις

Θέµα 1

(α) y(t) =
1

cos t
(−0.5 cos(t)2 + 3/2) =

1

cos t
(0.5 sin(t)2 + 1)

(ϐ) f(y) = sin y + C και αν f(π) = 0 η f(y) = sin y. Η (πεπλεγµένη) λύση είναι : et sin y + t3/3 +
y2/2 = C.

Θέµα 2

(α) Σωστή απάντηση η (iv) µιας και η λύση της οµογενους είναι yc = c1e
3t + c2e

−3t.

(ϐ) Από τη ∆ΙΑΛΕΞΗ 5 (σελ 11) υπολογίζουµε µια δεύτερη γραµµικά ανεξάρτητη λύση και έχουµε

y(t) = c1e
t2 + c2e

t2
∫ t

t0

e−s
2

ds.

(γ) Η λύση της οµογενούς είναι
yc = c1e

−2t + c2te
−2t

η ειδική λύση (µε µέθοδο Lagrange) είναι

yp = te−2t(ln t− 1)

΄Αρα y(t) = yc + yp = c1e
−2t + c2te

−2t + te−2t(ln t− 1).

Θέµα 3

(α) Γνωρίζουµε ότι µια λύση είναι η ~veλt από όπου παίρνουµε 2 γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις (από
το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος της) ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 8 σελ. 21-22. ΄Αρα η λύση

~x =

[
c1 cos 2t+ c2 sin 2t
−2c1 sin 2t+ 2c2 cos 2t

]
e3t

(ϐ)Ο πίνακας του συστήµατος έχει διπλη (ατελή) ιδιοτιµή λ = −3 και ιδιοδιάνυσµα ~v1 = α

[
1
1

]
, a ∈

R. Βρισκοντας ένα γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα ~v2 η λύση είναι

~x = c1~v1e
−3t + c2(~v1t+ ~v2)e

−3t =

[
4c1 + c2 + 4c2t

4c1 + 4c2t

]
e−3t

όπου από αρχ. συνθήκες, c1 = 1 και c2 = −1.

(γ) Από το (ϐ) ερώτηµα, ϐρισκουµε ένα ϑεµελιώδη πίνακα λύσεων X(t) και (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 9 δελ. 10)

eAt = X(t)X(0)−1 = e−3t
[
4t+ 1) −4t

4t (1− 4t)

]
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Θέµα 4

(α) Για το (i) F (s) = e−4s · s+ 2

s3
και για το (ii) f(t) = 2e−t cos(3t)− 3e−t sin(3t).

(ϐ) Αν y(t) είναι η ποσότητα αλατιού στο δοχείο στο χρόνο το Π.Α.Τ. που περιγράφει το πρόβληµα
είναι

y′ = −0.024y + 4.8 + 2.4u(t− 10), y(0) = 100kg

Η λύση

y(t) = 100e−0.024t + 4.8(41.67− 41.67e−0.024t) + 2.4(41.67− 41.67e−0.024(t−10))u(t− 10)
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