
Μ.Π.∆.: ΜΑΘ 203-Σ.∆.Ε, Τελική Εξέταση, Σεπτέµβριος 2018, ∆ιάρκεια: 2 ώ και 40 λ

Θέµα 1

(α) [8] Χωρίς να λύσετε το Π.Α.Τ.: y′ − 1 = 0.05(8y − y2), y(0) = y0 για t > 0, περιγράψτε τη
συµπεριφορά της λύσης του, y(t), σε ϐάθος χρόνου για τις πιθανές τιµές του y0.

(ϐ) [10] Υπολογίστε τη λύση, y(t), του Π.Α.Τ. y′+y sin t=g(t), y(0)=3, µε g(t)=

{
sin t αν 0 ≤ t ≤ π

− sin t αν π < t ≤ 2π
.

(γ) [12] Για το Π.Α.Τ. (y + at)y′ + (ay + bt) = 0, y(0) = y0, γνωρίζουµε ότι η λύση του είναι
y(t) = −t−

√
4− t2. Υπολογίστε τις σταθερές a, b και y0.

Θέµα 2

(α) [12] ∆εξαµενή χωρητικότητας 500 λίτρων (l) περιέχει αρχικά 100l καθαρού νερού. Αλατισµένο
νερό περιεκτικότητας σε αλάτι 30gr/l µπαίνει στη δεξαµενή µε ϱυθµό 5 l/λεπτό και το καλά α-
ναµεµειγµένο διάλυµα ϐγαίνει από τη δεξαµενή µε ϱυθµό 4 l/λεπτό. Υπολογίστε ποιά ϑα είναι η
περιεκτικότητα σε αλάτι στη δεξαµενή όταν αυτή ϑα έχει γεµίσει στο µισό της χωρητικότητάς της.

(ϐ) [12] ∆ώστε µία γραµµική ∆.Ε. η οποία να έχει την εξής γενική λύση:

y(t) = c1e
2t cos(3t) + c2e

2t sin(3t) + 3e3t, c1, c2 ∈ R.

(γ) [12] Υπολογίστε τη γενική λύση y(t) της ∆.Ε. (χωρίς τη χρήση µετασχηµατισµού Laplace)

4y′′ − 4y + y =
√
tet/2, t > 0.

Θέµα 3

[15]Με χρήση µετασχηµατισµών Laplace υπολογίστε τη λύση του προβλήµατος, όπου u η συνάρτηση
Heaviside,

y′′ + 4y = sin t− u(t− π) sin(t− π), y(0) = 0, y′(0) = 0.

Θέµα 4

΄Εστω το παρακάτω σύστηµα ∆.Ε. για τις συναρτήσεις x(t) και y(t) µε αρχικές συνθήκες x(0) = 2
και y(0) = 1

x′ = y − 2x

y′ = −x

(α) [10] Χωρίς να το µετασχηµατίσετε σε ∆.Ε. δεύτερης τάξης, υπολογίστε τη λύση συστήµατος και
έναν ϑεµελειώδη πίνακα λύσεων.
(ϐ) [10] ∆ώστε την περιγραφή (γράφηµα) του πεδίου διευθύνσεων του συστήµατος, της ευστάθειας
των κρίσιµων σηµείων (όποιων υπάρχουν) και την τροχιά της λύσης που αντιστοιχεί στο ερωτήµα (α).

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: ΜΑΘ 203-Σ.∆.Ε, Απαντήσεις, Σεπτέµβριος 2018

Θέµα 1

(α) Κάνοντας το γράφηµα του πεδίο κλίσεων της y′ = 1 + 0.05(8y − y2) (µε σηµεία ισορροποίας το
y = −2 και y = 10)

και για τις όποιες αρχ. τιµές y(0) ϐλέπουµε ότι

lim
t→∞

y(t) =


−∞ αν y(0) < −2,
10 αν y(0) > −2,
−2 αν y(0) = −2.

(ϐ) Πρώτα λύνουµε το Π.Α.Τ. y′+ y sin t = sin t, y(0) = 3 µε ολοκληρωτικό παράγοντα µ(t) = e− cos t,
άρα y1(t) = 1 + Cecos t και εφόσον y1(0) = y(0) = 3, C = 2e−1.
Στη συνέχεια λύνουµε y′ + y sin t = − sin t, y(π) = y1(π) = 1 + 2e−2 µε το ίδιο ολοκλ. παράγοντα
και έχουµε y2 = −1 + Cecos t. Εφόσον y2(π) = 1 + 2e−2, C = 2(1/e− e). ΄Αρα

y(t) =

{
1 + 2ecos t−1, 0 ≤ t ≤ π

−1 + 2(1/e− e)ecos t, π < t ≤ 2π.

(γ) ΄Εχουµε ότι y0 = y(0) = −0−
√
4− 0 = −2. Για N(t, y) = y + at και M(t, y) = ay + bt έχουµε

N(t,y
∂t

= M(t,y)
∂y

= a, σύνεπώς η ∆.Ε. είναι ακριβής (πλήρης) άρα,

φ(t, y)

∂y
= y + at ⇒ φ(t, y) =

y2

2
+ aty + g(t)

και
φ(t, y)

∂t
= ay + bt = ay + g′(t) ⇒ g′(t) = bt ⇒ g(t) =

b

2
t2

Συνεπώς φ(t, y) =
y2

2
+ aty +

b

2
t2 = C και εφόσον y(0) = −2 το C = 2. Ισχύει λοιπόν ότι

y2 + 2aty + bt2 = 4 και λύνοντας ως προς y

y(t) =
−2at±

√
4a2t2 − 4(bt2 − 4)

2
= −at±

√
a2t2 − (bt2 − 4)

Από τις 2 λύσεις αυτή που ικανοποιεί το ότι y(0) = −2 είναι η y(t) = −at −
√
a2t2 − bt2 + 4) άρα,

a = 1 και a2 − b = −1 συνεπώς b = 2.
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Θέµα 2

(α) Ο όγκος του νερού στη δεξαµενή αυξάνει µε ϱυθµό 5−4 = 1 l/λεπτό. ΄Αρα ο χρόνος t στον οποίο
ϑα γεµίσει στο µισό είναι 100 + t = 250 δηλ. σε χρόνο t = 150 λεπτά.
Η συγκέντρωση αλατιού στη δεξαµενή, έστω y(t), µεταβάλλεται ώς

y′ = 30(5)− 4
y(t)

t+ 100
µε y(0) = 0.

Η λύση της ∆.Ε. είναι y(t) = 30(100 + t)− 3 · 1011

(100 + t)4
και άρα για t = 150, y(150) = 7, 4232kgr.

(ϐ) Το πρώτο κοµµάτι της λύσης είναι αυτό µιας οµογενούς δεύτερης τάξης, ay′′ + by′ + cy = 0 µε
ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης r1,2 = 2± 3i και από τον (αντίστροφο) υπολογισµό των ϱιζών

r1,2 =
−b
2a
± i
√
4ac− b2
2a

και έστω a = 1 (ή όποια άλλη τιµή) έχουµε

−b
2a

= 2 ⇒ b = −4 και
√
4ac− b2
2a

= 3 ⇒ c = 13.

το δεύτερο µέρος της λύσης, 3e3t, προέρχεται από το µη-οµογενές κοµµάτι της ∆.Ε. (ειδική λύση)
άρα,

yp = 3e3t ⇒ y′p = 9e3t ⇒ y′′p = 27e3t και αντικατάσταση

27e3t − 4(9e3t) + 13(3e3t) = Ae3t ⇒ A = 30

΄Αρα µία ∆Ε που ψάχνουµε είναι η y′′ − 4y′ + 13y = 30e3t.

(γ) Για τη λύση της οµογενούς έχουµε τη χαρακτηριστική εξίσωση 4r2 − 4r + 1 = 0 ⇒ (2r − 1)2 =
0 ⇒ r1,2 = 1/2. ΄Αρα η λύση της οµογενούς είναι

yc = c1e
t/2 + c2te

t/2, c1, c2 ∈ R.

Για την ειδική λύση πρέπει να εφαρµόσουµε τη µέθοδο µεταβολής των παραµέτρων (Lagrange) για
να ϐρούµε τη µερική λύση της µορφής

yp = u1(t)e
t/2 + u2(t)te

t/2

λύνουµε το σύστηµα

u′1e
t/2 + u′2te

t/2 = 0

u′1e
t/2/2 + u′2(1 + t/2)et/2 =

√
t

4
et/2

Λύνοντας (µε όποιο τρόπο) και ολοκληρώνοντας έχουµε

u1(t) = −
1

10
t5/2 και u2(t) =

1

6
t3/2

΄Αρα η γενική λύση είναι

y(t) = c1e
t/2 + c2te

t/2 +
1

15
t5/2et/2.

Θέµα 3

Εφαρµόζονας το µετασχηµατισµό

L[y′′] + L[4y] = L[sin t]− L[u(t− π) sin(t− π)]

έχουµε
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s2F (s)− sy(0)− y′(0) + 4F (s) =
1

s2 + 1
− e−πt 1

s2 + 1
⇒ (s2 + 4)F (s) =

1

s2 + 1
− e−πt 1

s2 + 1

άρα

F (s) =
1

(s2 + 1)(s2 + 4)
− e−πt 1

(s2 + 1)(s2 + 4)

Από απλά κλάσµατα
1

(s2 + 1)(s2 + 4)
=

1/3

s2 + 1
+
−1/3
s2 + 4

έχουµε

F (s) =
1/3

s2 + 1
− 1/3

s2 + 4
− e−πt

(
1/3

s2 + 1
− 1/3

s2 + 4

)
=

1/3

s2 + 1
− 1

6

2

s2 + 4
− e−πt

(
1/3

s2 + 1
− 1

6

2

s2 + 4

)
=

1

3
L[sin t]− 1

6
L[sin(2t)]− e−πt

(
1

3
L[sin t]− 1

6
L[sin(2t)]

)
΄Αρα η λύση είναι

y(t) =
1

3
sin t− 1

6
sin(2t)− u(t− π)

(
1

3
sin(t− π)]− 1

6
sin(2(t− π))

)

Θέµα 4

(α) Το σύστηµα σε διανυσµατική µορφή γράφεται ως εξής ~v ′ = A~v, µε A =

[
−2 1
−1 0

]
. Το χαρα-

κτηριστικό πολυώνυµο του A, από det(A − λI) = 0, δίνει (λ + 1)2 = 0. ΄Αρα λ1,2 = −1 διπλή
ιδιοτιµή.

Για το ιδιοδιάνυσµα ~u λύνουµε

(A+ I)~u = ~0 ⇒
[
−1 1
−1 1

] [
u1
u2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
−1 1
0 0

] [
u1
u2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
u1
u2

]
= a

[
1
1

]
, a ∈ R

΄Αρα µόνο ένα ιδιοδιάνυσµα το ~u = [1, 1]T (τα άλλα είναι πολλαπλάσιά του) αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή,
άρα αυτή είναι ατελής.
Για το γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα ~z λύνουµε

(A− λI)~z = ~u ⇒
[
−1 1
−1 1

] [
z1
z2

]
=

[
1
1

]
⇒ −z1 + z2 = 1 και έστω z1 = 0 άρα z2 = 1

άρα µε ~z = [0, 1]T η γενική λύση είναι

~v =

[
x
y

]
= c1e

−t
[
1
1

]
+ c2e

−t
([

1
1

]
t+

[
0
1

])
, c1, c2 ∈ R.

Και µε ϐάση την αρχ. συνθήκη c1 = 2 και c2 = −1.
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(ϐ) Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 8 σελ. 44, το (0, 0) είναι ευσταθής νόθος κόµβος και µε µπλέ η τροχία της λύσης
του (α).
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