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Θέµα 1

(α) [0.5] Υπολογίστε τη γενική λύση y(t) της ∆.Ε. y′ =
y

t
+ 2t2, t 6= 0.

(ϐ) [1 + 0.5] ΄Εστω p(t) ο πληθυσµός κάποιου είδους που ικανοποιεί τη ∆.Ε. p′ = 3p − p2, (i) λύστε τη ∆.Ε.
για την p(t) για p(0) = 1 και υπολογίστε το όριο της καθώς t → ∞ και (ii) σχεδιάστε το πεδίο κλίσεων για
t ∈ [0, 5] και, y ∈ [−5, 5] και επιβεβαιώστε γραφικά τα αποτελέσµατα του (i).

(γ) [1] Να λυθεί η ∆.Ε. y′ =
sin(t)− yety

tety + 1
(σε πεπλεγµένη µορφή).

Θέµα 2

(α) [1.5] ΄Εστω η ∆.Ε. y′′ + βy′ + 16y = 0, t ≥ 0. Υπολογίστε για ποιά τιµή ή τιµές του β η λύση y(t) της
∆.Ε., (i) ϕθίνει ισχυρά στο 0 καθώς t → ∞, (ii) ταλαντώνεται ανεξάρτητα από το t και (iii) ϕθίνει ασθενώς
ταλαντούµενη για t→∞, περιγράφοντας σε κάθε περίπτωση τις αντίστοιχες λύσεις.

(ϐ) [1.3] Υπολογίστε τη λύση του Π.Α.Τ. t2y′′ + ty′ = t2, y(1) = 1, y′(1) = −1

2
(χωρίς τη χρήση µετασχηµα-

τισµών Laplace)

Θέµα 3

∆ίνεται το παρακάτω σύστηµα ∆.Ε. για τις y1(t), y2(t)

y′1 = 3y1 + 1,

y′2 = 5y2 + et.

[1.5] Υπολογίστε τη γενική του λύση (χωρίς να το µετασχηµατίσετε σε διαφορικές δεύτερης τάξης) και [0.5]
δώστε µια περιγραφή (γράφηµα) του διανυσµατικού πεδίου του οµογενούς συστήµατος στο [2,−2] × [2,−2]
και της τροχιάς της λύσης για ~y(0) = [0.5, 0.5], χαρακτηρίστε επίσης την ευστάθειας των κρίσιµων σηµείων.

Θέµα 4

(α) [0.7 + 0.5] Υπολογίστε τους µετασχηµατισµούς Laplace των συναρτήσεων

(i) g(t) =

{
7 αν 0 ≤ t ≤ 4

t+ 9 αν t > 4
και (ii) f(t) = te−t − cos2 t

(ϐ) [1] Να λυθεί το Π.Α.Τ µε χρήση του µετασχηµατισµού Laplace

y′′ − 6y′ + 9y = t2e3t, y(0) = 2, y′(0) = 6,

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., Τελική Εξέταση, 08/2017, Λύσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) Η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη, αλλά είναι γραµµική και µπορεί να γαφεί ως y′ − t−1y = 2t2 και µε χρήση
ολοκληρωτικού παράγοντα

e
∫
−t−1dt = e− ln t = eln t

−1
= t−1

Αρα

t−1y′ − t−2y = 2t ⇒ (t−1y)′ = 2t ⇒ t−1y =

∫
2tdt ⇒ y(t) = t3 + Ct.

(ϐ)Η ∆.Ε. µπορεί να λυθεί σαν διαχωρίσιµη ή Bernoulli (η λύση της πρέπει να είναι η ίδια σε όποια περίπτωση).
Σαν διαχωρίσιµη

p′

p(3− p)
= 1 ⇒ p′

3p
− p′

3(p− 3)
= 1 ⇒ 1

3
ln p− 1

3
ln(p− 3) = t+ C ⇒ ln

(
p

p− 3

)
= 3t+ C ⇒

⇒ p

p− 3
= De3t και για p(0) = 1 έχουµε D = −1

2

Αρα p = −1

2
e3tp+

3

2
e3t ⇒ p =

(3/2)e3t

1 + (1/2)e3t
και για t→∞ το p→ (3/2)/(1/2) = 3.

(γ) Η ∆.Ε. είναι πρώτης τάξης µη-γραµµική και δεν είναι διαχωρίσιµη και µπορεί να γραφεί ώς
y′(tety + 1) + (yety − sin(t)) = 0 για να δούµε αν είναι ακριβής και έχουµε (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 4)

∂

∂t
(tety + 1) = ety + tyety

∂

∂y
(yety − sin(t)) = ety + tyety άρα είναι ακριβής.

Αρα u(t, y) =
∫
(yety − sin(t))dt+ g(y) ⇒ u(t, y) = ety + cos(t) + g(y) και

∂u(t, y)

∂y
= tety + g′(y) = tety + 1 ⇒ g′(y) = 1 ⇒ g(y) = y

΄Αρα η (πεπλεγµένη) λύση
ety + cos(t) + y = C.

Θέµα 2

(α) Η ∆.Ε. µπορεί να περιγράφει την κίνηση ένός συστήµατος ελατηρίου µάζας µε ή χωρίς απόσβεση (ϐλ.
∆ΙΑΛΕΞΗ 6). Αρχικά υπολογίζουµε τη µορφή της λύσης της ∆.Ε. που έχει χαρακτηριστική εξίσωση r2 + βr+

16 = 0 και ϱίζες r1 =
−β +

√
β2 − 64

2
και r2

−β −
√
β2 − 64

2
, άρα η λύση της ∆.Ε. έχει τη µορφή

y(t) = Aer1t +Ber2t, A,B σταθερές

και όταν r1 6= r2, δηλ. β 6= 8,−8, οι r1, r2 µπορεί να είναι πραγµατικές ή µιγαδικές. ΄Αρα χρειάζεται να
εξετάσουµε τις περιπτώσεις :
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• Αν β = 0 (χωρίς απόσβεση), οι r1, r2 είναι µιγαδικές (συζυγής µεταξύ τους) άρα η λύση είναι της µορφής
y(t) = A cos(4t) + B sin(4t) και ταλαντώνεται ανεξάρτητα από το t (απάντηση στο (ii)). Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ
6 σελ. 18.

• Αν β > 8 , οι r1, r2 είναι πραγµατικές και αρνητικές και τότε η λύση ϕθίνει ισχυρά στο 0 καθώς t →∞
(Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 6 σελ. 21). Επίσης, αν β = ±8 η διακρίνουσα είναι 0 και έχουµε διπλή ϱίζα. Η λύση
τότε είναι y(t) = Ae−βt/2 + Bte−βt/2. Αν β = 8 και για A,B > 0 η λύση αυξάνει µέχρι το χρόνο
t = 1

4 −
A
B (⇐ y′(t) = 0) (ακρότατο) και µετά η λύση ϕθίνει ισχυρά στο 0. (Η απάντηση για το (i) είναι

δηλ. για β ≥ 8 ).

• Αν 0 < b < 8 διακρίνουσα είναι αρνητική άρα έχει µιγαδικές ϱίζες και −β2 < 0. Η λύση είναι τοτε της
µορφής y(t) = Ae−βt/2 cos(ω1t) + Be−βt/2 sin(ω1t) (Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 6 σελ. 22-23), και η λύση ϕθίνει
ασθενώς ταλαντούµενη (απάντηση στο (iii)).

Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις η λύση y(t)→∞.

(ϐ) Η ∆.Ε. είναι της µορφής Euler-Cauchy µη-οµογενής. Λύνουµε πρώτα την οµογενή µε χαρακτ. εξίσωση

m(m− 1) +m+ 0 = 0 ⇒ m2 = 0 διπλή ϱίζα

΄Αρα ϑεµελιωδεις λύσεις της οµογενούς είναι οι y1 = t0 = 1 και y2 = t0 ln t = ln t (Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 6 σελ. 26)
και άρα η λύση της οµογενούς

yc = C1 + C2 ln t

Για την ειδική λύση, yp, της µη-οµιογενούς µπορούµε να εφαρµόσουµε είτε τη µέθοδο απροσδιόριστων
συντελεστών ή (ποιο δύσκολα) τη µεθοδο Lagrange (το αποτέλεσµα ϑα είναι το ίδιο).
Για τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών µαντεύουµε yp = At2+Bt+C και αρα y′p = 2At+B και y′′p = 2A
όπου αντικαθιστώντας στη ∆.Ε. έχουµε 4At2 +Bt = t2 ⇒ A = 1/4, B = 0, C = 0. ΄Αρα η γενική λύση της
∆.Ε. είναι

y = yc + yp = C1 + C2 ln t+
t2

4
.

Πρέπει να υπολογίσουµε και τα C1, C2 από τις αρχικές συνθήκες, και έχουµε y(1) = C1 + 0 + 1/4 = 1 ⇒
C1 = 3/4 και y′(1) = C2 + 1/2 = −1/2 ⇒ C2 = −1. ΄Αρα η λύση του Π.Α.Τ. είναι

y(t) =
3

4
= ln t+

t2

4

Θέµα 3

Το σύστηµα σε µορφή διανυσµατική γράφεται ως εξής ~y ′ =
[
3 0
0 5

]
~y +

[
1
et

]
.

Οι ιδιοτιµές είναι τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα του συστήµατος δηλ. λ1 = 3 και λ2 = 5 και τα αντίστοιχα
ιδιοδιανύσµατα είναι τα ~v1 = [1, 0]T και ~v2 = [0, 1]T. ΄Αρα η λύση του οµογενούς είναι

~yc = C1e
3t

[
1
0

]
+ C2e

5t

[
0
1

]

Για την ειδική λύση µαντεύουµε (µέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών) ~yp =

[
a1
a2

]
et +

[
b1
b2

]
t +

[
c1
c2

]
, όπου

αντικαθιστώντας στο σύστηµα µας δίνει

a1 = b1 = 0, c1 = −1/3, b2 = c2 = 0, a2 = −1/4

Αρα

~y = C1e
3t

[
1
0

]
+ C2e

5t

[
0
1

]
−
[
1/3
et/4

]
Το πεδίο διευθύνσεων είναι αυτό που αντιστοιχεί σε (ασταθή) κόµβο πηγής (q = λ1 ·λ2 > 0), ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ

8 σελ. 28 και σελ. 44-46.
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Παρατήρηση 1: Η ίδια ειδική λύση ~yp µπορεί να υπολογιστεί µε τη µέθοδο µεταβολής των παραµέτρων, ϐλ.

∆ΙΑΛΕΞΗ 9 σελ. 22, µε ϑεµελειώδη πίνακα λύσεων X(t) =

[
e3t 0
0 e5t

]
(από λύση οµογενούς).

Παρατήρηση 2: Μια δεύτερη µέθοδος για να πάρουµε την (ίδια) γενική λύση είναι να εφαρµόσουµε τη

µέθοδο του ολοκληρωτικού παράγοντα, ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 9 σελ. 13, µε P =

[
−3 0
0 −5

]
και ePt =

[
e−3t 0
0 e−5t

]
.

Θέµα 4

(α) (i) Με χρήση της συνάρτησης Heviside u(t− 4) (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 10 σελ. 53-54) έχουµε

g(t) = 7(1−u(t−4))+(t+9)u(t−4) = 7(1−u(t−4))+(t−4)u(t−4)+13u(t−4) = 7·1+6u(t−4)+(t−4)u(t−4)

L[g](s) = 7
1

s
+ 6e−4s

1

s
+ e−4s

1

s2
=
e−4s

s2
(7se4s + 6s+ 1).

(ii) Με χρήση του ότι cos2 t = (1 + cos(2t))/2) έχουµε

L[f ](s) = L[te−t](s)− 1

2
L[1](s)− 1

2
Lcos(2t)(s) ⇒

⇒ L[f ](s) = 1

(s+ 1)2
− 1

2s
− 1

2

s

s2 + 4

(ϐ) Εφαρµόζοντας το µετασχηµατισµού Laplace αριστερά και δεξιά της ∆.Ε. έχουµε

s2F (s)−2s−6−6(sF (s)−2)+9F (s) =
2

(s− 3)3
⇒ (όπου δεξιά εφαρµόζουµε ιδιότητα s−µετατόπισης )

⇒ (s2 − 6s+ 9)F (s) =
2

(s− 3)3
+ 2(s− 3) ⇒ F (s) =

2

(s− 3)5
+

2

s− 3

΄Αρα από αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 10 σελ. 37 ιδιοτητες 11 & 2 στον πίνακα)

y(t) =
1

12
t4e3t + 2e3t
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