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Θέµα 1

(α) [4] ΄Αν η f(t) είναι µια συνεχής συνάρτηση, δώστε τη λύση του Π.Α.Τ. y′ + f(t)y = 0, y(1) = 0.

(ϐ) [6] Χωρίς να λύσετε τη ∆.Ε. y′ = (y − 2)(y − 1), αν y(0) = 3 ποιά είναι η τιµή του y(4);

(γ) [10] ΄Ενα δοχείο περιέχει ένα διάλυµα Ϲάχαρης. Αρχικά περιέχει 2 λίτρα νερό και 15 γραµµάρια
διαλυµένης Ϲάχαρης. Στη συνέχεια νερό που περιέχει 5 γραµµάρια Ϲάχαρης ανά λίτρο µπαίνει στο
δοχείο µε ϱυθµό 2 λίτρα/λεπτό και ταυτόχρονα νερό ϐγαίνει από το δοχείο µε τον ίδιο ϱυθµό. Πόσα
γραµµάρια διαλυµένης Ϲάχαρης υπάρχουν στο δοχείο µετά από ln 5 λεπτά ;

(δ) [12] Υπολογίστε τη λύση της ∆.Ε. y′ =
2y

t
− y2t2, t > 0.

Θέµα 2

(α) [8] ΄Εστω y1(t) και y2(t) δύο λύσεις της ∆.Ε. t2y′′ − 2ty′ + cos(t)y = 0. Αν η Wronskian
W (y1, y2)(1) = 3, ϐρείτε την W (y1, y2)(2).

(ϐ) [15] Υπολογίστε τη γενική λύση της ∆.Ε. (χωρίς τη χρήση µετασχηµατισµού Laplace)

t3y′′ − 2t3y′ + t3y = 2et.

Θέµα 3

(α) [12] Υπολογίστε τους µετασχηµατισµούς Laplace, (i) L{te−t sin(t)} και (ii) L{u2(t)(t− 2)e−t}.

(ϐ) [15] Σε ένα οριζόντιο σύστηµα ελατήριου-µάζας µε απόσβεση και µε παραµέτρους m = 1krg,
c = 5N · s/m, k = 4N/m ασκείται µία εξωτερική δύναµη f(t) = 2N . Αν αρχικά το σύστηµα ϐρί-
σκεται ακίνητο στη ϑέση x(0) = 0, λύστε την ∆.Ε. που περιγράφει την ϑέση της µάζας στο χρόνο,
x(t), µε χρήση του µετασχηµατισµου Laplace και περιγράψτε την κίνηση της µάζας καθώς το t→∞.

Θέµα 4

[15] Για το παρακάτω µη-οµογενές σύστηµα ∆.Ε.

~y ′ =

[
3 0
0 5

]
~y +

[
1
et

]
,

υπολογίστε τη γενική του λύση (χωρίς να το µετασχηµατίσετε σε διαφορικές δεύτερης τάξης) και
[5] δώστε µια περιγραφή (γράφηµα) του διανυσµατικού πεδίου του οµογενούς συστήµατος στο
[2,−2] × [2,−2] και της τροχιάς της λύσης για ~y(0) = [0.5, 0.5], χαρακτηρίστε επίσης την ευστά-
ϑειας των κρίσιµων σηµείων.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Θέµα 1

(α) Η απάντηση είναι απευθείας y(t) = 0 (οµογενής)! Αν πάλι κάποιος ϑέλει να λύσει τη ∆.Ε. αυτή
είναι χωριζοµένων µεταβλητών

y′ = −f(t)y ⇒ y′

y
= −f(t) ⇒ y = Ce−

∫
f(t)dt

η οποία ικανοποιεί την αρχική συνθήκη µόνο όταν C = 0.

(ϐ) Κατασκευάζοντας το πεδίο κλίσεων, η ∆.Ε. έχει 2 σηµεία ισορροπίας το 1 και το 2 και για y(0) = 3
(αρχική τιµή) το y(4) = 2.

(γ) Το Π.Α.Τ. που περιγράφει τη µεταβολή της ποσότητας Ϲάχαρης, Q(t), στο χρόνο ειναι

dQ(t)

dt
= 2 · 5− 2 · Q(t)

2
, Q(0) = 15

δηλ.
dQ(t)

dt
+Q(t) = 10 ⇒ Q(t) = Ce−t + 10 ⇒ Q(0) = C + 10 = 15 ⇒ C = 5

αρα
Q(t) = 5e−t + 10 ⇒ Q(ln 5) = 5e− ln 5 + 10 = 11 (γραµµάρια)

(δ) Είναι µια εξίσωση Bernoulli άρα µε αντικατάσταση u = y1−2 = y−1 µετασχηµατίζεται στη γραµ-
µική ∆.Ε.

u′ +
2

t
u = t2 ⇒ (µε ολοκληρωτικό παράγοντα µ(t) = e

∫
2
t
dt = e2 ln |t| = t2) ⇒ u =

t3

5
+
C

t2

αρα

y =
1

u
=

1

t3

5
+
C

t2

.

Θέµα 2

(α) ΄Εχουµε p(t)− −2t
t2

= −2

t
αρα (Θεωρ. Abel)

W (y1, y2)(t) = C · e
∫
−p(t)dt = C · e

∫
2
t
dt = C · eln t2 = C · t2,

αρα W (y1, y2)(1) = C · 1 = 3 ⇒ C = 3 ⇒ W (y1, y2)(t) = 3t2 ⇒ W (y1, y2)(2) = 3 · 4 = 12.
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(ϐ) Η ∆.Ε. γράφεται y′′ − 2y′ + y =
2et

t3
και λύνεται µε τη µέθοδο µεταβολής των παραµέτρων

(Lagrange), λύνοντας πρώτα την οµογενή που έχει χαρακτ. εξίσωση

r2 − 2r + 1 = (r − 1)2 = 0 ⇒ yo = C1y1 + C2y2 = C1e
t + C2te

t

άρα

yp = u1y1 + u2y2 και u1 =
2

t
, u2 = −

1

t2
⇒ yp =

et

t

άρα η γενική λύση

y = yo + yp = C1e
t + C2tet +

et

t
.

Θέµα 3

(α) (i) ΄Εστω f(t) = e−t sin(t) τοτε ϑέλουµε (∆ΙΑΛΕΞΗ 10, σελ. 16)

L[tf(t)] = (−1) d
ds
L[f(t)] = (−1) d

ds
L[e−t sin(t)] = (−1) d

ds

[
1

(s+ 1)2 + 1

]
=

2(s+ 1)

((s+ 1)2 + 1)2
.

και

(ii) Αρχικά L[u2(t)(t− 2)] = e−2sL[t] = e−2s

s2
άρα L[u2(t)(t− 2)e−t] =

e−2(s+1)

(s+ 1)2
.

(ϐ) Το Π.Α.Τ. µε ϐάση τα δεδοµένα

mx′′(t) + cx′(t) + kx(t) = f(t) ⇒ x′′ + 5x′ + 4x = 2, µε x′(0) = 0 = x(0)

Εφαρµόζοντας Laplace έχουµε

s2F (s) + 5sF (s) + 4F (s) =
2

s
⇒ F (s) =

2

s(s2 + 5s+ 4)
=

2

s(s+ 4)(s+ 1)

Από ανάλυση σε απλά κλάσµατα

F (s) =
1

2s
+

1

6(s+ 4)
− 2

3(s+ 1)

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace δίνει

x(t) = L−1
[
1

2s
+

1

6(s+ 4)
− 2

3(s+ 1)

]
=

1

2
+
e−4t

6
− 2

3
e−t

΄Οταν t→∞ τοτε x(t)→ 1
2
.

Θέµα 4

Οι ιδιοτιµές είναι τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα του συστήµατος δηλ. λ1 = 3 και λ2 = 5 και τα
αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι τα ~v1 = [1, 0]T και ~v2 = [0, 1]T. ΄Αρα η λύση του οµογενούς είναι

~yc = C1e
3t

[
1
0

]
+ C2e

5t

[
0
1

]
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Για την ειδική λύση µαντεύουµε (µέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών) ~yp =
[
a1
a2

]
et+

[
b1
b2

]
t+

[
c1
c2

]
,

όπου αντικαθιστώντας στο σύστηµα µας δίνει

a1 = b1 = 0, c1 = −1/3, b2 = c2 = 0, a2 = −1/4

Αρα

~y = C1e
3t

[
1
0

]
+ C2e

5t

[
0
1

]
−
[
1/3
et/4

]

Το πεδίο διευθύνσεων είναι αυτό που αντιστοιχεί σε (ασταθή) κόµβο πηγής (q = λ1 · λ2 > 0), ϐλ.
∆ΙΑΛΕΞΗ 8 σελ. 28 και σελ. 44-46.

Παρατήρηση 1: Η ίδια ειδική λύση ~yp µπορεί να υπολογιστεί µε τη µέθοδο µεταβολής των πα-

ϱαµέτρων, ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 9 σελ. 22, µε ϑεµελειώδη πίνακα λύσεων X(t) =

[
e3t 0
0 e5t

]
(από λύση

οµογενούς).

Παρατήρηση 2: Μια δεύτερη µέθοδος για να πάρουµε την (ίδια) γενική λύση είναι να εφαρµόσουµε

τη µέθοδο του ολοκληρωτικού παράγοντα, ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 9 σελ. 13, µε P =

[
−3 0
0 −5

]
και ePt =[

e−3t 0
0 e−5t

]
.
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