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Ορισµός 1. [Φανταστική Μονάδα] Η ϕανταστική µονάδα i είναι ένα

στοιχείο µε την ιδιότητα i2 = −1.
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Ορισµός 1. [Φανταστική Μονάδα] Η ϕανταστική µονάδα i είναι ένα

στοιχείο µε την ιδιότητα i2 = −1.

Ορισµός 2. [Φανταστικοί Αριθµοί] Το σύνολο I των ϕανταστικών αριθµών

είναι ένα σύνολο τα στοιχεία του οποίου είναι εκφράσεις της µορφής ib

όπου b είναι πραγµατικός αριθµός και i είναι η ϕανταστική µονάδα. ∆ηλαδή

I = {bi : b ∈ R, i2 = −1}.

Τα στοιχεία του I ονοµάζονται ϕανταστικοί αριθµοί.

Ορισµός 3. [Μιγαδικοί Αριθµοί] Το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών είναι

ένα σύνολο τα στοιχεία του οποίου είναι εκφράσεις της µορφής a+ ib όπου

τα a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί και i είναι η ϕανταστική µονάδα. ∆ηλαδή

C = {a+ ib : a ∈ R, b ∈ R, i2 = −1}.

Τα στοιχεία του C ονοµάζονται µιγαδικοί αριθµοί.
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Συνήθως οι µιγαδικοί αριθµοί συµβολίζονται µε τα γράµµατα z και w.

Παράδειγµα 1. Οι αριθµοί: 2i, πi, i8,− ln (3)i είναι ϕανταστικοί. Οι

αριθµοί: 1 + i,−3 + 7i, 1 + ie, e+ 3πi είναι µιγαδικοί.

Το σύνολο C περιέχει όλους τους πραγµατικούς αριθµούς, όλους τους

ϕανταστικούς αριθµούς και όλα τα αθροίσµατα της µορφής

a+ ib : a ∈ R, b ∈ R δηλ. N ⊂ Z ⊂ R ⊂ C.
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Συνήθως οι µιγαδικοί αριθµοί συµβολίζονται µε τα γράµµατα z και w.

Παράδειγµα 1. Οι αριθµοί: 2i, πi, i8,− ln (3)i είναι ϕανταστικοί. Οι

αριθµοί: 1 + i,−3 + 7i, 1 + ie, e+ 3πi είναι µιγαδικοί.

Το σύνολο C περιέχει όλους τους πραγµατικούς αριθµούς, όλους τους

ϕανταστικούς αριθµούς και όλα τα αθροίσµατα της µορφής

a+ ib : a ∈ R, b ∈ R δηλ. N ⊂ Z ⊂ R ⊂ C.

Ορισµός 4. [Πραγµατικό/Φανταστικό Μέρος ] Κάθε µιγαδικός αριθµός z

γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως

z = a+ bi µε a ∈ R, b ∈ R

Η µορφή αυτή γραφής ονοµάζεται συνήθης ή καρτεσιανή. Ο πραγµατικός

αριθµός a καλείται πραγµατικό µέρος του z και συµβολίζεται µε Re(z). Ο

αριθµός b καλείται ϕανταστικό µέρος του z και συµβολίζεται µε Im(z).
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Παράδειγµα 2. Το πραγµατικό µέρος του z = 5− 2i είναι το 5 και το

ϕανταστικό µέρος του είναι το −2. ∆ηλαδή Re(z) = 5 και Im(z) = −2.
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Παράδειγµα 2. Το πραγµατικό µέρος του z = 5− 2i είναι το 5 και το

ϕανταστικό µέρος του είναι το −2. ∆ηλαδή Re(z) = 5 και Im(z) = −2.

Ορισµός 5. [Εικόνα Μιγαδικού/Μιγαδικό Επίπεδο] Κάθε µιγαδικό αριθµό

z = a+ bi µπορούµε να τον αντιστοιχίσουµε στο σηµείο M(a, b) ενός

καρτεσιανού επιπέδου. Το σηµείο M λέγεται εικόνα του µιγαδικού z. Το

καρτεσιανό επίπεδο του οποίου τα σηµεία είναι εικόνες µιγαδικών αριθµών

ϑα λέγεται µιγαδικό επίπεδο (ή πολικό επίπεδο ή διάγραµµα του Argand).

Re{z}

Πραγματικός Άξονας (x)

Im{z} Φανταστικός Άξονας (y)

•M(a, b) ≡M(z)

O a

b

Σχήµα 1: Το µιγαδικό επίπεδο.
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Λυµένη ΄Ασκηση 1. Να σηµειωθούν οι εικόνες και οι διανυσµατικές

ακτίνες των παρακάτω µιγαδικών αριθµών στο µιγαδικό επίπεδο :

z1 = 1, z2 = i, z3 = −2i, z4 = 2 + 3i, z5 = 2− 3i, z6 = −1 + 2i.

Re{z}

Πραγματικός Άξονας

Im{z} Φανταστικός Άξονας

O
•
M1(z1)

•M2(z2)

•M3(z3)

•M4(z4)

•M5(z5)

•M5(z5)

−4

−4

−3

−3

−2

−2

−1

−1

1

1

2

2

3

3

4

4

Σχήµα 2: Εικόνες διάφορων µιγαδικών.
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Πράξεις στο C

Ορισµός 6. [Συζυγής ] ΄Εστω ο µιγαδικός αριθµός z = a+ bi. Ο µιγαδικός

αριθµός a− bi λέγεται συζυγής του z και συµβολίζεται µε z̄. ∆ηλαδή

Αν z = a+ bi⇒ z̄ = a− bi
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Πράξεις στο C

Ορισµός 6. [Συζυγής ] ΄Εστω ο µιγαδικός αριθµός z = a+ bi. Ο µιγαδικός

αριθµός a− bi λέγεται συζυγής του z και συµβολίζεται µε z̄. ∆ηλαδή

Αν z = a+ bi⇒ z̄ = a− bi

Ορισµός 7. [Πρόσθεση/Αφαίρεση] ΄Εστω οι µιγαδικοί αριθµοί z1 = a+ bi

και z2 = c+ di. Το άθροισµα/αφαίρεση τους ορίζεται να είναι ο µιγαδικός

(a+ c)± (b+ d)i. ∆ηλαδή

z1 ± z2 = (a+ bi)± (c+ di) = (a± c) + (b± d)i.
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Πράξεις στο C

Ορισµός 8. [Πολλαπλασιασµός ] ΄Εστω οι µιγαδικοί αριθµοί z1 = a+ bi και

z2 = c+ di. Το γινόµενο τους ορίζεται ως

z1 · z2 = z1z2 = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.
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Πράξεις στο C

Ορισµός 8. [Πολλαπλασιασµός ] ΄Εστω οι µιγαδικοί αριθµοί z1 = a+ bi και

z2 = c+ di. Το γινόµενο τους ορίζεται ως

z1 · z2 = z1z2 = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Παρατήρηση: z1 · z̄1 = a2 + b2 (πραγµατικός)
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Πράξεις στο C

Ορισµός 8. [Πολλαπλασιασµός ] ΄Εστω οι µιγαδικοί αριθµοί z1 = a+ bi και

z2 = c+ di. Το γινόµενο τους ορίζεται ως

z1 · z2 = z1z2 = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Παρατήρηση: z1 · z̄1 = a2 + b2 (πραγµατικός)

Ορισµός 9. [∆ιαίρεση] ΄Εστω οι µιγαδικοί αριθµοί z1 = a+ bi και

z2 = c+ di 6= 0. Το πηλίκο τους
z1
z2

ορίζεται ως

z1
z2

=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad
c2 + d2

i

Παρατήρηση: Το αποτέλεσµα ϐγαίνει πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας

µε το συζυγή,
z1
z2

=
z1 · z̄2
z2 · z̄2
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Πράξεις στο C

Λυµένη ΄Ασκηση 2. ΄Εστω οι µιγαδικοί z1 = 1 + i και z2 = −2 + 3i. Να

γίνουν οι πράξεις : z1 + z2, z1 − z2, z1z2,
z1
z2

και να γραφεί ο αντίθετος του

z1 στην καρτεσιανή µορφή του.

• z1 + z2 = (1 + i) + (−2 + 3i) = (1 + (−2)) + (1 + 3)i = −1 + 4i.

• z1 − z2 = (1 + i)− (−2 + 3i) = (1 + i)− (−2 + 3i) =

(1− (−2)) + (1− 3)i = 3− 2i.

• z1z2 (α΄ τρόπος - ϑυµόµαστε τον τύπο)

= (1 + i)(−2 + 3i) = (1 · (−2)− 1 · 3) + (1 · 3 + 1 · (−2))i = −5 + i.

• z1z2 (ϐ΄ τρόπος - εφαρµόζουµε ιδιότητες)

= (1 + i)(−2 + 3i) = 1 · (−2) + 1 · 3i− 2i+ 3i(i) =

−2 + 3i− 2i+ 3i2 = −2 + i− 3 = −5 + i.
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• z1
z2

(α΄ τρόπος - ϑυµόµαστε τον τύπο)

=
1(−2) + 1 · 3
(−2)2 + 32

+
1(−2)− 1 · 3
(−2)2 + 32

i =
1

13
− 5

13
i.

• z1
z2

(ϐ΄ τρόπος - πολλαπλασιάζουµε και αριθµητή και παρονοµαστή µε τον

συζυγή του παρονοµαστή και εφαρµόζουµε ιδιότητες) =
1 + i

−2 + 3i
=

(1 + i)(−2− 3i

(−2 + 3i)(−2− 3i)
=

−2− 3i− 2i− 3i2

−2(−2)− 2(−3i)− 2 · 3i− 9i2
=

−2− 5i+ 3

4 + 6i− 6i− 9i2
=

1− 5i

4 + 9
=

1

13
− 5

13
i.
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• z1
z2

(α΄ τρόπος - ϑυµόµαστε τον τύπο)

=
1(−2) + 1 · 3
(−2)2 + 32

+
1(−2)− 1 · 3
(−2)2 + 32

i =
1

13
− 5

13
i.

• z1
z2

(ϐ΄ τρόπος - πολλαπλασιάζουµε και αριθµητή και παρονοµαστή µε τον

συζυγή του παρονοµαστή και εφαρµόζουµε ιδιότητες) =
1 + i

−2 + 3i
=

(1 + i)(−2− 3i

(−2 + 3i)(−2− 3i)
=

−2− 3i− 2i− 3i2

−2(−2)− 2(−3i)− 2 · 3i− 9i2
=

−2− 5i+ 3

4 + 6i− 6i− 9i2
=

1− 5i

4 + 9
=

1

13
− 5

13
i.

Ορισµός 10. [∆ύναµη] ΄Εστω z µιγαδικός αριθµός. Για κάθε ϑετικό ακέραιο

n µε n > 1 ορίζουµε

z1 = z, z2 = zz, z3 = z2z, . . . , zn = zn−1z.

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 8



Αν z 6= 0, ορίζουµε

z0 = 1 και z−n =
1

zn
, για κάθε ϑετικό ακέραιο n.

Οι γνωστές ιδιότητες των δυνάµεων στους πραγµατικούς αριθµούς ισχύουν

και στους µιγαδικούς. Για τις δυνάµεις του i παρατηρούµε ότι :

i0 = 1, i1 = i, i2 = −1, i3 = i2i = −i, i4 = i2i2 = (−1)(−1) = 1, . . .
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(α)
1

1 + i
1 =

1− i
(1 + i)(1− i) =

1− i
1− i+ i− i2 =

1− i
1 + 1

=
1− i

2
=

1

2
− 1

2
i.

1
Πολλαπλασιάζω και αριθµητή και παρονοµαστή µε τον συζυγή του παρονοµαστή.
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(α)
1

1 + i
1 =

1− i
(1 + i)(1− i) =

1− i
1− i+ i− i2 =

1− i
1 + 1

=
1− i

2
=

1

2
− 1

2
i.

(β) i+ i2 + i3 + i4 = i− 1 + i2 · i+ (i2)2 = i− 1− 1 · i+ (−1)2 =

i− 1− i+ 1 = 0 = 0 + 0i.

1
Πολλαπλασιάζω και αριθµητή και παρονοµαστή µε τον συζυγή του παρονοµαστή.
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(α)
1

1 + i
1 =

1− i
(1 + i)(1− i) =

1− i
1− i+ i− i2 =

1− i
1 + 1

=
1− i

2
=

1

2
− 1

2
i.

(β) i+ i2 + i3 + i4 = i− 1 + i2 · i+ (i2)2 = i− 1− 1 · i+ (−1)2 =

i− 1− i+ 1 = 0 = 0 + 0i.

(γ) i1001 = i4·250+1 = i4·250i1 = (i4)250i = 1250i = i

1
Πολλαπλασιάζω και αριθµητή και παρονοµαστή µε τον συζυγή του παρονοµαστή.
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(α)
1

1 + i
1 =

1− i
(1 + i)(1− i) =

1− i
1− i+ i− i2 =

1− i
1 + 1

=
1− i

2
=

1

2
− 1

2
i.

(β) i+ i2 + i3 + i4 = i− 1 + i2 · i+ (i2)2 = i− 1− 1 · i+ (−1)2 =

i− 1− i+ 1 = 0 = 0 + 0i.

(γ) i1001 = i4·250+1 = i4·250i1 = (i4)250i = 1250i = i

(δ)
(
π − i

√
5
)2

= π2 − 2π
√

5i+
(
i
√

5
)2

= π2 − 2π
√

5i+ i2
√

5
2

=

π2 − i− 5 =
(
π2 − 5

)
+
(
−2π
√

5
)
i

1
Πολλαπλασιάζω και αριθµητή και παρονοµαστή µε τον συζυγή του παρονοµαστή.
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Πρόταση 1. [Ιδιότητες συζυγή] ΄Εστω z και z1, z2, . . . , zn µιγαδικοί αριθµοί.

Τότε ισχύουν :

• (z̄) = z.

• Ο z είναι πραγµατικός ανν z̄ = z και ο z είναι ϕανταστικός ανν z̄ = −z.

• z + z̄ = 2Re(z).

• z − z̄ = 2Im(z)i.

• z1 + z2 + . . .+ zn = z1 + z2 + . . .+ zn.

• z1 − z2 = z1 − z2.

• z1 · z2 · . . . · zn = z1 · z2 · . . . · zn και (zn) = (z)
n

•
(
z1
z2

)
=
z̄1
z̄2
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Πολυωνυµικές Εξισώσεις

Θεώρηµα 1. Κάθε πολυωνυµική εξίσωση n−οστού ϐαθµού

anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0 = 0, an 6= 0 (1)

έχει, στο σύνολο των µιγαδικών, n ακριβώς ϱίζες (όχι κατ΄ ανάγκη

διαφορετικές µεταξύ τους). Αν z1, z2, . . . , zn είναι οι ϱίζες της (1) τότε

ισχύει η επόµενη ανάλυση σε πρωτοβάθµιους παράγοντες

anz
n+ an−1z

n−1 + . . .+ a1z+ a0 = an(z− z1) · (z− z2) · . . . · (z− zn)

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 11



Πολυωνυµικές Εξισώσεις

Λυµένη ΄Ασκηση 4. Να λυθούν, στο σύνολο C, οι παρακάτω εξισώσεις :

(α) z2 + 1 = 0 και (ϐ)
z

2− i + 1 = z − i.

(α)

z2+1 = 0⇔ z2 = −1⇔ z = ±i (Εξ΄ ορισµου γνωριζουµε οτι i2 = −1. )
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(ϐ)

z

2− i + 1 = z − i⇔

z + 2− i = (z − i) (2− i)⇔
z + 2− i = (2− i) z − 1− 2i⇔

z − (2− i) z = −2 + i− 1− 2i⇔
(−1 + i) z = −3− i⇔

z =
−3− i
−1 + i

⇔

z =
(−3− i) (−1− i)
(−1 + i) (−1− i) ⇔

z =
2 + 4i

2
⇔

z = 1 + 2i

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 13



∆ευτεροβάθµια Εξίσωση µε Πραγµατικούς Συντελεστές

Πρόταση 2. Η δευτεροβάθµια εξίσωση

az2 + bz + c = 0, a, b, c ∈ R και a 6= 0

έχει πάντα δυο ϱίζες στο C. Υπολογίζουµε την διακρίνουσα D = b2 − 4ac

και έχουµε τις περιπτώσεις :

• Αν D > 0 τότε η εξίσωση έχει δυο πραγµατικές ϱίζες : z1,2 =
−b±

√
D

2a

• Αν D=0 τότε έχει δυο ίσες πραγµατικές ϱίζες2: z1 = z2 =
−b
2a

• Αν D < 0 τότε η εξίσωση έχει δυο (συζυγείς) µιγαδικές ϱίζες :

z1,2 =
−b± i

√
−D

2a
2

µια διπλή πραγµατική ϱίζα
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∆ευτεροβάθµια Εξίσωση µε Πραγµατικούς Συντελεστές

Ισχύουν οι γνωστοί τύποι του Vietta για το άθροισµα και το γινόµενο των

ϱιζών. ∆ηλαδή

z1 + z2 = −b
a

και z1 · z2 =
c

a
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∆ευτεροβάθµια Εξίσωση µε Πραγµατικούς Συντελεστές

Ισχύουν οι γνωστοί τύποι του Vietta για το άθροισµα και το γινόµενο των

ϱιζών. ∆ηλαδή

z1 + z2 = −b
a

και z1 · z2 =
c

a

Λυµένη ΄Ασκηση 5. Να λυθεί, στο σύνολο C, η x2 − 2x+ 2 = 0.

Υπολογίζω την διακρίνουσα : D = (−2)2 − 4 · 1 · 2 = −4 < 0. ΄Αρα η

εξίσωση έχει δυο συζυγείς µιγαδικές ϱίζες :

x1,2 =
2± i

√
4

2 · 1 ⇔ x1 = 1 + i και x2 = 1− i
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Ρίζες Πολυωνύµου

Λυµένη ΄Ασκηση 6. Να λυθεί, στο σύνολο C, η z3 − 3z2 + 4z − 2 = 0.

Η εξίσωση είναι 3ου ϐαθµού και ϑα έχει τρεις ϱίζες στο C. Πιθανές

ακέραιες ϱίζες είναι οι ±1,±2. ∆οκιµάζω (σχήµα Horner) την z = 1.

΄Αρα η z = 1 είναι ϱίζα και έχουµε

z3 − 3z2 + 4z − 2 = 0⇔
(z − 1)

(
z2 − 2z + 2

)
= 0⇔

z = 1 ή z = 1 + i ή z = 1− i

(Η δευτεροβάθµια έχει λυθεί προγενέστερα (5).
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Μιγαδικές Ιδιοτιµές και Ιδιοδιανύσµατα

Λυµένη ΄Ασκηση 7. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµες και τα αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα του πίνακα

A =

[
3 −2

4 −1

]
.

΄Εστω λ ιδιοτιµή του A. Τότε :

det (A− λI) = 0⇔∣∣∣∣3− λ −2

4 −1− λ

∣∣∣∣ = 0⇔

λ2 − 2λ+ 5 = 0

Επιλύουµε την δευτεροβάθµια :
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Μιγαδικές Ιδιοτιµές και Ιδιοδιανύσµατα
D = (−2)

2 − 4 · (1) · 5 = −16 < 0. ΄Αρα

λ1,2 =
2± i

√
16

2
⇔


λ1 = 1 + 2i

λ2 = 1− 2i
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Μιγαδικές Ιδιοτιµές και Ιδιοδιανύσµατα
D = (−2)

2 − 4 · (1) · 5 = −16 < 0. ΄Αρα

λ1,2 =
2± i

√
16

2
⇔


λ1 = 1 + 2i

λ2 = 1− 2i

΄Εστω
−→x =

[
x1
x2

]
µε x1, x2 ∈ C το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην

ιδιοτιµή λ1 :

A−→x = λ1
−→x ⇔[

3 −2

4 −1

] [
x1
x2

]
= (1 + 2i)

[
x1
x2

]
⇔
[
3x1 − 2x2
4x1 − x2

]
=

[
(1 + 2i)x1
(1 + 2i)x2

]
⇔
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{
3x1 − 2x2 − (1 + 2i)x1=0

4x1 − x2 − (1 + 2i)x2=0
⇔
{

(2− 2i)x1 − 2x2=0

4x1 − (2 + 2i)x2=0
⇔
{

(1− i)x1 − x2=0

2x1 − (1 + i)x2=0

Παρατηρείστε ότι οι δυο εξισώσεις είναι ισοδύναµες. Πράγµατι :

2x1 − (1 + i)x2 = 0⇔ (1− i)x1 − x2 = 0

Εποµένως (1− i)x1 − x2 = 0⇔ x2 = (1− i)x1 . ΄Αρα κάθε

ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην λ1 είναι της µορφής

−→x =

[
α

(1− i) a

]
, α ∈ C.

Είναι εύκολο να δειχτεί ότι κάθε ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ2

είναι της µορφής
−→y = (−→x ) =

[
α

(1 + i)α

]
. Αυτό είναι άµεση συνέπεια

των γεγονότων ότι (α) λ2 = λ1 και (ϐ) τα στοιχεία του πίνακα A είναι

πραγµατικοί αριθµοί.
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Μέτρο και ΄Ορισµα Μιγαδικού Αριθµού
Ορισµός 11. ΄Εστω M(x, y) η εικόνα του µιγαδικού z = x+ yi στο

µιγαδικό επίπεδο. Ορίζουµε ως µέτρο του z την απόσταση του Μ από την

αρχή των αξόνων O, δηλαδή

|z| =
∣∣∣−−→OM ∣∣∣ =

√
x2 + y2.

Re{z}

Im{z}

•M(x, y)

|z|

O x

y

Σχήµα 3: Μέτρο µιγαδικού.

Το µέτρο ενός µιγαδικού αριθµού είναι πάντα ϑετικός πραγµατικός αριθµός. Το µέτρο (στο

σύνολο C µπορεί να ϑεωρηθεί σαν µια επέκταση της απόλυτης τιµής (στο σύνολο R).
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Ιδιότητες Μέτρου Μιγαδικού Αριθµού
΄Εστω z, z1, z2 µιγαδικοι αριθµοί. Τότε ισχύουν :

• Μέτρο αντίθετου : |z| = |−z|

• Μέτρο συζυγή: |z| = |z̄|

• Τετράγωνο µέτρου : |z|2 = z · z̄

• Μέτρο γινοµένου (γενικεύεται για περισσότερους µιγαδικούς)

|z1z2| = |z1| · |z2|

• Μέτρο πηλίκου

∣∣∣z1z2∣∣∣ = |z1|
|z2|
, µε z2 6= 0

• Μέτρο δύναµης

|zn| = |z|n , ∀n ≥ 1

• Τριγωνική ανισότητα

||z1| − |z2|| ≤ |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 21



Μέτρο και ΄Ορισµα Μιγαδικού Αριθµού

Ορισµός 12. [΄Ορισµα/Πρωτεύον ΄Ορισµα] ΄Εστω ένας αριθµός z = x+ yi και
−−→
OM η

διανυσµατική ακτίνα του. Ορίζουµε σαν όρισµα του µιγαδικού z (και συµβολίζουµε µε

arg(z)) καθεµία από τις γωνίες που έχουν αρχική πλευρά την ηµιευθεία Ox και τελική

πλευρά την ηµιευθεία OM . Από όλα τα (άπειρα το πλήθος) ορίσµατα του z ακριβώς ένα

ϐρίσκεται στο διάστηµα [0, 2π). Αυτό ονοµάζεται πρωτεύον όρισµα του µιγαδικού z και

συµβολίζεται µε Arg(z).

x

y

•M(z)

O

θ
θ2

θ1

θ arg (z) Arg(z)

θ1 arg (z) = 2π + θ

θ2 arg (z) = 4π + θ

Σχήµα 4: ΄Ορισµα µιγαδικού αριθµού.
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Ορισµός 13. [Τριγωνοµετρική Μορφή Μιγαδικού] ΄Εστω ο µιγαδικός z = x+ yi 6= 0. Αν

r είναι το µέτρο του και θ ένα όρισµα του, τότε ο µιγαδικός µπορεί να γραφεί και στην

µορφή

z = r (cos θ + i sin θ) .

Η µορφή αυτή ονοµάζεται τριγωνοµετρική.

Re{z}

Im{z}

•M(x, y)

O

r y = r sin θ

x = r cos θ
3

2

θ

Σχήµα 5: Τριγωνοµετρική Μορφή Μιγαδικού
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Ορισµός 14. [Τύπος του Euler] ΄Εστω θ ∈ R. Ορίζουµε

eiθ = cos θ + i sin θ.

Με την ϐοήθεια του παραπάνω ορισµού η τριγωνοµετρική µορφή µπορεί να γραφεί λίγο

πιο ¨κοµψά¨.

Ορισµός 15. [Εκθετική Μορφή Μιγαδικού] Καθε µιγαδικός z µπορεί να γραφεί στην

µορφή

z = reiθ,

όπου r = |z| και θ = arg(z). Η µορφή αυτή ονοµάζεται εκθετική ή πολική. Το µέτρο r και

το όρισµα θ καλούνται πολικές συντεταγµένες του σηµείου M(x, y).

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 24



Λυµένη ΄Ασκηση 8. Να γραφούν σε εκθετική µορφή οι µιγαδικοί: (α) z1 = 1 +
√

3i, (ϐ)

z5 = 1 και (γ) z6 = i.

(α) Για το µέτρο : r =

√
12 +

(√
3
)2

=
√

4 = 2. Για το όρισµα : ψάχνω γωνία θ τέτοια ώστε
cos θ = 1

2

sin θ =
√
3
2

. Μια τέτοια γωνία είναι η θ =
π

3
(µάλιστα είναι και το πρωτεύον όρισµα

αφού θ ∈ [0, 2π]). ΄Αρα

z1 = 1 +
√

3i = 2
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)
= 2ei

π
3
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Λυµένη ΄Ασκηση 8. Να γραφούν σε εκθετική µορφή οι µιγαδικοί: (α) z1 = 1 +
√

3i, (ϐ)

z5 = 1 και (γ) z6 = i.

(α) Για το µέτρο : r =

√
12 +

(√
3
)2

=
√

4 = 2. Για το όρισµα : ψάχνω γωνία θ τέτοια ώστε
cos θ = 1

2

sin θ =
√
3
2

. Μια τέτοια γωνία είναι η θ =
π

3
(µάλιστα είναι και το πρωτεύον όρισµα

αφού θ ∈ [0, 2π]). ΄Αρα

z1 = 1 +
√

3i = 2
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)
= 2ei

π
3

(ϐ) z5 = −1 = 1 (cosπ + i sinπ) = eiπ. 3

(γ) z6 = i = 1
(

cos
π

2
+ i sin

π

2

)
= ei

π
2 .

3
Παρατηρείστε ότι : eiπ + 1 = 0. Αυτή η σχέση, που συνδέει τρεις ϐασικές µαθηµατικές σταθερές,

είναι γνωστή ταυτότητα του Euler και ϑεωρείται παράδειγµα ιδιαίτερου µαθηµατικού κάλους.
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Πρόταση 3. [Ιδιότητες Εκθετικής Μορφής ] ΄Εστω z = reiθ, z1 = r1e
iθ1 και z2 = r2e

iθ2

µιγαδικοί αριθµοί σε εκθετική µορφή. Τότε ισχύουν τα παρακάτω :

•
eiθ = ei(θ+2kπ), k ∈ Z

• Ισότητα

z1 = z2 ⇔

 r1 = r2

θ2 = θ1 + 2kπ, k ∈ Z
.

• Συζυγής

z̄ = re−iθ.

• Πολλαπλασιασµός

z1 · z2 = r1r2e
i(θ1+θ2)

• ∆ιαίρεση
z1
z2

=
r1
r2
ei(θ1−θ2)

• Θεώρηµα του De Moivre

zn = rnei(nθ).
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