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΄Ενα παράδειγµα
∆ύο δεξαµενές περιέχουν 100gal (×3.78l) νερού

η καθεµία. Η T1 έχει καθαρό νερό και η T2 περιέχει

διαλύµένο λιπασµα 150lb. Το νερό ανακυκλώνεται µεταξύ

των T1 και T2 µε ϱυθµό 2gal/min. Αν y1(t) και y2(t) οι

ποσότητες λιπάσµατος στο T1 και T2 αντίστοιχα, σε πόσο χρόνο το T1 ϑα

περιέχει το µισό σε ποσότητα λίπασµα από όσο ϑα περιέχει το T2;
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΄Ενα παράδειγµα
∆ύο δεξαµενές περιέχουν 100gal (×3.78l) νερού

η καθεµία. Η T1 έχει καθαρό νερό και η T2 περιέχει

διαλύµένο λιπασµα 150lb. Το νερό ανακυκλώνεται µεταξύ

των T1 και T2 µε ϱυθµό 2gal/min. Αν y1(t) και y2(t) οι

ποσότητες λιπάσµατος στο T1 και T2 αντίστοιχα, σε πόσο χρόνο το T1 ϑα

περιέχει το µισό σε ποσότητα λίπασµα από όσο ϑα περιέχει το T2;

Οι (χρονικές) µεταβολές σε κάθε δεξαµενή είναι y′1(t) και y′2(t)

y′1 = Εισροή/min− Εκροή/min =
2

100
y2 −

2

100
y1;

y′2 = Εισροή/min− Εκροή/min =
2

100
y1 −

2

100
y2
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ποσότητες λιπάσµατος στο T1 και T2 αντίστοιχα, σε πόσο χρόνο το T1 ϑα

περιέχει το µισό σε ποσότητα λίπασµα από όσο ϑα περιέχει το T2;

Οι (χρονικές) µεταβολές σε κάθε δεξαµενή είναι y′1(t) και y′2(t)

y′1 = Εισροή/min− Εκροή/min =
2

100
y2 −

2

100
y1;

y′2 = Εισροή/min− Εκροή/min =
2

100
y1 −

2

100
y2

~y′ = A~y =

[
−0.02 0.02

0.02 −0.02

]
~y, µε αρχ. συνθ. y1(0) = 0, y2(0) = 150.
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∆ύο Εξισώσεις µε δύο αγνώστους (άγνωστες συναρτήσεις)

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα µε αγνώσους y1(t) και y2(t)

y′1 = a11y1 + a12y2

y′2 = a21y1 + a22y2, aij ∈ R
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∆ύο Εξισώσεις µε δύο αγνώστους (άγνωστες συναρτήσεις)

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα µε αγνώσους y1(t) και y2(t)

y′1 = a11y1 + a12y2

y′2 = a21y1 + a22y2, aij ∈ R

Παράδειγµα (εύκολο)
y′1 = y1

y′2 = y1 − y2

µε αρχικές συνθήκες y1(0) = 1, y2(0) = 2.
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∆ύο Εξισώσεις µε δύο αγνώστους (άγνωστες συναρτήσεις)

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα µε αγνώσους y1(t) και y2(t)

y′1 = a11y1 + a12y2

y′2 = a21y1 + a22y2, aij ∈ R

Παράδειγµα (εύκολο)
y′1 = y1

y′2 = y1 − y2

µε αρχικές συνθήκες y1(0) = 1, y2(0) = 2.

Λύση y1 = C1e
t
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y′1 = y1

y′2 = y1 − y2

µε αρχικές συνθήκες y1(0) = 1, y2(0) = 2.

Λύση y1 = C1e
t ⇒ y′2 = C1e

t − y2
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∆ύο Εξισώσεις µε δύο αγνώστους (άγνωστες συναρτήσεις)

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα µε αγνώσους y1(t) και y2(t)

y′1 = a11y1 + a12y2

y′2 = a21y1 + a22y2, aij ∈ R

Παράδειγµα (εύκολο)
y′1 = y1

y′2 = y1 − y2

µε αρχικές συνθήκες y1(0) = 1, y2(0) = 2.

Λύση y1 = C1e
t ⇒ y′2 = C1e

t − y2

Με ολοκληρωτικό παράγοντα

ety2 =
C1

2
e2t+C2 ⇒ y2 =

C1

2
et + C2e

−t ⇒ C1 = 1, C2 = 3/2
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΄Οµως . . . . . .

m1x
′′
1 = k(x2 − x1)

m2x
′′
2 = −k(x2 − x1)
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m1x
′′
1 = k(x2 − x1)
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′′
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Πρόβληµα συστήµατος δύο εξισώσεων

∆ύο εξαρτηµένες µεταβλητές (συναρτήσεις):

y1(t), y2(t)

Γενικά, δύο διαφορικές εξισώσεις (δεύτερης τάξης):

y′′1 = f1(y
′
1, y
′
2, y1, y2, t)

y′′2 = f2(y
′
1, y
′
2, y1, y2, t)

∆ύο αρχικές συνθήκες

y1(0) = α, y2(0) = β, y′1(0) = γ, y′2(0) = δ
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Μία εξίσωση ( n−τάξης) � ΄Ενα Σύστηµα (1ης τάξης)

y(n) = F (y(n−1), . . . y′, y, t) (A)
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Μία εξίσωση ( n−τάξης) � ΄Ενα Σύστηµα (1ης τάξης)

y(n) = F (y(n−1), . . . y′, y, t) (A)

Θέτουµε : u1 = y, u2 = y′, u3 = y′′, . . . , un = y(n−1) και

u′1 = u2

u′2 = u3
...

u′n−1 = un

u′n = F (un, un−1, . . . , u2, u1, t)

και λύνω ως προς u1, u2, . . . un

Η y = u1 είναι ή λύση της αρχικής εξίσωσης (A)
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Παράδειγµα (από σύστηµα ελατήριο-µάζα)

my′′ + cy′ + ky = 0 ⇒ y′′ = − c
m
y′ − k

m
y ⇒u1=y

u2=y′

u′1 = u2

u′2 = − k
m
u1 −

c

m
u2
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Παράδειγµα (από σύστηµα ελατήριο-µάζα)

my′′ + cy′ + ky = 0 ⇒ y′′ = − c
m
y′ − k

m
y ⇒u1=y

u2=y′

u′1 = u2

u′2 = − k
m
u1 −

c

m
u2

Παρατήρηση : Παρόµοια είναι η διαδικασία για την λύση ενός συστήµατος

∆.Ε. ανώτερης τάξης. Μπορούµε να µετατρέψουµε ένα σύστηµα k− ∆.Ε.

µε k− αγνώστους, όλες n−τάξης, σε σύστηµα n× k πρώτης τάξης µε

n× k αγνώστους.
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΄Ενα Σύστηµα (1ης τάξης) � Μία εξίσωση ( n−τάξης)
΄Εστω το (αυτόνοµο) σύστηµα µε άγνωστες συνατήσεις τις x(t) και y(t) και

αρχικές συνθήκες x(0) = 1, y(0) = 0

x′ = 2y − x
y′ = x
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΄Ενα Σύστηµα (1ης τάξης) � Μία εξίσωση ( n−τάξης)
΄Εστω το (αυτόνοµο) σύστηµα µε άγνωστες συνατήσεις τις x(t) και y(t) και

αρχικές συνθήκες x(0) = 1, y(0) = 0
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y′ = x

y′′ = x′ = 2y − x = 2y − y′
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΄Ενα Σύστηµα (1ης τάξης) � Μία εξίσωση ( n−τάξης)
΄Εστω το (αυτόνοµο) σύστηµα µε άγνωστες συνατήσεις τις x(t) και y(t) και

αρχικές συνθήκες x(0) = 1, y(0) = 0

x′ = 2y − x
y′ = x

y′′ = x′ = 2y − x = 2y − y′ ⇒ y′′ + y′ − 2y = 0

Η λύση αυτής (οµογενής 2ης τάξης) είναι : y = C1e
−2t + C2e

t
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΄Ενα Σύστηµα (1ης τάξης) � Μία εξίσωση ( n−τάξης)
΄Εστω το (αυτόνοµο) σύστηµα µε άγνωστες συνατήσεις τις x(t) και y(t) και

αρχικές συνθήκες x(0) = 1, y(0) = 0

x′ = 2y − x
y′ = x

y′′ = x′ = 2y − x = 2y − y′ ⇒ y′′ + y′ − 2y = 0

Η λύση αυτής (οµογενής 2ης τάξης) είναι : y = C1e
−2t + C2e

t

x = y′ = −2C1e
−2t + C2e

t

Σταθερές : x(0) = 1 = −2C1 + C2 = 0 και y(0) = 0 = C1 + C2 ⇒
C1 = −1/3, C2 = 1/3

΄Αρα, η συνολική λύση :

x(t) =
2e−2t + et

3
και y(t) =

−e−2t + et

3

Η διαδικασία αυτή λέγεται και µέθοδος απαλοιφής.
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Πεδίο ∆ιευθύνσεων ή ∆ιανυσµατικό Πεδίο
• Για κάθε αυτόνοµο σύστηµα, µπορούµε να Ϲωγραφίσουµε σε κάθε

σηµείο του x− y επιπέδου, την κατεύθυνση (και το µέγεθος) διανυσµατικά

Σχήµα 1: Πεδίο διευθύνσεων του συστήµατος x′ = 2y − x, y′ = x

• Η διεύθυνση ορίζεται από το διάνυσµα [2y − x, x]T,∀(x, y) στο

xy−επίπεδο (των λύσεων)

• Η ταχύτητα µε την οποία ϐαδίζουµε είναι ίση µε το µέτρο του διανύσµατος:√
(2y − x)2 + x2
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Παράσταση φάσεων & τροχιά
• Μπορούµε να Ϲωγραφίσουµε για t ∈ [a, b] όλα τα σηµεία (x(t), y(t)), η

εικόνα που ϑα πάρουµε λέγεται παράσταση φάσεων
• Μιά συγκεκριµένη καµπύλη (ϐάση αρχικών τιµών) για t ∈ [a, b] λέγεται

τροχιά ή καµπύλη επίλυσης
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Παράσταση φάσεων & τροχιά
• Μπορούµε να Ϲωγραφίσουµε για t ∈ [a, b] όλα τα σηµεία (x(t), y(t)), η

εικόνα που ϑα πάρουµε λέγεται παράσταση φάσεων
• Μιά συγκεκριµένη καµπύλη (ϐάση αρχικών τιµών) για t ∈ [a, b] λέγεται

τροχιά ή καµπύλη επίλυσης

Σχήµα 2: Πεδίο διευθύνσεων του συστήµατος x′ = 2y − x, y′ = x, µε την

τροχιά της λύσης που ξεκινά από το σηµείο (1, 0) για 0 ≤ t ≤ 2.

Το xy−επίπεδο των λύσεων λέγεται επίπεδο φάσης.

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 10



Γραµµικά Συστήµατα Συνήθων ∆ιαφορικών
Εξισώσεων

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 11



Ορισµοί
∆ιάνυσµα συναρτήσεων

~x(t) =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)


Πίνακας Συναρτήσεων

A(t) =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)

a21(t) a22(t) · · · a2n(t)
...

...
. . .

...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)


•A′(t) ή

dA

dt
πίνακας µε a′ij(t) στην ij−ϑέση

• Ισχύουν οι ίδιοι κανόνες παραγώγισης µε αυτές των συµβατικών

συναρτήσεων
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Γραµµικά συστήµατα ∆.Ε. σε µορφή πινάκων

~x′(t) = A(t)~x(t) + ~f(t) ή ~x′ = A~x+ ~f

Η λύση είναι ένα διάνυσµα συναρτήσεων ~x που ικανοποιεί το σύστηµα.
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Γραµµικά συστήµατα ∆.Ε. σε µορφή πινάκων

~x′(t) = A(t)~x(t) + ~f(t) ή ~x′ = A~x+ ~f

Η λύση είναι ένα διάνυσµα συναρτήσεων ~x που ικανοποιεί το σύστηµα.

Παράδειγµα: οι εξισώσεις

x′1 = 2tx1 + etx2 + t2

x′2 =
x1
t
− x2 + et
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Γραµµικά συστήµατα ∆.Ε. σε µορφή πινάκων

~x′(t) = A(t)~x(t) + ~f(t) ή ~x′ = A~x+ ~f

Η λύση είναι ένα διάνυσµα συναρτήσεων ~x που ικανοποιεί το σύστηµα.

Παράδειγµα: οι εξισώσεις

x′1 = 2tx1 + etx2 + t2

x′2 =
x1
t
− x2 + et

Γράφονται στη µορφή

~x′ =

[
2t et

1/t −1

]
~x+

[
t2

et

]
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Γραµµικά συστήµατα ∆.Ε. σε µορφή πινάκων

~x′(t) = A(t)~x(t) + ~f(t) ή ~x′ = A~x+ ~f

Η λύση είναι ένα διάνυσµα συναρτήσεων ~x που ικανοποιεί το σύστηµα.

Παράδειγµα: οι εξισώσεις

x′1 = 2tx1 + etx2 + t2

x′2 =
x1
t
− x2 + et

Γράφονται στη µορφή

~x′ =

[
2t et

1/t −1

]
~x+

[
t2

et

]

• Αν ~f = ~0 το σύστηµα λέγεται οµογενές
• Αν ο A ανεξάρτητος από το t τότε έχει σταθερούς συντελεστές
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Θεώρηµα (Υπέρθεσης)
΄Εστω ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα n−Σ.∆.Ε., ~x′ = A~x, και έστω ότι

~x1, ~x2 . . . , ~xn είναι λύσεις του, τότε και η

~x = c1~x1 + c2~x2 + · · ·+ cn~xn, ci ∈ R (?)

είναι επίσης λύση. Αν επιπλέον, έχουµε σύστηµα n εξισώσεων (A είναι

n× n) και τα ~x1, ~x2 . . . , ~xn είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε κάθε λύση

µπορεί να γραφεί στη µορφή της (?).
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Θεώρηµα (Υπέρθεσης)
΄Εστω ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα n−Σ.∆.Ε., ~x′ = A~x, και έστω ότι

~x1, ~x2 . . . , ~xn είναι λύσεις του, τότε και η

~x = c1~x1 + c2~x2 + · · ·+ cn~xn, ci ∈ R (?)

είναι επίσης λύση. Αν επιπλέον, έχουµε σύστηµα n εξισώσεων (A είναι

n× n) και τα ~x1, ~x2 . . . , ~xn είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε κάθε λύση

µπορεί να γραφεί στη µορφή της (?).

• Η (?) µπορεί να γραφεί στη µορφή πίνακας × διάνυσµα

c1~x1 + c2~x2 + · · ·+ cn~xn = X(t)~c

και ο πίνακας X(t) λέγεται θεµελιώδης πίνακας (επίλυσης)
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Θεώρηµα (Υπέρθεσης)
΄Εστω ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα n−Σ.∆.Ε., ~x′ = A~x, και έστω ότι

~x1, ~x2 . . . , ~xn είναι λύσεις του, τότε και η

~x = c1~x1 + c2~x2 + · · ·+ cn~xn, ci ∈ R (?)

είναι επίσης λύση. Αν επιπλέον, έχουµε σύστηµα n εξισώσεων (A είναι

n× n) και τα ~x1, ~x2 . . . , ~xn είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε κάθε λύση

µπορεί να γραφεί στη µορφή της (?).

• Η (?) µπορεί να γραφεί στη µορφή πίνακας × διάνυσµα

c1~x1 + c2~x2 + · · ·+ cn~xn = X(t)~c

και ο πίνακας X(t) λέγεται θεµελιώδης πίνακας (επίλυσης)

• Η ορίζουσα του X(t) ονοµάζεται πάλι Wronskian ορίζουσα και είναι

διαφορετική από µηδέν όταν τα ~x1, ~x2 . . . , ~xn είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
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Θεώρηµα: Εάν ~x′ = A~x+ ~f ένα γραµµικό σύστηµα Σ.∆.Ε. και ~xp µια

οποιαδήποτε συγκεκριµένη λύση του, τότε κάθε λύση του µπορεί να γραφεί

σαν ~x = ~xc + ~xp,

όπου ~xc είναι µία λύση της αντίστοιχης οµογενούς (συµπληρωµατική).
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Θεώρηµα: Εάν ~x′ = A~x+ ~f ένα γραµµικό σύστηµα Σ.∆.Ε. και ~xp µια

οποιαδήποτε συγκεκριµένη λύση του, τότε κάθε λύση του µπορεί να γραφεί

σαν ~x = ~xc + ~xp,

όπου ~xc είναι µία λύση της αντίστοιχης οµογενούς (συµπληρωµατική).

Αρχικές συνθήκες: ∆ίνονται ως ~x(t0) = ~b, bi ∈ R.

Αν έχουµε ϐρεί τη γενική λύση

~x(t) = X(t)~c+ ~xp(t), ci ∈ R

πρέπει να ϐρούµε το ~c τ.ω.

~x(t0) = ~b = X(t0)~c+ ~xp(t0)

∆ηλ. να λύσουµε, ως προς ~c το γραµµικό σύστηµα

X(t0)~c = ~b− ~xp(t0)
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Παράδειγµα (οµογενές σύστηµα)

x′1 = x1

x′2 = x1 − x2
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Παράδειγµα (οµογενές σύστηµα)

x′1 = x1

x′2 = x1 − x2
Με αρχικές συνθήκες x1(0) = 1, x2(0) = 2, γράφουµε
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Παράδειγµα (οµογενές σύστηµα)

x′1 = x1

x′2 = x1 − x2
Με αρχικές συνθήκες x1(0) = 1, x2(0) = 2, γράφουµε

~x′ =

[
1 0

1 −1

]
~x, ~x(0) =

[
1

2

]
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Παράδειγµα (οµογενές σύστηµα)

x′1 = x1

x′2 = x1 − x2
Με αρχικές συνθήκες x1(0) = 1, x2(0) = 2, γράφουµε

~x′ =

[
1 0

1 −1

]
~x, ~x(0) =

[
1

2

]

x1 = c1e
t

και x2 =
c1
2
et + c2e

−t
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Παράδειγµα (οµογενές σύστηµα)

x′1 = x1

x′2 = x1 − x2
Με αρχικές συνθήκες x1(0) = 1, x2(0) = 2, γράφουµε

~x′ =

[
1 0

1 −1

]
~x, ~x(0) =

[
1

2

]

x1 = c1e
t

και x2 =
c1
2
et + c2e

−t

X(t) =

[
et 0
1
2e
t e−t

]
X(0)~c = ~x(0) ⇒

[
1 0
1
2 1

]
~c =

[
1

2

]
⇒ ~c =

[
1

3/2

]
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Λύση οµογενών συστηµάτων (µε σταθερούς
συντελεστές)-Μέθοδος Ιδιοτιµών

΄Εστω ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα Σ.∆.Ε. µε A ∈ Rn×n,

~x′ = A~x
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Λύση οµογενών συστηµάτων (µε σταθερούς
συντελεστές)-Μέθοδος Ιδιοτιµών

΄Εστω ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα Σ.∆.Ε. µε A ∈ Rn×n,

~x′ = A~x

Μαντεύω ότι η λύση είναι της µορφής ~x = ~veλt, ~v σταθερό διάνυσµα,

λ ∈ R και έχουµε

λ~veλt = A~veλt

΄Αρα το πρόβληµα ανάγεται στο

A~v = λ~v, ~v 6= ~0

δηλ. εύρεσης των ιδιοτιµών (λ) και ιδιοδιανυσµάτων (~v) του A.
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Λύση οµογενούς –Μέθοδος Ιδιοτιµών (συνέχεια)

Αν ~x′ = A~x όπου ο n× n πίνακας A έχει διαφορετικές µεταξύ τους
πραγµατικές ιδιοτιµές λ1, λ2, . . . , λn, τότε υπάρχουν n γραµµικά

ανεξάρτητα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα ~v1, ~v2, . . . , ~vn και η γενική λύση του

συστήµατος µπορεί να γραφεί ώς

~x = c1~v1e
λ1t + c2~v2e

λ2t + · · ·+ cn~vne
λnt, ci ∈ R

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 18



Παράδειγµα-πραγµατικές ιδιοτιµές χωρίς πολλαπλότητα

~x′ =

 2 1 1

1 2 0

0 0 2

 ~x
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Παράδειγµα-πραγµατικές ιδιοτιµές χωρίς πολλαπλότητα

~x′ =

 2 1 1

1 2 0

0 0 2

 ~x
Ιδιοτιµές: λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3

Ιδιοδιανύσµατα: ~v1 =

 1

−1

0

 , ~v2

 0

0

−1

 , ~v3 =

 1

1

0


Γενική λύση

~x=c1

 1

−1

0

 et+c2
 0

0

−1

 e2t+c3
 1

1

0

 e3t=
 c1e

t + c3e
3t

−c1et + c2e
2t + c3e

3t

c2e
2t
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Παράδειγµα-Μιγαδικές ιδιοτιµές

~x′ =

[
1 1

−1 1

]
~x
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Παράδειγµα-Μιγαδικές ιδιοτιµές

~x′ =

[
1 1

−1 1

]
~x

det(A−λI) = det

([
1− λ 1

−1 1− λ

])
= (1−λ)2+1 = λ2−2λ+1 = 0
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Παράδειγµα-Μιγαδικές ιδιοτιµές

~x′ =

[
1 1

−1 1

]
~x

det(A−λI) = det

([
1− λ 1

−1 1− λ

])
= (1−λ)2+1 = λ2−2λ+1 = 0

Ιδιοτιµές: λ1,2 = 1± i και για τα Ιδιοδιανύσµατα λύνω τα συστήµατα

(A−(1±i)I)~v = ~0 ⇒
[

i 1

−1 i

]
~v = ~0 ⇒ ~v1,2 =

[
±i
1

]
(για v2 = 1)
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Παράδειγµα-Μιγαδικές ιδιοτιµές

~x′ =

[
1 1

−1 1

]
~x

det(A−λI) = det

([
1− λ 1

−1 1− λ

])
= (1−λ)2+1 = λ2−2λ+1 = 0

Ιδιοτιµές: λ1,2 = 1± i και για τα Ιδιοδιανύσµατα λύνω τα συστήµατα

(A−(1±i)I)~v = ~0 ⇒
[

i 1

−1 i

]
~v = ~0 ⇒ ~v1,2 =

[
±i
1

]
(για v2 = 1)

Γενική λύση:

~x = c1

[
i

1

]
e(1−i)t + c2

[
−i
1

]
e(1+i)t =

[
c1ie

(1−i)t − c2ie(1+i)t
c1e

(1−i)t + c2e
(1+i)t

]
.

και πρέπει να ψάξουµε για ποιές (µιγαδικές) τιµές των c1, c2 ικανοποιούνται
οι όποιες αρχικές συνθήκες µας δωθούν (µπορούµε όµως να

χρησιµοποιήσουµε τον τύπο του Euler και να πάρουµε πραγµατικές λύσεις)
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Παρατηρήσεις στις Μιγαδικές ιδιοτιµές

• Οι µιγαδικές ιδιοτιµές παντοτε έρχονατι σε συζυγή Ϲέυγη : a+ ib = a− ib
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Παρατηρήσεις στις Μιγαδικές ιδιοτιµές

• Οι µιγαδικές ιδιοτιµές παντοτε έρχονατι σε συζυγή Ϲέυγη : a+ ib = a− ib
• Πραγµατικό µέρος Re(z) =

z + z̄

2
και ϕανταστικό Im(z) =

z − z̄
2i
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Παρατηρήσεις στις Μιγαδικές ιδιοτιµές

• Οι µιγαδικές ιδιοτιµές παντοτε έρχονατι σε συζυγή Ϲέυγη : a+ ib = a− ib
• Πραγµατικό µέρος Re(z) =

z + z̄

2
και ϕανταστικό Im(z) =

z − z̄
2i

• Ισχύει (A− λI)~v = (A− λI)~v, άρα

~v ιδιοδιανυσµα µε ιδιοτιµή a+ ib ⇒ ~v ιδιοδιαν. µε ιδιοτ. a− ib
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Παρατηρήσεις στις Μιγαδικές ιδιοτιµές

• Οι µιγαδικές ιδιοτιµές παντοτε έρχονατι σε συζυγή Ϲέυγη : a+ ib = a− ib
• Πραγµατικό µέρος Re(z) =

z + z̄

2
και ϕανταστικό Im(z) =

z − z̄
2i

• Ισχύει (A− λI)~v = (A− λI)~v, άρα

~v ιδιοδιανυσµα µε ιδιοτιµή a+ ib ⇒ ~v ιδιοδιαν. µε ιδιοτ. a− ib

Αν a+ ib ιδιοτιµή του A έχουµε τις εξής λύσεις του ~x′ = A~x

• ~x1 = ~ve(a+ib)t

• ~x2 = ~x1 = ~ve(a−ib)t
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Παρατηρήσεις στις Μιγαδικές ιδιοτιµές

• Οι µιγαδικές ιδιοτιµές παντοτε έρχονατι σε συζυγή Ϲέυγη : a+ ib = a− ib
• Πραγµατικό µέρος Re(z) =

z + z̄

2
και ϕανταστικό Im(z) =

z − z̄
2i

• Ισχύει (A− λI)~v = (A− λI)~v, άρα

~v ιδιοδιανυσµα µε ιδιοτιµή a+ ib ⇒ ~v ιδιοδιαν. µε ιδιοτ. a− ib

Αν a+ ib ιδιοτιµή του A έχουµε τις εξής λύσεις του ~x′ = A~x

• ~x1 = ~ve(a+ib)t

• ~x2 = ~x1 = ~ve(a−ib)t

• ~x3 = Re(~x1) = Re(~ve(a+ib)t) = ~x1+~x1
2 = ~x1+~x2

2
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Παρατηρήσεις στις Μιγαδικές ιδιοτιµές

• Οι µιγαδικές ιδιοτιµές παντοτε έρχονατι σε συζυγή Ϲέυγη : a+ ib = a− ib
• Πραγµατικό µέρος Re(z) =

z + z̄

2
και ϕανταστικό Im(z) =

z − z̄
2i

• Ισχύει (A− λI)~v = (A− λI)~v, άρα

~v ιδιοδιανυσµα µε ιδιοτιµή a+ ib ⇒ ~v ιδιοδιαν. µε ιδιοτ. a− ib

Αν a+ ib ιδιοτιµή του A έχουµε τις εξής λύσεις του ~x′ = A~x

• ~x1 = ~ve(a+ib)t

• ~x2 = ~x1 = ~ve(a−ib)t

• ~x3 = Re(~x1) = Re(~ve(a+ib)t) = ~x1+~x1
2 = ~x1+~x2

2

• ~x4 = Im(~x1) = ~x1−~x2
2i και µάλιστα οι ~x3, ~x4 είναι γραµµικά ανεξάρτητες.
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Παρατηρήσεις στις Μιγαδικές ιδιοτιµές

• Οι µιγαδικές ιδιοτιµές παντοτε έρχονατι σε συζυγή Ϲέυγη : a+ ib = a− ib
• Πραγµατικό µέρος Re(z) =

z + z̄

2
και ϕανταστικό Im(z) =

z − z̄
2i

• Ισχύει (A− λI)~v = (A− λI)~v, άρα

~v ιδιοδιανυσµα µε ιδιοτιµή a+ ib ⇒ ~v ιδιοδιαν. µε ιδιοτ. a− ib

Αν a+ ib ιδιοτιµή του A έχουµε τις εξής λύσεις του ~x′ = A~x

• ~x1 = ~ve(a+ib)t

• ~x2 = ~x1 = ~ve(a−ib)t

• ~x3 = Re(~x1) = Re(~ve(a+ib)t) = ~x1+~x1
2 = ~x1+~x2

2

• ~x4 = Im(~x1) = ~x1−~x2
2i και µάλιστα οι ~x3, ~x4 είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

΄Αρα, γενικά, για n διακριτές (µιγαδικές) ιδιοτιµές, δουλεύουµε µε τις
a+ ib και το αντίστοιχο της ιδιοδιάνυσµά τους ~v για να παράγω τις
αντίστοιχες (πραγµατικές) γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις (δηλ. δεν

χρειάζοµαι απαραίτητα τις συζυγείς τους).
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Παράδειγµα (συνέχεια)

~x1=

[
i

1

]
e(1+i)t=

[
i

1

]
(et cos(t)+iet sin(t)) =

[
iet cos(t)− et sin(t)

et cos(t) + iet sin(t)

]
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Παράδειγµα (συνέχεια)

~x1=

[
i

1

]
e(1+i)t=

[
i

1

]
(et cos(t)+iet sin(t)) =

[
iet cos(t)− et sin(t)

et cos(t) + iet sin(t)

]

Re(~x1) =

[
−et sin(t)

et cos(t)

]
Im(~x1) =

[
et cos(t)

et sin(t)

]
΄Αρα η γενική (πραγµατική) λύση

~x = c1

[
−et sin(t)

et cos(t)

]
+ c2

[
et cos(t)

et sin(t)

]
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Συστήµατα 2 εξισώσεων -Μοντελοποίηση Ι
∆ύο δεξαµενές περιέχουν 100gal (×3.78l) νερού

η καθεµία. Η T1 έχει καθαρό νερό και η T2 περιέχει

διαλύµένο λιπασµα 150lb. Το νερό ανακυκλώνεται µεταξύ

των T1 και T2 µε ϱυθµό 2gal/min. Αν y1(t) και y2(t) οι

ποσότητες λιπάσµατος στο T1 και T2 αντίσοιχα, σε πόσο χρόνο το T1 ϑα

περιέχει το µισό σε ποσότητα λίπασµα από όσο ϑα περιέχει το T2;
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Συστήµατα 2 εξισώσεων -Μοντελοποίηση Ι
∆ύο δεξαµενές περιέχουν 100gal (×3.78l) νερού

η καθεµία. Η T1 έχει καθαρό νερό και η T2 περιέχει

διαλύµένο λιπασµα 150lb. Το νερό ανακυκλώνεται µεταξύ

των T1 και T2 µε ϱυθµό 2gal/min. Αν y1(t) και y2(t) οι

ποσότητες λιπάσµατος στο T1 και T2 αντίσοιχα, σε πόσο χρόνο το T1 ϑα

περιέχει το µισό σε ποσότητα λίπασµα από όσο ϑα περιέχει το T2;

Οι (χρονικές) µεταβολές σε κάθε δεξαµενή είναι y′1(t) και y′2(t)

y′1 = Εισροή/min− Εκροή/min =
2

100
y2 −

2

100
y1

y′2 = Εισροή/min− Εκροή/min =
2

100
y1 −

2

100
y2
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Συστήµατα 2 εξισώσεων -Μοντελοποίηση Ι
∆ύο δεξαµενές περιέχουν 100gal (×3.78l) νερού

η καθεµία. Η T1 έχει καθαρό νερό και η T2 περιέχει

διαλύµένο λιπασµα 150lb. Το νερό ανακυκλώνεται µεταξύ

των T1 και T2 µε ϱυθµό 2gal/min. Αν y1(t) και y2(t) οι

ποσότητες λιπάσµατος στο T1 και T2 αντίσοιχα, σε πόσο χρόνο το T1 ϑα

περιέχει το µισό σε ποσότητα λίπασµα από όσο ϑα περιέχει το T2;

Οι (χρονικές) µεταβολές σε κάθε δεξαµενή είναι y′1(t) και y′2(t)

y′1 = Εισροή/min− Εκροή/min =
2

100
y2 −

2

100
y1

y′2 = Εισροή/min− Εκροή/min =
2

100
y1 −

2

100
y2

~y′ = A~y =

[
−0.02 0.02

0.02 −0.02

]
~y
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det(A− λI) = 0 ⇒ λ(λ+ 0.04) = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = −0.04
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det(A− λI) = 0 ⇒ λ(λ+ 0.04) = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = −0.04

Ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [1, 1]
T
, ~v2 = [1, −1]

T
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det(A− λI) = 0 ⇒ λ(λ+ 0.04) = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = −0.04

Ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [1, 1]
T
, ~v2 = [1, −1]

T

Γενική λύση

~y = c1~v1e
λ1t + c2~v2e

λ2t = c1

[
1

1

]
+ c2

[
1

−1

]
e−0.04t
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det(A− λI) = 0 ⇒ λ(λ+ 0.04) = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = −0.04

Ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [1, 1]
T
, ~v2 = [1, −1]

T

Γενική λύση

~y = c1~v1e
λ1t + c2~v2e

λ2t = c1

[
1

1

]
+ c2

[
1

−1

]
e−0.04t

Αρχικές συνθήκες :

y1(0) = 0, y2(0) = 150 ⇒ ~y(0) = c1

[
1

1

]
+ c2

[
1

−1

]
=

[
0

150

]
΄Αρα c1 = 75 και c2 = −75
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det(A− λI) = 0 ⇒ λ(λ+ 0.04) = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = −0.04

Ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [1, 1]
T
, ~v2 = [1, −1]

T

Γενική λύση

~y = c1~v1e
λ1t + c2~v2e

λ2t = c1

[
1

1

]
+ c2

[
1

−1

]
e−0.04t

Αρχικές συνθήκες :

y1(0) = 0, y2(0) = 150 ⇒ ~y(0) = c1

[
1

1

]
+ c2

[
1

−1

]
=

[
0

150

]
΄Αρα c1 = 75 και c2 = −75

Το T1 ϑα περιέχει τη µισή

ποσότητα λιπάσµατος του T2 όταν το T2
έχει το 2/3 της αρχικής δηλ. 100lb/l άρα

y1 = 75− 75e−0.04t = 50 ⇒ e−0.04t =

1/3 ⇒ t = (ln 3)/0.04 = 27.5min.
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Συστήµατα 2 εξισώσεων -Μοντελοποίηση ΙΙ
Θέλουµε στο δίκτυο να υπολογίσουµε

τις εντάσεις I1(t) και I2(t). Στο t = 0 (όταν

κλείνει ο διακόπτης) όλες οι ποσότητες είναι 0.
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Συστήµατα 2 εξισώσεων -Μοντελοποίηση ΙΙ
Θέλουµε στο δίκτυο να υπολογίσουµε

τις εντάσεις I1(t) και I2(t). Στο t = 0 (όταν

κλείνει ο διακόπτης) όλες οι ποσότητες είναι 0.

Μοντελοποίηση Χρήση του νόµου του Kirchhoff: Η ϱοή ϕορτίου σ’ενα κλειστό κύκλωµα

είναι ίσο µε το άθροισµα των µεταβολών των ϕορτίων των στοιχείων του κυκλώµατος
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Συστήµατα 2 εξισώσεων -Μοντελοποίηση ΙΙ
Θέλουµε στο δίκτυο να υπολογίσουµε

τις εντάσεις I1(t) και I2(t). Στο t = 0 (όταν

κλείνει ο διακόπτης) όλες οι ποσότητες είναι 0.

Μοντελοποίηση Χρήση του νόµου του Kirchhoff: Η ϱοή ϕορτίου σ’ενα κλειστό κύκλωµα

είναι ίσο µε το άθροισµα των µεταβολών των ϕορτίων των στοιχείων του κυκλώµατος

I ′1 = −4I1 + 4I2 + 12

I ′2 = −1.6I1 + 1.2I2 + 4.8

~I ′ = A~I + ~g =

[
−4 4

−1.6 1.2

]
~I +

[
12

4.8

]
Λόγω του ~g έχουµε µη-οµογενές σύστηµα Σ.∆.Ε.
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Ιδιοτιµές από det(A− λI) = 0 ⇒ λ1 = −2, λ2 = −0.8
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Ιδιοτιµές από det(A− λI) = 0 ⇒ λ1 = −2, λ2 = −0.8

Ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [2, 1]
T
, ~v2 = [1, 0.8]

T
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Ιδιοτιµές από det(A− λI) = 0 ⇒ λ1 = −2, λ2 = −0.8

Ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [2, 1]
T
, ~v2 = [1, 0.8]

T

Γενική λύση οµογενούς

~Ic = c1~v1e
λ1t + c2~v2e

λ2t = c1

[
2

1

]
e−2t + c2

[
1

0.8

]
e−0.8t
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Ιδιοτιµές από det(A− λI) = 0 ⇒ λ1 = −2, λ2 = −0.8

Ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [2, 1]
T
, ~v2 = [1, 0.8]

T

Γενική λύση οµογενούς

~Ic = c1~v1e
λ1t + c2~v2e

λ2t = c1

[
2

1

]
e−2t + c2

[
1

0.8

]
e−0.8t

Για την ειδική λύση ~Ip δοκιµάζουµε ένα σταθερό διάνυσµα ~a = [a1, a2]
T,

γιατί το ~g σταθερό, τότε ~I ′p = ~0 και έχουµε A~a+ ~g = 0

−4a1 + 4a2 + 12 = 0

−1.6a1 + 1.2a2 + 4.8 = 0 ⇒ a1 = 3, a2 = 0

΄Αρα η λύση µας είναι : ~I = ~Ic + ~Ip = c1~v1e
λ1t + c2~v2e

λ2t + ~a
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Ιδιοτιµές από det(A− λI) = 0 ⇒ λ1 = −2, λ2 = −0.8

Ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [2, 1]
T
, ~v2 = [1, 0.8]

T

Γενική λύση οµογενούς

~Ic = c1~v1e
λ1t + c2~v2e

λ2t = c1

[
2

1

]
e−2t + c2

[
1

0.8

]
e−0.8t

Για την ειδική λύση ~Ip δοκιµάζουµε ένα σταθερό διάνυσµα ~a = [a1, a2]
T,

γιατί το ~g σταθερό, τότε ~I ′p = ~0 και έχουµε A~a+ ~g = 0

−4a1 + 4a2 + 12 = 0

−1.6a1 + 1.2a2 + 4.8 = 0 ⇒ a1 = 3, a2 = 0

΄Αρα η λύση µας είναι : ~I = ~Ic + ~Ip = c1~v1e
λ1t + c2~v2e

λ2t + ~a

Αρχικές συνθήκες I1(0) = 0, I2(0) = 0 ⇒ οι σταθερές

~I(0) = c1

[
2

1

]
+ c2

[
1

0.8

]
+

[
3

0

]
=

[
0

0

]
⇒ c1 = −4, c2 = 5
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Η λύση

I1 = −8e−2t + 5e−0.8t + 3

I1 = −4e−2t + 5e−0.8t
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Η λύση

I1 = −8e−2t + 5e−0.8t + 3

I1 = −4e−2t + 5e−0.8t

και η τροχιά στο I1I2− επίπεδο ϕάσης
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Συστήµατα 2 εξισώσεων -∆ιανυσµατικά πεδία
Συνεχίζουµε µε ~y′ = A~y,A ∈ R2×2 µε σταθερούς συντελεστές, δηλ.[

y1(t)

y2(t)

]′
= A

[
y1(t)

y2(t)

]
Με ϐάση τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του A µπορούµε να δούµε πως

µοιάζει το διανυσµατικό πεδίο, οι τροχιές και η παράσταση φάσεων.
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Συστήµατα 2 εξισώσεων -∆ιανυσµατικά πεδία
Συνεχίζουµε µε ~y′ = A~y,A ∈ R2×2 µε σταθερούς συντελεστές, δηλ.[

y1(t)

y2(t)

]′
= A

[
y1(t)

y2(t)

]
Με ϐάση τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του A µπορούµε να δούµε πως

µοιάζει το διανυσµατικό πεδίο, οι τροχιές και η παράσταση φάσεων.

Περίπτωση 1: ΄Εστω A =

[
1 1

0 2

]
έχουµε θετικές πραγµατικές και

διακριτές ιδιοτιµές λ1 = 1, λ2 = 2 και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

~v1 =

[
1

0

]
και ~v2 =

[
1

1

]
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Συστήµατα 2 εξισώσεων -∆ιανυσµατικά πεδία
Συνεχίζουµε µε ~y′ = A~y,A ∈ R2×2 µε σταθερούς συντελεστές, δηλ.[

y1(t)

y2(t)

]′
= A

[
y1(t)

y2(t)

]
Με ϐάση τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του A µπορούµε να δούµε πως

µοιάζει το διανυσµατικό πεδίο, οι τροχιές και η παράσταση φάσεων.

Περίπτωση 1: ΄Εστω A =

[
1 1

0 2

]
έχουµε θετικές πραγµατικές και

διακριτές ιδιοτιµές λ1 = 1, λ2 = 2 και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

~v1 =

[
1

0

]
και ~v2 =

[
1

1

]
Παρατηρούµε ότι οι λύσεις

[
y1
y2

]
= a~v, a ∈ R, άρα η παραγωγός της

[
y1
y2

]′
= A

[
y1
y2

]
= A(a~v) = aA(~v) = aλ~v
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Τα ιδιοδιανύσµατα του A µε τις κατευθύνσεις τους (περίπτωση 1)
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Τα ιδιοδιανύσµατα του A µε τις κατευθύνσεις τους (περίπτωση 1)

και το διανυσµατικό πεδίο και µερικές λύσεις (τροχιές)-διάγραµµα ϕάσης
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Τα ιδιοδιανύσµατα του A µε τις κατευθύνσεις τους (περίπτωση 1)

και το διανυσµατικό πεδίο και µερικές λύσεις (τροχιές)-διάγραµµα ϕάσης

Η παράσταση φάσεων περιέχει κόµβο πηγής ή ασταθή-κοµβοασταθή
κόµβο
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Περίπτωση 2: ΄Εστω A =

[
−1 −1

0 −2

]
έχουµε αρνητικές πραγµατικές και

διακριτές ιδιοτιµές λ1 = −1, λ2 = −2 και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

~v1 =

[
1

0

]
και ~v2 =

[
1

1

]
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Περίπτωση 2: ΄Εστω A =

[
−1 −1

0 −2

]
έχουµε αρνητικές πραγµατικές και

διακριτές ιδιοτιµές λ1 = −1, λ2 = −2 και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

~v1 =

[
1

0

]
και ~v2 =

[
1

1

]
Οι λύσεις παρόµοια µε τη περίπτωση 1, αλλά µε αντίθετη κατεύθυνση :
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Περίπτωση 2: ΄Εστω A =

[
−1 −1

0 −2

]
έχουµε αρνητικές πραγµατικές και

διακριτές ιδιοτιµές λ1 = −1, λ2 = −2 και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

~v1 =

[
1

0

]
και ~v2 =

[
1

1

]
Οι λύσεις παρόµοια µε τη περίπτωση 1, αλλά µε αντίθετη κατεύθυνση :

Η παράσταση φάσεων περιέχει καταβόθρα ή ευσταθή-κόµβοευσταθή
κόµβος
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Περίπτωση 3: ΄Εστω A =

[
1 1

0 −2

]
έχουµε πραγµατικές µε αντιθετο

πρόσηµο και διακριτές ιδιοτιµές λ1 = 1, λ2 = −2 και αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [1, 0]
T

και ~v2 = [1,−3]
T

. Αντιστρέφεται η

κατεύθυνση του ιδιοδιανύσµατος που αντιστοιχεί στην αρνητική ιδιοτιµή
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Περίπτωση 3: ΄Εστω A =

[
1 1

0 −2

]
έχουµε πραγµατικές µε αντιθετο

πρόσηµο και διακριτές ιδιοτιµές λ1 = 1, λ2 = −2 και αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [1, 0]
T

και ~v2 = [1,−3]
T

. Αντιστρέφεται η

κατεύθυνση του ιδιοδιανύσµατος που αντιστοιχεί στην αρνητική ιδιοτιµή
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Περίπτωση 3: ΄Εστω A =

[
1 1

0 −2

]
έχουµε πραγµατικές µε αντιθετο

πρόσηµο και διακριτές ιδιοτιµές λ1 = 1, λ2 = −2 και αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [1, 0]
T

και ~v2 = [1,−3]
T

. Αντιστρέφεται η

κατεύθυνση του ιδιοδιανύσµατος που αντιστοιχεί στην αρνητική ιδιοτιµή

Η παράσταση φάσεων περιέχει σαγµατικό(α) σηµείο(α)

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 31



Περίπτωση 4: ΄Εστω A =

[
0 1

−4 0

]
έχουµε µιγαδικές φανταστικές

ιδιοτιµές λ1,2 = ±2i και ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [1, 2i]
T

και ~v2 = [1,−2i]
T

.

΄Εχουµε για τη λύση ~x1 = ~v1e
i2t µε

Re

([
1

2i

]
ei2t
)

=

[
cos(2t)

−2 sin(2t)

]
και Im

([
1

2i

]
ei2t
)

=

[
sin(2t)

2 cos(2t)

]
∆ηλ. παραµετρικές εξισώσεις έλλειψης
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Περίπτωση 4: ΄Εστω A =

[
0 1

−4 0

]
έχουµε µιγαδικές φανταστικές

ιδιοτιµές λ1,2 = ±2i και ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [1, 2i]
T

και ~v2 = [1,−2i]
T

.

΄Εχουµε για τη λύση ~x1 = ~v1e
i2t µε

Re

([
1

2i

]
ei2t
)

=

[
cos(2t)

−2 sin(2t)

]
και Im

([
1

2i

]
ei2t
)

=

[
sin(2t)

2 cos(2t)

]
∆ηλ. παραµετρικές εξισώσεις έλλειψης

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 32



Περίπτωση 4: ΄Εστω A =

[
0 1

−4 0

]
έχουµε µιγαδικές φανταστικές

ιδιοτιµές λ1,2 = ±2i και ιδιοδιανύσµατα ~v1 = [1, 2i]
T

και ~v2 = [1,−2i]
T

.

΄Εχουµε για τη λύση ~x1 = ~v1e
i2t µε

Re

([
1

2i

]
ei2t
)

=

[
cos(2t)

−2 sin(2t)

]
και Im

([
1

2i

]
ei2t
)

=

[
sin(2t)

2 cos(2t)

]
∆ηλ. παραµετρικές εξισώσεις έλλειψης

Η παράσταση φάσεων περιέχει λύσεις ελλειπτικών, λέγεται και κέντρο
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Περίπτωση 5: ΄Εστω A =

[
1 1

−4 1

]
έχουµε µιγαδικές µε θετικό

πραγµατικό ιδιοτιµές λ1,2 = 1± 2i και ιδιοδιανύσµατα ~v1,2 = [1,±2i]
T

.

΄Εχουµε για τη λύση ~x1 = ~ve(1+2i)t µε

Re

([
1
2i

]
e(1+2i)t

)
= et

[
cos(2t)
−2 sin(2t)

]
και Im

([
1
2i

]
e(1+2i)t

)
= et

[
sin(2t)

2 cos(2t)

]
Λόγω του et οι λύσεις αυξάνουν όσο αποµακρύνονται από την αρχή των

αξόνων
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Περίπτωση 5: ΄Εστω A =

[
1 1

−4 1

]
έχουµε µιγαδικές µε θετικό

πραγµατικό ιδιοτιµές λ1,2 = 1± 2i και ιδιοδιανύσµατα ~v1,2 = [1,±2i]
T

.

΄Εχουµε για τη λύση ~x1 = ~ve(1+2i)t µε

Re

([
1
2i

]
e(1+2i)t

)
= et

[
cos(2t)
−2 sin(2t)

]
και Im

([
1
2i

]
e(1+2i)t

)
= et

[
sin(2t)

2 cos(2t)

]
Λόγω του et οι λύσεις αυξάνουν όσο αποµακρύνονται από την αρχή των

αξόνων
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Περίπτωση 5: ΄Εστω A =

[
1 1

−4 1

]
έχουµε µιγαδικές µε θετικό

πραγµατικό ιδιοτιµές λ1,2 = 1± 2i και ιδιοδιανύσµατα ~v1,2 = [1,±2i]
T

.

΄Εχουµε για τη λύση ~x1 = ~ve(1+2i)t µε

Re

([
1
2i

]
e(1+2i)t

)
= et

[
cos(2t)
−2 sin(2t)

]
και Im

([
1
2i

]
e(1+2i)t

)
= et

[
sin(2t)

2 cos(2t)

]
Λόγω του et οι λύσεις αυξάνουν όσο αποµακρύνονται από την αρχή των

αξόνων

Η παράσταση φάσεων περιέχει σπειροειδή πηγή
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Περίπτωση 6: ΄Εστω A =

[
−1 −1

4 1

]
έχουµε µιγαδικές µε αρνητικό

πραγµατικό ιδιοτιµές λ1,2 = −1∓ 2i και ιδιοδιανύσµατα ~v1,2 = [1,±2i]
T

.

΄Εχουµε για τη λύση ~x1 = ~ve(−1−2i)t µε

Re

([
1
2i

]
e(−1−2i)t

)
= e−t

[
cos(2t)
2 sin(2t)

]
και Im

([
1
2i

]
e(1+2i)t

)
= e−t

[
− sin(2t)
2 cos(2t)

]
Λόγω του e−t οι λύσεις ελλατώνονται όσο αποµακρύνονται από την αρχή

των αξόνων
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Περίπτωση 6: ΄Εστω A =

[
−1 −1

4 1

]
έχουµε µιγαδικές µε αρνητικό

πραγµατικό ιδιοτιµές λ1,2 = −1∓ 2i και ιδιοδιανύσµατα ~v1,2 = [1,±2i]
T

.

΄Εχουµε για τη λύση ~x1 = ~ve(−1−2i)t µε

Re

([
1
2i

]
e(−1−2i)t

)
= e−t

[
cos(2t)
2 sin(2t)

]
και Im

([
1
2i

]
e(1+2i)t

)
= e−t

[
− sin(2t)
2 cos(2t)

]
Λόγω του e−t οι λύσεις ελλατώνονται όσο αποµακρύνονται από την αρχή

των αξόνων
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Περίπτωση 6: ΄Εστω A =

[
−1 −1

4 1

]
έχουµε µιγαδικές µε αρνητικό

πραγµατικό ιδιοτιµές λ1,2 = −1∓ 2i και ιδιοδιανύσµατα ~v1,2 = [1,±2i]
T

.

΄Εχουµε για τη λύση ~x1 = ~ve(−1−2i)t µε

Re

([
1
2i

]
e(−1−2i)t

)
= e−t

[
cos(2t)
2 sin(2t)

]
και Im

([
1
2i

]
e(1+2i)t

)
= e−t

[
− sin(2t)
2 cos(2t)

]
Λόγω του e−t οι λύσεις ελλατώνονται όσο αποµακρύνονται από την αρχή

των αξόνων

Η παράσταση φάσεων περιέχει σπρειροειδή καταβόθρα
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Ιδιοτιµές µε πολλαπλότητα
Παράδειγµα

~x′ = A~x, µε A =

[
3 0

0 3

]
⇒ λ1,2 = 3

• Αλγεβρική πολλαπλότητα = η πολλαπλότητα των ιδιοτιµών της

χαρακτηριστικής εξίσωσης

• Γεωµετρική πολλαπλότητα ιδιοτιµής = το πλήθος των γραµµικά

ανεξάρτητων ιδιοδιανυσµάτων της που µπορούµε να ϐρούµε.
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Ιδιοτιµές µε πολλαπλότητα
Παράδειγµα

~x′ = A~x, µε A =

[
3 0

0 3

]
⇒ λ1,2 = 3

• Αλγεβρική πολλαπλότητα = η πολλαπλότητα των ιδιοτιµών της

χαρακτηριστικής εξίσωσης

• Γεωµετρική πολλαπλότητα ιδιοτιµής = το πλήθος των γραµµικά

ανεξάρτητων ιδιοδιανυσµάτων της που µπορούµε να ϐρούµε.

Στο παράδειγµα τα ιδιοδυανύσµατα είναι [1, 0]
T

και [0, 1]
T

.

Η γενική λύση είναι

~x′ = c1

[
1

0

]
e3t + c2

[
0

1

]
e3t
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Ιδιοτιµές µε πολλαπλότητα
Παράδειγµα

~x′ = A~x, µε A =

[
3 0

0 3

]
⇒ λ1,2 = 3

• Αλγεβρική πολλαπλότητα = η πολλαπλότητα των ιδιοτιµών της

χαρακτηριστικής εξίσωσης

• Γεωµετρική πολλαπλότητα ιδιοτιµής = το πλήθος των γραµµικά

ανεξάρτητων ιδιοδιανυσµάτων της που µπορούµε να ϐρούµε.

Στο παράδειγµα τα ιδιοδυανύσµατα είναι [1, 0]
T

και [0, 1]
T

.

Η γενική λύση είναι

~x′ = c1

[
1

0

]
e3t + c2

[
0

1

]
e3t

Ορισµός : Αν για µία ιδιοτιµή, η Αλγεβρική της πολλαπλότητα = Γεωµετρική

της πολλαπλότητα, αυτή λέγεται πλήρης
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Θεώρηµα (Υπέρθεσης για όποιες πραγµατικές ιδιοτιµές)

΄Εστω ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα n−Σ.∆.Ε. ~x′ = A~x, A ∈ Rn×n.

Αν ο πίνακας A έχει n πραγµατικές ιδιοτιµές (οι οποίες δεν είναι

απαραίτητα διαφορετικές µεταξύ τους) λ1, λ2, . . . , λn και αν αυτές
αντιστοιχούν σε n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα ~v1, ~v2 . . . , ~vn,

τότε η γενική λύση του συστήµατος µπορεί να γραφεί ως

~x = c1~v1e
λ1t + c2~v2e

λ2t + · · ·+ cn~vne
λnt, ci ∈ R (?)

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 36



Παράδειγµα Ι

΄Εστω A =

[
1 0

0 1

]
στο ~y′ = A~y, έχουµε διπλή ιδιοτιµή λ1,2 = 1 και κάθε

~v 6= 0 είναι ιδιοδιάνυσµα, έστω ~v1 = [1, 0]
T

και ~v2 = [0, 1]
T

(γραµµικά

ανεξάρτητα) και άρα πλήρης. ΄Εχουµε για τη γενική λύση

~y = c1~v1e
t + c2~v2e

t ⇒ y1 = Cy2, C ∈ R
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Παράδειγµα Ι

΄Εστω A =

[
1 0

0 1

]
στο ~y′ = A~y, έχουµε διπλή ιδιοτιµή λ1,2 = 1 και κάθε

~v 6= 0 είναι ιδιοδιάνυσµα, έστω ~v1 = [1, 0]
T

και ~v2 = [0, 1]
T

(γραµµικά

ανεξάρτητα) και άρα πλήρης. ΄Εχουµε για τη γενική λύση

~y = c1~v1e
t + c2~v2e

t ⇒ y1 = Cy2, C ∈ R
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Παράδειγµα Ι

΄Εστω A =

[
1 0

0 1

]
στο ~y′ = A~y, έχουµε διπλή ιδιοτιµή λ1,2 = 1 και κάθε

~v 6= 0 είναι ιδιοδιάνυσµα, έστω ~v1 = [1, 0]
T

και ~v2 = [0, 1]
T

(γραµµικά

ανεξάρτητα) και άρα πλήρης. ΄Εχουµε για τη γενική λύση

~y = c1~v1e
t + c2~v2e

t ⇒ y1 = Cy2, C ∈ R

Η παράσταση φάσεων περιέχει (ασταθή) κόµβο πηγής
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Ατελείς Ιδιοτιµές
Ορισµός : Ατελής λέγεται µια ιδιοτιµή που δεν είναι πλήρης, δηλ. αν η

αλγεβρική της πολλαπλότητα είναι µεγαλύτερη από τη γεωµετρική της.
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Ατελείς Ιδιοτιµές
Ορισµός : Ατελής λέγεται µια ιδιοτιµή που δεν είναι πλήρης, δηλ. αν η

αλγεβρική της πολλαπλότητα είναι µεγαλύτερη από τη γεωµετρική της.

Παράδειγµα

A =

[
3 1

0 3

]
⇒ λ1,2 = 3

Υπολογίζω τα ιδιοδιανύσµατα

(A− λI)~v = ~0 ⇒
[

0 1

0 0

] [
v1
v2

]
=

[
0

0

]
⇒ v2 = 0
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Ατελείς Ιδιοτιµές
Ορισµός : Ατελής λέγεται µια ιδιοτιµή που δεν είναι πλήρης, δηλ. αν η

αλγεβρική της πολλαπλότητα είναι µεγαλύτερη από τη γεωµετρική της.

Παράδειγµα

A =

[
3 1

0 3

]
⇒ λ1,2 = 3

Υπολογίζω τα ιδιοδιανύσµατα

(A− λI)~v = ~0 ⇒
[

0 1

0 0

] [
v1
v2

]
=

[
0

0

]
⇒ v2 = 0

άρα v1 ελεύθερη µεταβλητή και το κάθε ιδιοδιάνυσµα είναι της µορφής

~v1 =

[
v1
0

]
, v1 ∈ R

΄Εχουµε ϐρεί όµως µία λύση (αλλά όχι τη γενική του συστήµατος)

~x1 = ~v1e
3t
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Γενικευµένα Ιδιοδιανύσµατα
Ορισµός Εάν µία ιδιοτιµή λ ενός πίνακα A, έχει αλγεβρική πολλαπλότητα

m, τότε µπορούµε να ϐρούµε m γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα

λύνοντας (A− λI)m~v = ~0. Τα διανύσµατα αυτά λέγονται γενικευµένα
ιδιοδιανύσµατα.
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Γενικευµένα Ιδιοδιανύσµατα
Ορισµός Εάν µία ιδιοτιµή λ ενός πίνακα A, έχει αλγεβρική πολλαπλότητα

m, τότε µπορούµε να ϐρούµε m γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα

λύνοντας (A− λI)m~v = ~0. Τα διανύσµατα αυτά λέγονται γενικευµένα
ιδιοδιανύσµατα.

Παράδειγµα (συνέχεια) ∆οκιµάζω (µαντεύω !) ότι η ∆.Ε. έχει και λύση την

~x2 = (~v2 + ~v1t)e
3t
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Γενικευµένα Ιδιοδιανύσµατα
Ορισµός Εάν µία ιδιοτιµή λ ενός πίνακα A, έχει αλγεβρική πολλαπλότητα

m, τότε µπορούµε να ϐρούµε m γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα

λύνοντας (A− λI)m~v = ~0. Τα διανύσµατα αυτά λέγονται γενικευµένα
ιδιοδιανύσµατα.

Παράδειγµα (συνέχεια) ∆οκιµάζω (µαντεύω !) ότι η ∆.Ε. έχει και λύση την

~x2 = (~v2 + ~v1t)e
3t

~x′2 = ~v1e
3t + 3(~v2 + ~v1t)e

3t = (3~v2 + ~v1)e
3t + 3~v1te

3t
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Γενικευµένα Ιδιοδιανύσµατα
Ορισµός Εάν µία ιδιοτιµή λ ενός πίνακα A, έχει αλγεβρική πολλαπλότητα

m, τότε µπορούµε να ϐρούµε m γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα

λύνοντας (A− λI)m~v = ~0. Τα διανύσµατα αυτά λέγονται γενικευµένα
ιδιοδιανύσµατα.

Παράδειγµα (συνέχεια) ∆οκιµάζω (µαντεύω !) ότι η ∆.Ε. έχει και λύση την

~x2 = (~v2 + ~v1t)e
3t

~x′2 = ~v1e
3t + 3(~v2 + ~v1t)e

3t = (3~v2 + ~v1)e
3t + 3~v1te

3t

΄Οµως ~x′2 = A~x2 ⇒ A~x2 = A(~v2 + ~v1t)e
3t = A~v2e

3t + A~v1te
3t

΄Αρα A~v2 = 3~v2 + ~v1 και A~v1 = 3~v1 δηλ.

(A− 3I)~v1 = ~0 και (A− 3I)~v2 = ~v1
και αν αυτές οι δύο ικανοποιούνται τότε το ~x2 είναι λύση.
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Γενικευµένα Ιδιοδιανύσµατα
Ορισµός Εάν µία ιδιοτιµή λ ενός πίνακα A, έχει αλγεβρική πολλαπλότητα

m, τότε µπορούµε να ϐρούµε m γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα

λύνοντας (A− λI)m~v = ~0. Τα διανύσµατα αυτά λέγονται γενικευµένα
ιδιοδιανύσµατα.

Παράδειγµα (συνέχεια) ∆οκιµάζω (µαντεύω !) ότι η ∆.Ε. έχει και λύση την

~x2 = (~v2 + ~v1t)e
3t

~x′2 = ~v1e
3t + 3(~v2 + ~v1t)e

3t = (3~v2 + ~v1)e
3t + 3~v1te

3t

΄Οµως ~x′2 = A~x2 ⇒ A~x2 = A(~v2 + ~v1t)e
3t = A~v2e

3t + A~v1te
3t

΄Αρα A~v2 = 3~v2 + ~v1 και A~v1 = 3~v1 δηλ.

(A− 3I)~v1 = ~0 και (A− 3I)~v2 = ~v1
και αν αυτές οι δύο ικανοποιούνται τότε το ~x2 είναι λύση.

Αντικαθιστώντας τη 2η στη 1η έχουµε

(A− 3I)(A− 3I)~v2 = ~0 ⇒ (A− 3I)2~v2 = ~0
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Παράδειγµα (συνέχεια) Πρέπει να λύσω 2 (εύκολα) γραµµικά συστήµατα

(A− 3I)2~v2 = ~0 και (A− 3I)~v2 = ~v1

όπου µάλιστα εδώ (A− 3I)2 = 0 άρα η πρώτη ισχύει ∀ ~v2 = [a, b]T ∈ R2
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Παράδειγµα (συνέχεια) Πρέπει να λύσω 2 (εύκολα) γραµµικά συστήµατα

(A− 3I)2~v2 = ~0 και (A− 3I)~v2 = ~v1

όπου µάλιστα εδώ (A− 3I)2 = 0 άρα η πρώτη ισχύει ∀ ~v2 = [a, b]T ∈ R2

΄Αρα αρκεί να σιγουρευτούµε ότι (A− 3I)~v2 = ~v1, γράφοντας[
0 1

0 0

] [
a

b

]
=

[
1

0

]
⇒ ισχύει για a = 0, b = 1 (ή όποια άλλη τιµή)
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Παράδειγµα (συνέχεια) Πρέπει να λύσω 2 (εύκολα) γραµµικά συστήµατα

(A− 3I)2~v2 = ~0 και (A− 3I)~v2 = ~v1

όπου µάλιστα εδώ (A− 3I)2 = 0 άρα η πρώτη ισχύει ∀ ~v2 = [a, b]T ∈ R2

΄Αρα αρκεί να σιγουρευτούµε ότι (A− 3I)~v2 = ~v1, γράφοντας[
0 1

0 0

] [
a

b

]
=

[
1

0

]
⇒ ισχύει για a = 0, b = 1 (ή όποια άλλη τιµή)

΄Αρα η γενική λύση σου συστήµατος µας είναι

~x = c1

[
1

0

]
e3t + c2

([
0

1

]
+

[
1

0

]
t

)
e3t =

[
c1e

3t + c2te
3t

c2e
3t

]
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Αλγόριθµος − λ πολλαπλότητας 2 ατέλειας 1

• Βρίσκουµε το ιδιαδιάνυσµα ~v1 του λ.
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Αλγόριθµος − λ πολλαπλότητας 2 ατέλειας 1

• Βρίσκουµε το ιδιαδιάνυσµα ~v1 του λ.

• Βρίσκουµε το διάνυσµα ~v2 τ.ω.

(A− λI)2~v2 = ~0

(A− λI)~v2 = ~v1
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Αλγόριθµος − λ πολλαπλότητας 2 ατέλειας 1

• Βρίσκουµε το ιδιαδιάνυσµα ~v1 του λ.

• Βρίσκουµε το διάνυσµα ~v2 τ.ω.

(A− λI)2~v2 = ~0

(A− λI)~v2 = ~v1

• Οι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις ϑα είναι

~x1 = ~v1e
λt

~x2 = (~v2 + ~v1t)e
λt
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Αλγόριθµος − λ πολλαπλότητας k ατέλειαςm
• Βρίσκουµε τα γενικευµένα ιδιαδιάνυσµατα ~v του λ.

(A− λI)k~v = ~0, αλλά µε (A− λI)k−1~v 6= ~0
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Αλγόριθµος − λ πολλαπλότητας k ατέλειαςm
• Βρίσκουµε τα γενικευµένα ιδιαδιάνυσµατα ~v του λ.

(A− λI)k~v = ~0, αλλά µε (A− λI)k−1~v 6= ~0

• Για κάθε ιδιοδιάνυσµα ~v1 ϐρίσκουµε µια σειρά γενικευµένων

ιδιοδιανυσµάτων ~v2, ~v3, . . . , ~vk τ.ω.

(A− λI)~v1 = ~0

(A− λI)~v2 = ~v1

...

(A− λI)~vk = ~vk−1
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Αλγόριθµος − λ πολλαπλότητας k ατέλειαςm
• Βρίσκουµε τα γενικευµένα ιδιαδιάνυσµατα ~v του λ.

(A− λI)k~v = ~0, αλλά µε (A− λI)k−1~v 6= ~0

• Για κάθε ιδιοδιάνυσµα ~v1 ϐρίσκουµε µια σειρά γενικευµένων

ιδιοδιανυσµάτων ~v2, ~v3, . . . , ~vk τ.ω.

(A− λI)~v1 = ~0

(A− λI)~v2 = ~v1

...

(A− λI)~vk = ~vk−1

• Κατασκευάζουµε τις γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις

~x1 = ~v1e
λt

~x2 = (~v2 + ~v1t)e
λt

...

~xk =

(
~vk + t~vk−1 + · · ·+ tk−2

(k − 2)!
~v2 +

tk−1

(k − 1)!
~v1

)
eλt
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Παράδειγµα ΙΙ

Να λυθεί το σύστηµα ∆.Ε. ~y′ =

[
4 1

−1 2

]
~y και να κατασκευαστεί το

επίπεδο ϕάσεων.
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Παράδειγµα ΙΙ

Να λυθεί το σύστηµα ∆.Ε. ~y′ =

[
4 1

−1 2

]
~y και να κατασκευαστεί το

επίπεδο ϕάσεων.

det(A− λI) = λ2 − 6λ+ 9 = (λ− 3)2 = 0
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Παράδειγµα ΙΙ

Να λυθεί το σύστηµα ∆.Ε. ~y′ =

[
4 1

−1 2

]
~y και να κατασκευαστεί το

επίπεδο ϕάσεων.

det(A− λI) = λ2 − 6λ+ 9 = (λ− 3)2 = 0

Βρίσκουµε το ιδιαδιάνυσµα ~v1 = [v1, v2]
T του λ = 3 (πολλαπλότητας 2).[

1 1

−1 −1

] [
v1
v2

]
=

[
0

0

]
⇒ v1 + v2 = 0,

v2 ελέυθερη µεταβλητή, άρα v2 = −1 (ή όποια άλλη τιµή) και v2 = 1
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Παράδειγµα ΙΙ

Να λυθεί το σύστηµα ∆.Ε. ~y′ =

[
4 1

−1 2

]
~y και να κατασκευαστεί το

επίπεδο ϕάσεων.

det(A− λI) = λ2 − 6λ+ 9 = (λ− 3)2 = 0

Βρίσκουµε το ιδιαδιάνυσµα ~v1 = [v1, v2]
T του λ = 3 (πολλαπλότητας 2).[

1 1

−1 −1

] [
v1
v2

]
=

[
0

0

]
⇒ v1 + v2 = 0,

v2 ελέυθερη µεταβλητή, άρα v2 = −1 (ή όποια άλλη τιµή) και v2 = 1

΄Αρα ~v1 = [1, −1]T και ϑέλουµε τη λύση ~y2 = (~v2 + ~v1t)e
λt, πρέπει

(A− λI)2~v2 = ~0

(A− λI)~v2 = ~v1 ⇒
[

1 1

−1 −1

] [
a

b

]
=

[
1

−1

]
⇒

ισχύει για b = 1 (ή όποια άλλη τιµή) και a = 0
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Παράδειγµα ΙΙ (συνέχεια)

΄Αρα η γενική λύση είναι

~y = c1~y1 + c2~y2 = c1

[
1

−1

]
e3t + c2

([
1

−1

]
t+

[
0

1

])
e3t
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Παράδειγµα ΙΙ (συνέχεια)

΄Αρα η γενική λύση είναι

~y = c1~y1 + c2~y2 = c1

[
1

−1

]
e3t + c2

([
1

−1

]
t+

[
0

1

])
e3t
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Παράδειγµα ΙΙ (συνέχεια)

΄Αρα η γενική λύση είναι

~y = c1~y1 + c2~y2 = c1

[
1

−1

]
e3t + c2

([
1

−1

]
t+

[
0

1

])
e3t

Η αρχή των αξόνων (κρίσιµο σηµείο) λέγεται (ασταθής) καταχρηστικός (ή
νόθος) κόµβος
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Παράδειγµα ΙΙ (συνέχεια)

΄Αρα η γενική λύση είναι

~y = c1~y1 + c2~y2 = c1

[
1

−1

]
e3t + c2

([
1

−1

]
t+

[
0

1

])
e3t

Η αρχή των αξόνων (κρίσιµο σηµείο) λέγεται (ασταθής) καταχρηστικός (ή
νόθος) κόµβος
Παρατήρηση ΄Αν οι ιδιοτιµή ήταν αρνητική οι τροχιές ϑα διέγραφαν αντίθετη ϕορά (πρός

την αρχή των αξόνων) και ϑα είχαµε ευσταθή νόθο κόµβο.
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Κρίσιµα σηµεία-Ευστάθεια

• Για το κάθε σύστηµα Σ.∆.Ε. της µορφής ~y′ =

[
a11 a12
a21 a22

]
~y = A~y το

σηµείο όπου η κλήση y′1/y
′
2 γίνεται απροσδιόριστη, 0/0, λέγεται κρίσιµο

σηµείο.
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Κρίσιµα σηµεία-Ευστάθεια

• Για το κάθε σύστηµα Σ.∆.Ε. της µορφής ~y′ =

[
a11 a12
a21 a22

]
~y = A~y το

σηµείο όπου η κλήση y′1/y
′
2 γίνεται απροσδιόριστη, 0/0, λέγεται κρίσιµο

σηµείο.

• det(A− λI) = 0 ⇒ λ2 − (a11 + a22)λ+ detA = λ2 − pλ+ q = 0

λ1,2 =
1

2
(p±

√
∆) =

1

2
(p±

√
p2 − 4q) και ισχύει λ1 − λ2 =

√
∆ και
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Κρίσιµα σηµεία-Ευστάθεια

• Για το κάθε σύστηµα Σ.∆.Ε. της µορφής ~y′ =

[
a11 a12
a21 a22

]
~y = A~y το

σηµείο όπου η κλήση y′1/y
′
2 γίνεται απροσδιόριστη, 0/0, λέγεται κρίσιµο

σηµείο.

• det(A− λI) = 0 ⇒ λ2 − (a11 + a22)λ+ detA = λ2 − pλ+ q = 0

λ1,2 =
1

2
(p±

√
∆) =

1

2
(p±

√
p2 − 4q) και ισχύει λ1 − λ2 =

√
∆ και

λ2 − pλ+ q = (λ− λ1)(λ− λ2) = λ2 − (λ1 + λ2)λ+ λ1λ2
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Κρίσιµα σηµεία-Ευστάθεια

• Για το κάθε σύστηµα Σ.∆.Ε. της µορφής ~y′ =

[
a11 a12
a21 a22

]
~y = A~y το

σηµείο όπου η κλήση y′1/y
′
2 γίνεται απροσδιόριστη, 0/0, λέγεται κρίσιµο

σηµείο.

• det(A− λI) = 0 ⇒ λ2 − (a11 + a22)λ+ detA = λ2 − pλ+ q = 0

λ1,2 =
1

2
(p±

√
∆) =

1

2
(p±

√
p2 − 4q) και ισχύει λ1 − λ2 =

√
∆ και

λ2 − pλ+ q = (λ− λ1)(λ− λ2) = λ2 − (λ1 + λ2)λ+ λ1λ2

Κριτήρια για είδος των κρίσιµων σηµείων
΄Ονοµα p = λ1 + λ2 q = λ1λ2 ∆ = (λ1 − λ2)2 Ιδιοτιµές

Κόµβος q > 0 ∆ ≥ 0 Πραγµατικές Οµόσηµες

Σαγµατικό q < 0 ∆ > 0 Πραγµατικές Ετερόσηµες

Κέντρο p = 0 q > 0 ∆ < 0 Φανταστικοί αριθµοί

Σπειροειδές p 6= 0 ∆ < 0 Μιγαδικές
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΄Ενα κρίσιµο σηµείο P0 λέγεται ευσταθές εάν όλες οι τροχιές κοντά (σε

απόσταση δ > 0) από το P0 παραµένουν κοντά (σε απόσταση ε > 0) στο

P0 στο χρόνο, αλλιώς λέγεται ασταθές.
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Κριτήρια ευστάθειας για κρίσιµα σηµεία

Τύπος p = λ1 + λ2 q = λ1λ2 ∆ = p2 − 4q

(Ευσταθές) Σηµείο έλξης p < 0 q > 0

Ευσταθές p ≤ 0 q > 0

Ασταθές ή p > 0 ή q < 0
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Κριτήρια ευστάθειας για κρίσιµα σηµεία

Τύπος p = λ1 + λ2 q = λ1λ2 ∆ = p2 − 4q

(Ευσταθές) Σηµείο έλξης p < 0 q > 0

Ευσταθές p ≤ 0 q > 0

Ασταθές ή p > 0 ή q < 0

Τα σηµεία • ευσταθή και τα ο ασταθή κρίσιµα σηµεία

Σ.∆.Ε, 2017, Μ.Π.∆. 47



Παράδειγµα ΙΙΙ
Τί είδους κρίσιµα σηµεία υπάρχουν στην ελέυθερη ταλάντωση µε

απόσβεση (δες ∆ιάλεξη 5);

my′′ + cy′ + ky = 0 ⇒ y′′ = − c
m
y′ − k

m
y ⇒u1=y

u2=y′
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my′′ + cy′ + ky = 0 ⇒ y′′ = − c
m
y′ − k

m
y ⇒u1=y

u2=y′

u′1 = u2

u′2 = − k
m
u1 −

c

m
u2 ⇒ ~u′ =

[
0 1

−k/m −c/m

]
~u
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Τί είδους κρίσιµα σηµεία υπάρχουν στην ελέυθερη ταλάντωση µε

απόσβεση (δες ∆ιάλεξη 5);

my′′ + cy′ + ky = 0 ⇒ y′′ = − c
m
y′ − k

m
y ⇒u1=y

u2=y′

u′1 = u2

u′2 = − k
m
u1 −

c

m
u2 ⇒ ~u′ =

[
0 1

−k/m −c/m

]
~u

΄Εχουµε det(A− λI) = λ2 + c
mλ+ k

m = 0 ⇒
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Τί είδους κρίσιµα σηµεία υπάρχουν στην ελέυθερη ταλάντωση µε

απόσβεση (δες ∆ιάλεξη 5);

my′′ + cy′ + ky = 0 ⇒ y′′ = − c
m
y′ − k

m
y ⇒u1=y

u2=y′

u′1 = u2

u′2 = − k
m
u1 −

c

m
u2 ⇒ ~u′ =

[
0 1

−k/m −c/m

]
~u

΄Εχουµε det(A− λI) = λ2 + c
mλ+ k

m = 0 ⇒
p = −c/m, q = k/m,∆ = (c/m)2 − 4k/m και από τους πίνακες

• Χωρίς απόσβεση, c = 0, τοτε p = 0, q > 0, κέντρο

• Ασθενώς φθίνουσα ταλάντωση c2 < 4mk, p < 0, q > 0,∆ < 0, σπρειροειδές σηµείο

έλξης

• Κρίσιµα φθίνουσα ταλάντωση c2 = 4mk, p < 0, q > 0,∆ = 0 σηµείο έλξης

• Ισχυρά φθίνουσα ταλάντωσηc2 > 4mk, p < 0, q > 0,∆ > 0, σηµείο έλξης
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mathlets.org/mathlets/linear−phase−portraits−matrix−entry/

mathlets.org/daimp/LinPhasePorMatrix.html
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