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Γενική λύση µη-οµογενούς γραµµικής ∆.Ε.

(µε σταθερούς συντελεστές)

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

όπου L[·] συµβολικά ο διαφορικός τελεστής .
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Γενική λύση µη-οµογενούς γραµµικής ∆.Ε.

(µε σταθερούς συντελεστές)

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

όπου L[·] συµβολικά ο διαφορικός τελεστής .

Οποιεσδήποτε δύο λύσεις της µη-οµογενούς διαφέρουν µεταξύ τους
κατά µία λύση της οµογενούς
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Γενική λύση µη-οµογενούς γραµµικής ∆.Ε.

(µε σταθερούς συντελεστές)

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

όπου L[·] συµβολικά ο διαφορικός τελεστής .

Οποιεσδήποτε δύο λύσεις της µη-οµογενούς διαφέρουν µεταξύ τους
κατά µία λύση της οµογενούς

΄Εστω yp και ỹp, δύο λύσεις της µη-οµογενούς (1)

L[yp − ỹp] = L[yp]− L[ỹp] = (2x+ 1)− (2x+ 1) = 0

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 2



Γενική λύση µη-οµογενούς γραµµικής ∆.Ε.

(µε σταθερούς συντελεστές)

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

όπου L[·] συµβολικά ο διαφορικός τελεστής .

Οποιεσδήποτε δύο λύσεις της µη-οµογενούς διαφέρουν µεταξύ τους
κατά µία λύση της οµογενούς

΄Εστω yp και ỹp, δύο λύσεις της µη-οµογενούς (1)

L[yp − ỹp] = L[yp]− L[ỹp] = (2x+ 1)− (2x+ 1) = 0

y = yc + yp

• y η γενική λύση της µη-οµογενούς (που ψάχνουµε)

• yc η γενική λύση της οµογενούς (συµπληρωµατική λύση)

• yp µια οποιαδήποτε λύση της µη-οµογενούς
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Μαντεύω yp = Ax+B,
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Μαντεύω yp = Ax+B,

y′′p + 5y′p + 6yp = (Ax+B)′′ + 5(Ax+B)′ + 6(Ax+B)
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Μαντεύω yp = Ax+B,

y′′p + 5y′p + 6yp = (Ax+B)′′ + 5(Ax+B)′ + 6(Ax+B)

6Ax+ (5A+ 6B) = 2x+ 1 ⇒ A = 1/3, B = −1/9
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Μαντεύω yp = Ax+B,

y′′p + 5y′p + 6yp = (Ax+B)′′ + 5(Ax+B)′ + 6(Ax+B)

6Ax+ (5A+ 6B) = 2x+ 1 ⇒ A = 1/3, B = −1/9

yp =
1

3
x− 1

9
=

3x− 1

9
Η γενική λύση

y = yc + yp = C1e
−2x + C2e

−3x +
3x− 1

9
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Μαντεύω yp = Ax+B,

y′′p + 5y′p + 6yp = (Ax+B)′′ + 5(Ax+B)′ + 6(Ax+B)

6Ax+ (5A+ 6B) = 2x+ 1 ⇒ A = 1/3, B = −1/9

yp =
1

3
x− 1

9
=

3x− 1

9
Η γενική λύση

y = yc + yp = C1e
−2x + C2e

−3x +
3x− 1

9

Προσοχή: Πρώτα υπολογίζουµε την y = yc + yp και κατόπιν λύνουµε ως προς τις
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σταθερές χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες (όταν µας έχουν δωθεί).
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Παράδειγµατα-Μαντεψιές
• y′′ + 2y′ + 2y = cos(2x), επιλέγω yp = A cos(2x) +B sin(2x)
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Παράδειγµατα-Μαντεψιές
• y′′ + 2y′ + 2y = cos(2x), επιλέγω yp = A cos(2x) +B sin(2x)

−4A cos(2x)−4B sin(2x)−4A sin(2x)+4B cos(2x)+2A cos(2x)+2B sin(2x) = cos(2x)

Για ισότητα

−4A+4B+2A = 1, και −4B−4A+2B = 0 ⇒ A = −1/10, B = 1/5
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Παράδειγµατα-Μαντεψιές
• y′′ + 2y′ + 2y = cos(2x), επιλέγω yp = A cos(2x) +B sin(2x)

−4A cos(2x)−4B sin(2x)−4A sin(2x)+4B cos(2x)+2A cos(2x)+2B sin(2x) = cos(2x)

Για ισότητα

−4A+4B+2A = 1, και −4B−4A+2B = 0 ⇒ A = −1/10, B = 1/5

΄Αρα

yp =
− cos(2x) + 2 sin(x)

10
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Παράδειγµατα-Μαντεψιές
• y′′ + 2y′ + 2y = cos(2x), επιλέγω yp = A cos(2x) +B sin(2x)

−4A cos(2x)−4B sin(2x)−4A sin(2x)+4B cos(2x)+2A cos(2x)+2B sin(2x) = cos(2x)

Για ισότητα

−4A+4B+2A = 1, και −4B−4A+2B = 0 ⇒ A = −1/10, B = 1/5

΄Αρα

yp =
− cos(2x) + 2 sin(x)

10

• Γενικά αν

• L[y] = e3x, µπορώ (ίσως) να επιλέξω yp = Ae3x
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Παράδειγµατα-Μαντεψιές
• y′′ + 2y′ + 2y = cos(2x), επιλέγω yp = A cos(2x) +B sin(2x)

−4A cos(2x)−4B sin(2x)−4A sin(2x)+4B cos(2x)+2A cos(2x)+2B sin(2x) = cos(2x)

Για ισότητα

−4A+4B+2A = 1, και −4B−4A+2B = 0 ⇒ A = −1/10, B = 1/5

΄Αρα

yp =
− cos(2x) + 2 sin(x)

10

• Γενικά αν

• L[y] = e3x, µπορώ (ίσως) να επιλέξω yp = Ae3x

• L[y] = (1 + 2x2)e−x cos(πx) επιλέγω

yp = (A+Bx+ Cx2)e−x cos(πx) + (D + Ex+ Fx2)e−x sin(πx)
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε

y′′ − 9y = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω yp = Ae3x
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε

y′′ − 9y = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω yp = Ae3x

Αντικαθιστώ

y′′p − 9yp = 9Ae3x − 9Ae3x = 0 6= e3x, ∀A
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε

y′′ − 9y = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω yp = Ae3x

Αντικαθιστώ

y′′p − 9yp = 9Ae3x − 9Ae3x = 0 6= e3x, ∀A

Τι συνέβη;

yc = C1e
−3x + C2e

3x, σύµπτωση (πολλαπλότητα) λύσεων !
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε

y′′ − 9y = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω yp = Ae3x

Αντικαθιστώ

y′′p − 9yp = 9Ae3x − 9Ae3x = 0 6= e3x, ∀A

Τι συνέβη;

yc = C1e
−3x + C2e

3x, σύµπτωση (πολλαπλότητα) λύσεων !

Λύση : Επιλέγω τότε yp = Axe3x

y′′p − 9yp = 4Ae3x + 9Axe3x = 4Ae3x(= e3x) ⇒ A = 1/4
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε

y′′ − 9y = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω yp = Ae3x

Αντικαθιστώ

y′′p − 9yp = 9Ae3x − 9Ae3x = 0 6= e3x, ∀A

Τι συνέβη;

yc = C1e
−3x + C2e

3x, σύµπτωση (πολλαπλότητα) λύσεων !

Λύση : Επιλέγω τότε yp = Axe3x

y′′p − 9yp = 4Ae3x + 9Axe3x = 4Ae3x(= e3x) ⇒ A = 1/4

y = yc + yp = C1e
−3x + C2e

3x +
1

4
xe3x
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. . . . . . µπορεί όµως ακόµη να αποτύχουµε (συνέχεια)
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. . . . . . µπορεί όµως ακόµη να αποτύχουµε (συνέχεια)

y′′ − 6y′ + 9 = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω yp = Axe3x
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. . . . . . µπορεί όµως ακόµη να αποτύχουµε (συνέχεια)

y′′ − 6y′ + 9 = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω yp = Axe3x

΄Οµως . . .

yc = C1e
−3x + C2xe

3x ⇒ η µαντεψιά ϑα αποτύχει !
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. . . . . . µπορεί όµως ακόµη να αποτύχουµε (συνέχεια)

y′′ − 6y′ + 9 = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω yp = Axe3x

΄Οµως . . .

yc = C1e
−3x + C2xe

3x ⇒ η µαντεψιά ϑα αποτύχει !

Λύση : Επιλέγω τότε yp = Ax2e3x

Εν γένει, µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε µε x την επιλογή µας όσες
φορές χρειάζεται για να αποφύγουµε τη σύµπτωση (πολλαπλότητα)
λύσεων, όχι όµως περισσότερες φορές!
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε κάθε όρο ξεχωριστά

L[y] = e2x + cosx
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε κάθε όρο ξεχωριστά

L[y] = e2x + cosx

• Αν u η λύση της εξίσωσης L[u] = e2x

• Αν v η λύση της εξίσωσης L[v] = cosx
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε κάθε όρο ξεχωριστά

L[y] = e2x + cosx

• Αν u η λύση της εξίσωσης L[u] = e2x

• Αν v η λύση της εξίσωσης L[v] = cosx

Λόγω της γραµµικότητας του τελεστή L[·]

yp = u+ v ⇒ L[y] = L[u+ v] = L[u] + L[v] = e2x + cosx
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε κάθε όρο ξεχωριστά

L[y] = e2x + cosx

• Αν u η λύση της εξίσωσης L[u] = e2x

• Αν v η λύση της εξίσωσης L[v] = cosx

Λόγω της γραµµικότητας του τελεστή L[·]

yp = u+ v ⇒ L[y] = L[u+ v] = L[u] + L[v] = e2x + cosx

Παρατήπηση: Το να ¨µαντέψω κατάλληλα¨ µπορεί να είναι αποτελεσµατικό

αν το δεξή µέλος της εξίσωσης L[y] = f(x) έχει πεπερασµένο αριθµό

γραµµικά ανεξάρτητων παραγώγων
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε κάθε όρο ξεχωριστά

L[y] = e2x + cosx

• Αν u η λύση της εξίσωσης L[u] = e2x

• Αν v η λύση της εξίσωσης L[v] = cosx

Λόγω της γραµµικότητας του τελεστή L[·]

yp = u+ v ⇒ L[y] = L[u+ v] = L[u] + L[v] = e2x + cosx

Παρατήπηση: Το να ¨µαντέψω κατάλληλα¨ µπορεί να είναι αποτελεσµατικό

αν το δεξή µέλος της εξίσωσης L[y] = f(x) έχει πεπερασµένο αριθµό

γραµµικά ανεξάρτητων παραγώγων

Αντιπαράδειγµα :

y′′ + y = tan(x)
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Παράδειγµα

Να ϐρεθεί µια ειδική λύση yp της y′′ − 4y = x+ 3ex.
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Παράδειγµα

Να ϐρεθεί µια ειδική λύση yp της y′′ − 4y = x+ 3ex.

[Η λύση της οµογενούς (συµπληρωµατική) yc = C1e
2x + C2e

−2x.]
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Παράδειγµα

Να ϐρεθεί µια ειδική λύση yp της y′′ − 4y = x+ 3ex.

[Η λύση της οµογενούς (συµπληρωµατική) yc = C1e
2x + C2e

−2x.]

Σύµφωνα µε το προηγούµενο αρκεί να ϐρούµε µια λύση για κάθε µια από

τις

y′′ − 4y = x

και

y′′ − 4y = 3ex.
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Παράδειγµα

Να ϐρεθεί µια ειδική λύση yp της y′′ − 4y = x+ 3ex.

[Η λύση της οµογενούς (συµπληρωµατική) yc = C1e
2x + C2e

−2x.]

Σύµφωνα µε το προηγούµενο αρκεί να ϐρούµε µια λύση για κάθε µια από

τις

y′′ − 4y = x

και

y′′ − 4y = 3ex.

Για την πρώτη µια λύση είναι η u = −x/4, τη ϐρίσκουµε από την εξίσωση για

y′′ − 4y = x µαντεύοντας ότι u = Ax+B, ενώ για τη δεύτερη είναι

v = −ex.

Εποµένως µια ειδική λύση της y′′ − 4y = x+ 3ex είναι η

yp = u+ v = −x/4− ex
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΜΗ-ΟΜΟΓΕΝΩΝ Σ.∆.Ε. 2ης Τάξης (µε
σταθερούς συντελεστές)
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Εξαναγκασµένες Ταλαντώσεις

Νόµος Χούκ, κανόνας απόσβεσης, 2ος νόµος Νεύτωνα
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Εξαναγκασµένες Ταλαντώσεις

Νόµος Χούκ, κανόνας απόσβεσης, 2ος νόµος Νεύτωνα

mx′′ + cx′ + kx = F (t)
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Εξαναγκασµένες Ταλαντώσεις

Νόµος Χούκ, κανόνας απόσβεσης, 2ος νόµος Νεύτωνα

mx′′ + cx′ + kx = F (t)

Ορισµοί:

• F 6= 0 ⇒ εξαναγκασµένη ταλάντωση (F περιοδική)

• c >⇒ 0 κίνηση µε απόσβεση

• c = 0 ⇒ 0 κίνηση χωρίς απόσβεση
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Ι. Εξαναγκασµένη κίνηση χωρίς απόσβεση (c = 0) και
συντονισµό

mx′′ + kx = F0 cos(ωt)
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Ι. Εξαναγκασµένη κίνηση χωρίς απόσβεση (c = 0) και
συντονισµό

mx′′ + kx = F0 cos(ωt)

Συµπληρωµατική λύση (οµογενούς( ϐλ. ∆ιάλεξη 6:

xc(t) = C1 cos(ω0t) + C2 sin(ω0t), ω0 =
√
k/m, γωνιακή συχνότητα
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Ι. Εξαναγκασµένη κίνηση χωρίς απόσβεση (c = 0) και
συντονισµό

mx′′ + kx = F0 cos(ωt)

Συµπληρωµατική λύση (οµογενούς( ϐλ. ∆ιάλεξη 6:

xc(t) = C1 cos(ω0t) + C2 sin(ω0t), ω0 =
√
k/m, γωνιακή συχνότητα

Αν ω0 6= ω, ¨µαντεύω¨ ότι xp = A cos(ωt) και λύνοντας (άσκηση) µε τη

µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών

xp(t) =
F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(ωt),
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Ι. Εξαναγκασµένη κίνηση χωρίς απόσβεση (c = 0) και
συντονισµό

mx′′ + kx = F0 cos(ωt)

Συµπληρωµατική λύση (οµογενούς( ϐλ. ∆ιάλεξη 6:

xc(t) = C1 cos(ω0t) + C2 sin(ω0t), ω0 =
√
k/m, γωνιακή συχνότητα

Αν ω0 6= ω, ¨µαντεύω¨ ότι xp = A cos(ωt) και λύνοντας (άσκηση) µε τη

µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών

xp(t) =
F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(ωt),

Η γενική λύση (υπέρθεση δύο συνηµιτονοειδών)

x(t) = C1 cos(ω0t) + C2 sin(ω0t) +
F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(ωt)

= C cos(ω0t− γ) +
F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(ωt)
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Παράδειγµα

0.5x′′ + 8x = 10 cos(πt), x(0) = 0, x′(0) = 0

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 13



Παράδειγµα

0.5x′′ + 8x = 10 cos(πt), x(0) = 0, x′(0) = 0

Παράµετροι : ω = π, ω0 =
√

8/0.5 = 4, F0 = 10, m = 0.5
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Παράδειγµα

0.5x′′ + 8x = 10 cos(πt), x(0) = 0, x′(0) = 0

Παράµετροι : ω = π, ω0 =
√

8/0.5 = 4, F0 = 10, m = 0.5

x(t) = C1 cos(4t) + C2 sin(4t) +
20

16− π2
cos(πt)
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Παράδειγµα

0.5x′′ + 8x = 10 cos(πt), x(0) = 0, x′(0) = 0

Παράµετροι : ω = π, ω0 =
√

8/0.5 = 4, F0 = 10, m = 0.5

x(t) = C1 cos(4t) + C2 sin(4t) +
20

16− π2
cos(πt)

Από τις αρχικές συνθήκες⇒ C2 = 0, C1 = −20/(16− π2), άρα

x(t) =
20

16− π2
(cos(πt)− cos(4t))
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Παράδειγµα

0.5x′′ + 8x = 10 cos(πt), x(0) = 0, x′(0) = 0

Παράµετροι : ω = π, ω0 =
√

8/0.5 = 4, F0 = 10, m = 0.5

x(t) = C1 cos(4t) + C2 sin(4t) +
20

16− π2
cos(πt)

Από τις αρχικές συνθήκες⇒ C2 = 0, C1 = −20/(16− π2), άρα

x(t) =
20

16− π2
(cos(πt)− cos(4t))
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Παράδειγµα (συνέχεια)

2 sin

(
A−B

2

)
sin

(
A+B

2

)
= cosB − cosA
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Παράδειγµα (συνέχεια)

2 sin

(
A−B

2

)
sin

(
A+B

2

)
= cosB − cosA

x(t) =
20

16− π2

(
2 sin

(
4− π
2

t

)
sin

(
4 + π

2
t

))
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Παράδειγµα (συνέχεια)

2 sin

(
A−B

2

)
sin

(
A+B

2

)
= cosB − cosA

x(t) =
20

16− π2

(
2 sin

(
4− π
2

t

)
sin

(
4 + π

2
t

))
Η x(t) είναι ένα υψηλής συχνότητας κύµα, το εύρος του οποίου

διαµορφώνεται από ένα κύµα χαµηλής συχνότητας.
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Συντονισµός (w = w0)
Η µαντεψιά xp = A cos(ωt) είναι λύση της οµογενούς (δεν µας κάνει),

άρα δοκιµάζω

xp(t) = At cos(ωt) +Bt sin(ωt)
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Συντονισµός (w = w0)
Η µαντεψιά xp = A cos(ωt) είναι λύση της οµογενούς (δεν µας κάνει),

άρα δοκιµάζω

xp(t) = At cos(ωt) +Bt sin(ωt)

Η εξίσωση είναι

x′′ + ω2x =
F0

m
cos(ωt) ⇒ αντικαθιστώντας όπου x την xp

2Bω cos(ωt)− 2Aω sin(ωt) =
F0

m
cos(ωt) ⇒ A = 0, B =

F0

2mω
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Συντονισµός (w = w0)
Η µαντεψιά xp = A cos(ωt) είναι λύση της οµογενούς (δεν µας κάνει),

άρα δοκιµάζω

xp(t) = At cos(ωt) +Bt sin(ωt)

Η εξίσωση είναι

x′′ + ω2x =
F0

m
cos(ωt) ⇒ αντικαθιστώντας όπου x την xp

2Bω cos(ωt)− 2Aω sin(ωt) =
F0

m
cos(ωt) ⇒ A = 0, B =

F0

2mω

x(t) = C1 cos(ωt) + C1 sin(ωt) +
F0

2mω
t sin(ωt), η γενική λύση

• Ο όρος
F0

2mωt αυξάνει καθώς t→∞.

• Οι δύο πρώτοι όροι ταλαντώνονται µεταξύ ±
√
C2

1 + C2
2
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Συντονισµός (συνέχεια)

x(t) = C1 cos(ωt) + C1 sin(ωt) +
F0

2mω
t sin(ωt)

Σχήµα 1: C1 = C2 = 0, F0 = 2,m = 1, ω = π

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 16



ΙΙ. Εξαναγκασµένη ταλάντωση µε απόσβεση

mx′′ + cx′ + kx = F0 cos(ωt)

x′′ + 2px′ + ω2
0x =

F0

m
cos(ωt), p =

c

2m
, ω0 =

√
k

m
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ΙΙ. Εξαναγκασµένη ταλάντωση µε απόσβεση

mx′′ + cx′ + kx = F0 cos(ωt)

x′′ + 2px′ + ω2
0x =

F0

m
cos(ωt), p =

c

2m
, ω0 =

√
k

m

Οι ϱίζες του χαρακτ. πολυωνύµου του οµογενούς προβλήµατος: r1,2 = −p±
√
p2 − ω2

0

xc=


C1e

r1t + C2e
r2t, αν c2 > 4km

C1e
−pt + C2te

−pt, αν c2 = 4km

e−pt (C1 cos(ω1t) + C2 sin(ω1t)) , αν c2 < 4km µε ω1=
√
ω2
0 − p2

Παρατηρούµε ότι xc(t)→ 0 όταν t→∞.
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ΙΙ. Εξαναγκασµένη ταλάντωση µε απόσβεση

mx′′ + cx′ + kx = F0 cos(ωt)

x′′ + 2px′ + ω2
0x =

F0

m
cos(ωt), p =

c

2m
, ω0 =

√
k

m

Οι ϱίζες του χαρακτ. πολυωνύµου του οµογενούς προβλήµατος: r1,2 = −p±
√
p2 − ω2

0

xc=


C1e

r1t + C2e
r2t, αν c2 > 4km

C1e
−pt + C2te

−pt, αν c2 = 4km

e−pt (C1 cos(ω1t) + C2 sin(ω1t)) , αν c2 < 4km µε ω1=
√
ω2
0 − p2

Παρατηρούµε ότι xc(t)→ 0 όταν t→∞.
Για τη λύση της µη-οµογενούς, επιλέγω,

xp = A cos(ωt) +B sin(ωt)
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ΙΙ. Εξαναγκασµένη ταλάντωση µε απόσβεση

mx′′ + cx′ + kx = F0 cos(ωt)

x′′ + 2px′ + ω2
0x =

F0

m
cos(ωt), p =

c

2m
, ω0 =

√
k

m

Οι ϱίζες του χαρακτ. πολυωνύµου του οµογενούς προβλήµατος: r1,2 = −p±
√
p2 − ω2

0

xc=


C1e

r1t + C2e
r2t, αν c2 > 4km

C1e
−pt + C2te

−pt, αν c2 = 4km

e−pt (C1 cos(ω1t) + C2 sin(ω1t)) , αν c2 < 4km µε ω1=
√
ω2
0 − p2

Παρατηρούµε ότι xc(t)→ 0 όταν t→∞.
Για τη λύση της µη-οµογενούς, επιλέγω,

xp = A cos(ωt) +B sin(ωt)(
(ω2

0 − ω)B − 2ωpA
)
sin(ωt) +

(
(ω2

0 − ω)A+ 2ωpB
)
cos(ωt) = F0

m cos(ωt) ⇒
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ΙΙ. Εξαναγκασµένη ταλάντωση µε απόσβεση

mx′′ + cx′ + kx = F0 cos(ωt)

x′′ + 2px′ + ω2
0x =

F0

m
cos(ωt), p =

c

2m
, ω0 =

√
k

m

Οι ϱίζες του χαρακτ. πολυωνύµου του οµογενούς προβλήµατος: r1,2 = −p±
√
p2 − ω2

0

xc=


C1e

r1t + C2e
r2t, αν c2 > 4km

C1e
−pt + C2te

−pt, αν c2 = 4km

e−pt (C1 cos(ω1t) + C2 sin(ω1t)) , αν c2 < 4km µε ω1=
√
ω2
0 − p2

Παρατηρούµε ότι xc(t)→ 0 όταν t→∞.
Για τη λύση της µη-οµογενούς, επιλέγω,

xp = A cos(ωt) +B sin(ωt)(
(ω2

0 − ω)B − 2ωpA
)
sin(ωt) +

(
(ω2

0 − ω)A+ 2ωpB
)
cos(ωt) = F0

m cos(ωt) ⇒
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παίρνουµε

A =
(ω2

0 − ω)F0

m(2ωp)2 +m(ω2
0 − ω2)2

B =
2ωpF0

m(2ωp)2 +m(ω2
0 − ω2)2
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παίρνουµε

A =
(ω2

0 − ω)F0

m(2ωp)2 +m(ω2
0 − ω2)2

B =
2ωpF0

m(2ωp)2 +m(ω2
0 − ω2)2

΄Αρα η συγκεκριµένη ειδική λύση

xp =
(ω2

0 − ω)F0

m(2ωp)2 +m(ω2
0 − ω)

cos(ωt) +
2ωpF0

m(2ωp)2 +m(ω2
0 − ω)

sin(ωt)
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παίρνουµε

A =
(ω2

0 − ω)F0

m(2ωp)2 +m(ω2
0 − ω2)2

B =
2ωpF0

m(2ωp)2 +m(ω2
0 − ω2)2

΄Αρα η συγκεκριµένη ειδική λύση

xp =
(ω2

0 − ω)F0

m(2ωp)2 +m(ω2
0 − ω)

cos(ωt) +
2ωpF0

m(2ωp)2 +m(ω2
0 − ω)

sin(ωt)

Η γενική λύση

x(t) = xc(t) + xp(t)
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Εναλλακτικός τρόποσ: ϐρίσκουµε το πλάτος ταλάντωσης

C =
√
A2 +B2 =

F0

m
√
(2ωp)2 + (ω2

0 − ω2)2
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Εναλλακτικός τρόποσ: ϐρίσκουµε το πλάτος ταλάντωσης

C =
√
A2 +B2 =

F0

m
√
(2ωp)2 + (ω2

0 − ω2)2

και τη µετακίνηση ϕάσης

tan γ =
B

A
=

2ωp

ω2
0 − ω2
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Εναλλακτικός τρόποσ: ϐρίσκουµε το πλάτος ταλάντωσης

C =
√
A2 +B2 =

F0

m
√
(2ωp)2 + (ω2

0 − ω2)2

και τη µετακίνηση ϕάσης

tan γ =
B

A
=

2ωp

ω2
0 − ω2

Τότε η συγκεκριµένη λύση

xp =
F0

m
√
(2ωp)2 + (ω2

0 − ω2)2
cos(ωt− γ)
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Εναλλακτικός τρόποσ: ϐρίσκουµε το πλάτος ταλάντωσης

C =
√
A2 +B2 =

F0

m
√
(2ωp)2 + (ω2

0 − ω2)2

και τη µετακίνηση ϕάσης

tan γ =
B

A
=

2ωp

ω2
0 − ω2

Τότε η συγκεκριµένη λύση

xp =
F0

m
√
(2ωp)2 + (ω2

0 − ω2)2
cos(ωt− γ)

Παρατήρηση ΄Οταν ω = ω0 ⇒ A = 0, B = C = F0
2mωp και γ = π/2
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Γενικευµένη λύση

x = xc + xp

Η xc = µεταβατική λύση (xtr) και xp = ευσταθής περιοδική λύση (xsp)
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Γενικευµένη λύση

x = xc + xp

Η xc = µεταβατική λύση (xtr) και xp = ευσταθής περιοδική λύση (xsp)

Παρατηρήσεις
• Η λύση xc = xtr → 0 όταν t→∞, δηλ. για µεγάλο t ο όρος xtr είναι

αµελητέος

• Η xsp δεν εµπλέκει σταθερές, οι αρχ. συνθ. επηρεάζουν µόνο την xtr
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Γενικευµένη λύση

x = xc + xp

Η xc = µεταβατική λύση (xtr) και xp = ευσταθής περιοδική λύση (xsp)

Παρατηρήσεις
• Η λύση xc = xtr → 0 όταν t→∞, δηλ. για µεγάλο t ο όρος xtr είναι

αµελητέος

• Η xsp δεν εµπλέκει σταθερές, οι αρχ. συνθ. επηρεάζουν µόνο την xtr

Σχήµα 2: Λύσεις για διαφορετικές αρχικ. συνθ. µε k = 1, m = 1, F0 = 1, c = 0.7,

ω = 1.1
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(Φυσικός) Συντονισµός µε απόσβεση
Τι σηµαίνει συντονισµός µε απόσβεση και ποιά είναι η µέγιστη τιµή του

πλάτους C της ευσταθούς περιοδικής λύσης xsp;
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(Φυσικός) Συντονισµός µε απόσβεση
Τι σηµαίνει συντονισµός µε απόσβεση και ποιά είναι η µέγιστη τιµή του

πλάτους C της ευσταθούς περιοδικής λύσης xsp;

Σχήµα 3: Η γραφική παράσταση του C(ω) µε k = 1, m = 1, F0 = 1. Η πάνω καµπύλη

είναι για c = 0.4, η µεσαία για c = 0.8, και η κάτω για c = 1.6
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(Φυσικός) Συντονισµός µε απόσβεση
Τι σηµαίνει συντονισµός µε απόσβεση και ποιά είναι η µέγιστη τιµή του

πλάτους C της ευσταθούς περιοδικής λύσης xsp;

Σχήµα 3: Η γραφική παράσταση του C(ω) µε k = 1, m = 1, F0 = 1. Η πάνω καµπύλη

είναι για c = 0.4, η µεσαία για c = 0.8, και η κάτω για c = 1.6

Η τιµή του ω όπου το C(ω) γίνεται µέγιστο λέγεται φυσική συχνότητα
συντονισµού και το µέγιστο αυτό πλάτος φυσικό πλάτος συντονισµού.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 21



Υπολογισµός µέγιστου πλάτους
Η συγκεκριµένη λύση

xp = xsp =
F0

m
√
(2ωp)2 + (ω2

0 − ω2)2
cos(ωt− γ)
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Υπολογισµός µέγιστου πλάτους
Η συγκεκριµένη λύση

xp = xsp =
F0

m
√
(2ωp)2 + (ω2

0 − ω2)2
cos(ωt− γ)

C ′(ω) =
−4ω(2p2 + ω2 − ω2

0)F0

m((2ωp)2 + (ω2
0 − ω2)2)3/2

µηδενίζεται όταν ω = 0 ή όταν 2p2 + ω2 − ω2
0 = 0 δηλ. όταν

ω =
√
ω2
0 − 2p2 ή ω = 0
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Υπολογισµός µέγιστου πλάτους
Η συγκεκριµένη λύση

xp = xsp =
F0

m
√
(2ωp)2 + (ω2

0 − ω2)2
cos(ωt− γ)

C ′(ω) =
−4ω(2p2 + ω2 − ω2

0)F0

m((2ωp)2 + (ω2
0 − ω2)2)3/2

µηδενίζεται όταν ω = 0 ή όταν 2p2 + ω2 − ω2
0 = 0 δηλ. όταν

ω =
√
ω2
0 − 2p2 ή ω = 0

• Αν ω = 0 τότε δεν υπάρχει ουσιαστικά ϕυσικός συντονισµός

• Η ποσότητα ω2
0 − 2p2 > 0 στη πρώτη περίπτωση

• Αν c = 0 ή c� η συχνότητα συντονισµού ω → ω0
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ΙΙ. Μέθοδος (∆ιακύµασης−Μεταβολής) των Παραµέτρων
(Lagrange)

Γενική µεθοδολογία (εύρεσης µιας ειδικής λύσης) για ∆.Ε. της µορφής

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) ⇔ L[y] = f(x)
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ΙΙ. Μέθοδος (∆ιακύµασης−Μεταβολής) των Παραµέτρων
(Lagrange)

Γενική µεθοδολογία (εύρεσης µιας ειδικής λύσης) για ∆.Ε. της µορφής

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) ⇔ L[y] = f(x)

Γενική λύση: y = συµπληρωµατική + ειδική = yc + yp
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ΙΙ. Μέθοδος (∆ιακύµασης−Μεταβολής) των Παραµέτρων
(Lagrange)

Γενική µεθοδολογία (εύρεσης µιας ειδικής λύσης) για ∆.Ε. της µορφής

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) ⇔ L[y] = f(x)

Γενική λύση: y = συµπληρωµατική + ειδική = yc + yp

(1) Αρχικά ϑα ϐρούµε την λύση της οµογενούς L[y] = 0

yc = C1y1 + C2y2, C1,2 σταθερές και y1,2(x) γραµ. ανεξάρτητες
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ΙΙ. Μέθοδος (∆ιακύµασης−Μεταβολής) των Παραµέτρων
(Lagrange)

Γενική µεθοδολογία (εύρεσης µιας ειδικής λύσης) για ∆.Ε. της µορφής

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) ⇔ L[y] = f(x)

Γενική λύση: y = συµπληρωµατική + ειδική = yc + yp

(1) Αρχικά ϑα ϐρούµε την λύση της οµογενούς L[y] = 0

yc = C1y1 + C2y2, C1,2 σταθερές και y1,2(x) γραµ. ανεξάρτητες

(2) Θεωρούµε ότι

yp = u1(x)y1 + u2(x)y2, u1,2 αυθαίρετες συναρτήσεις, και τότε
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ΙΙ. Μέθοδος (∆ιακύµασης−Μεταβολής) των Παραµέτρων
(Lagrange)

Γενική µεθοδολογία (εύρεσης µιας ειδικής λύσης) για ∆.Ε. της µορφής

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) ⇔ L[y] = f(x)

Γενική λύση: y = συµπληρωµατική + ειδική = yc + yp

(1) Αρχικά ϑα ϐρούµε την λύση της οµογενούς L[y] = 0

yc = C1y1 + C2y2, C1,2 σταθερές και y1,2(x) γραµ. ανεξάρτητες

(2) Θεωρούµε ότι

yp = u1(x)y1 + u2(x)y2, u1,2 αυθαίρετες συναρτήσεις, και τότε

y′p = (u′1y1 + u′2y2) + (u1y
′
1 + u2y

′
2),
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ΙΙ. Μέθοδος (∆ιακύµασης−Μεταβολής) των Παραµέτρων
(Lagrange)

Γενική µεθοδολογία (εύρεσης µιας ειδικής λύσης) για ∆.Ε. της µορφής

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) ⇔ L[y] = f(x)

Γενική λύση: y = συµπληρωµατική + ειδική = yc + yp

(1) Αρχικά ϑα ϐρούµε την λύση της οµογενούς L[y] = 0

yc = C1y1 + C2y2, C1,2 σταθερές και y1,2(x) γραµ. ανεξάρτητες

(2) Θεωρούµε ότι

yp = u1(x)y1 + u2(x)y2, u1,2 αυθαίρετες συναρτήσεις, και τότε

y′p = (u′1y1 + u′2y2) + (u1y
′
1 + u2y

′
2),

και επιβάλουµε να ισχύει ότι u′1y1 + u′2y2 = 0 (?), τότε

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 23



ΙΙ. Μέθοδος (∆ιακύµασης−Μεταβολής) των Παραµέτρων
(Lagrange)

Γενική µεθοδολογία (εύρεσης µιας ειδικής λύσης) για ∆.Ε. της µορφής

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) ⇔ L[y] = f(x)

Γενική λύση: y = συµπληρωµατική + ειδική = yc + yp

(1) Αρχικά ϑα ϐρούµε την λύση της οµογενούς L[y] = 0

yc = C1y1 + C2y2, C1,2 σταθερές και y1,2(x) γραµ. ανεξάρτητες

(2) Θεωρούµε ότι

yp = u1(x)y1 + u2(x)y2, u1,2 αυθαίρετες συναρτήσεις, και τότε

y′p = (u′1y1 + u′2y2) + (u1y
′
1 + u2y

′
2),

και επιβάλουµε να ισχύει ότι u′1y1 + u′2y2 = 0 (?), τότε

y′′p = u1y
′′
1 + u2y

′′
2 + u′1y

′
1 + u′2y

′
2
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Μέθοδος Μεταβολής των Παραµέτρων (συνέχεια)
Αντικαθιστώντας τις y′p και y′′p στη ∆.Ε. και εφόσον οι y1, y2 είναι λύσεις της

οµογενούς
u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x), (??)
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Μέθοδος Μεταβολής των Παραµέτρων (συνέχεια)
Αντικαθιστώντας τις y′p και y′′p στη ∆.Ε. και εφόσον οι y1, y2 είναι λύσεις της

οµογενούς
u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x), (??)

΄Αρα έχουµε ότι yp = u1y1 + u2y2 είναι (ειδική) λύση της ∆.Ε. αν ισχύουν οι

(?) και (??)

u′1y1 + u′2y2 = 0 (1)

u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x) (2)
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Μέθοδος Μεταβολής των Παραµέτρων (συνέχεια)
Αντικαθιστώντας τις y′p και y′′p στη ∆.Ε. και εφόσον οι y1, y2 είναι λύσεις της

οµογενούς
u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x), (??)

΄Αρα έχουµε ότι yp = u1y1 + u2y2 είναι (ειδική) λύση της ∆.Ε. αν ισχύουν οι

(?) και (??)

u′1y1 + u′2y2 = 0 (1)

u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x) (2)

Η ορίζουσα των (1) και (2) είναι αυτή του Wronski µε W (y1, y2) 6= 0

(εφόσον οι y1, y2 γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς)
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Μέθοδος Μεταβολής των Παραµέτρων (συνέχεια)
Αντικαθιστώντας τις y′p και y′′p στη ∆.Ε. και εφόσον οι y1, y2 είναι λύσεις της

οµογενούς
u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x), (??)

΄Αρα έχουµε ότι yp = u1y1 + u2y2 είναι (ειδική) λύση της ∆.Ε. αν ισχύουν οι

(?) και (??)

u′1y1 + u′2y2 = 0 (1)

u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x) (2)

Η ορίζουσα των (1) και (2) είναι αυτή του Wronski µε W (y1, y2) 6= 0

(εφόσον οι y1, y2 γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς)

(3) Λύνουµε ώς προς u′1 και u′2 συναρτήσει των f(x), y1, y2, και έστω

u′1 = φ1(x) και u′2 = φ2(x)
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Μέθοδος Μεταβολής των Παραµέτρων (συνέχεια)
Αντικαθιστώντας τις y′p και y′′p στη ∆.Ε. και εφόσον οι y1, y2 είναι λύσεις της

οµογενούς
u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x), (??)

΄Αρα έχουµε ότι yp = u1y1 + u2y2 είναι (ειδική) λύση της ∆.Ε. αν ισχύουν οι

(?) και (??)

u′1y1 + u′2y2 = 0 (1)

u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x) (2)

Η ορίζουσα των (1) και (2) είναι αυτή του Wronski µε W (y1, y2) 6= 0

(εφόσον οι y1, y2 γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς)

(3) Λύνουµε ώς προς u′1 και u′2 συναρτήσει των f(x), y1, y2, και έστω

u′1 = φ1(x) και u′2 = φ2(x)

⇒ u1(x) =

∫
φ1(x)+

=0︷︸︸︷
D1 και u2(x) =

∫
φ2(x)+

=0︷︸︸︷
D2
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Θεώρηµα (Lagrange)

Αν για τη ∆.Ε.

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) (A)

οι συναρτήσεις p, q και f είναι συνεχείς σε ένα ανοιχτό διάστηµα I , και άν

οι συναρτήσεις y1 και y2 είναι γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς

∆.Ε. που αντιστοιχεί στην (A), τότε µια µερική λύση της ∆.Ε. (A) είναι η

yp = −y1
∫

y2 · f
W (y1, y2)

dx+ y2

∫
y1 · f

W (y1, y2)
dx

και η γενική λύση της (A) είναι

y = C1y1 + C2y2 + yp

Προσοχή: Για να ισχύει το Θεώρηµα, πρέπει η ∆.Ε. να είναι γραµµένη στη

µορφή (A).
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + y = tan(x)
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + y = tan(x)

Η λύση της οµογενούς (άσκηση) είναι η

yc = C1 cos(x) + C2 sin(x).
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + y = tan(x)

Η λύση της οµογενούς (άσκηση) είναι η

yc = C1 cos(x) + C2 sin(x).

Για τη λύση της µη-οµογενούς ϑα εξετάσουµε για, µερική, λύση τη

yp = u1(x) cos(x) + u2(x) sin(x).

Τότε σύµφωνα µε την παραπάνω µέθοδο παίρνουµε το σύστηµα (1) και (2)

cos(x)u′1 + sin(x)u′2 = 0

− sin(x)u′1 + cos(x)u′2 = tan(x).
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + y = tan(x)

Η λύση της οµογενούς (άσκηση) είναι η

yc = C1 cos(x) + C2 sin(x).

Για τη λύση της µη-οµογενούς ϑα εξετάσουµε για, µερική, λύση τη

yp = u1(x) cos(x) + u2(x) sin(x).

Τότε σύµφωνα µε την παραπάνω µέθοδο παίρνουµε το σύστηµα (1) και (2)

cos(x)u′1 + sin(x)u′2 = 0

− sin(x)u′1 + cos(x)u′2 = tan(x).

Το σύστηµα αυτό έχει λύση (άσκηση)

u′1 = − tan(x) sin(x), u′2 = sin(x).
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΄Ετσι έχουµε ότι

u1(x) =

∫
u′1dx =

∫
− tan(x) sin(x)dx =

1

2
ln

∣∣∣∣sin(x)− 1

sin(x) + 1

∣∣∣∣+ sin(x)

(3)

u2(x) =

∫
u′2dx =

∫
sin(x)dx = − cos(x) (4)

Εποµένως η συγκεκριµένη ειδική λύση είναι

yp = u1(x) cos(x) + u2(x) sin(x) =

=
1

2
ln

∣∣∣∣sin(x)− 1

sin(x) + 1

∣∣∣∣ cos(x) + sin(x) cos(x)− cos(x) sin(x)

=
1

2
ln

∣∣∣∣sin(x)− 1

sin(x) + 1

∣∣∣∣ cos(x)
και η γενική λύση

y = yc + yp
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ − 2y′ + y = ln(x).
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ − 2y′ + y = ln(x).

Η οµογενής ∆Ε y′′ − 2y′ + y = 0 έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο το

k2 − 2k + 1 = 0 που έχει διπλή ρίζα το k = 1.
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ − 2y′ + y = ln(x).

Η οµογενής ∆Ε y′′ − 2y′ + y = 0 έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο το

k2 − 2k + 1 = 0 που έχει διπλή ρίζα το k = 1.

΄Ετσι η λύση της οµογενούς είναι η

yc = C1e
x + C2xe

x.
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ − 2y′ + y = ln(x).

Η οµογενής ∆Ε y′′ − 2y′ + y = 0 έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο το

k2 − 2k + 1 = 0 που έχει διπλή ρίζα το k = 1.

΄Ετσι η λύση της οµογενούς είναι η

yc = C1e
x + C2xe

x.

Για τη λύση της µη-οµογενούς ϑα εξετάσουµε για λύση τη

yp = u1(x)e
x + u2(x)xe

x.

Τότε σύµφωνα µε την παραπάνω µέθοδο παίρνουµε το σύστηµα (1) και (2)

exu′1 + xexu′2 = 0

exu′1 + (ex + xex)u′2 = ln(x).
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ − 2y′ + y = ln(x).

Η οµογενής ∆Ε y′′ − 2y′ + y = 0 έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο το

k2 − 2k + 1 = 0 που έχει διπλή ρίζα το k = 1.

΄Ετσι η λύση της οµογενούς είναι η

yc = C1e
x + C2xe

x.

Για τη λύση της µη-οµογενούς ϑα εξετάσουµε για λύση τη

yp = u1(x)e
x + u2(x)xe

x.

Τότε σύµφωνα µε την παραπάνω µέθοδο παίρνουµε το σύστηµα (1) και (2)

exu′1 + xexu′2 = 0

exu′1 + (ex + xex)u′2 = ln(x).
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Το σύστηµα αυτό έχει λύση (άσκηση)

u′1 = −xe−x ln(x), u′2 = e−x ln(x).

΄Ετσι έχουµε, ολοκληρώνοντας, ότι

u2(x) = −e−x ln(x) +
∫
e−x

x
dx (5)

u1(x) = xe−x ln(x) + e−x + e−x ln(x)−
∫
e−x

x
dx (6)

Εποµένως η ειδική λύση είναι

yp = u1(x)e
x + xu2(x)e

x = 1 + ln(x) + e−x(x− 1)

∫
e−x

x
dx.

και η γενική λύση
y = yc + yp
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ϐρεθεί η γενική λύση της

y′′ − y
′

x
= x. (7)
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ϐρεθεί η γενική λύση της

y′′ − y
′

x
= x. (7)

Αρχικά ϑα ϐρούµε τη γενική λύση της οµογενούς ∆Ε

y′′ − y
′

x
= 0. (8)

Αυτή γράφεται ως

y′′

y′
=

1

x
⇒ y′ = C1x, ⇒ y = C1x

2 + C2, C1,2 ∈ R

΄Ετσι έχουµε ότι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της (8) είναι οι y1 = x2

και y2 = 1. Για να ϐρούµε τη γενική λύση της ∆Ε (7) ϑα πρέπει να λύσουµε
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το σύστηµα

u′1x
2 + u′2 = 0

u′12x+ u′2 0 = x.

Από τις λύσεις του συστήµατος και ολοκληρώνοντας

u1 =
x

2
, u2 = −

x3

6
.
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το σύστηµα

u′1x
2 + u′2 = 0

u′12x+ u′2 0 = x.

Από τις λύσεις του συστήµατος και ολοκληρώνοντας

u1 =
x

2
, u2 = −

x3

6
.

΄Αρα µια ειδική λύση της ∆Ε είναι η

yp = u1y1 + u2y2 =
x3

2
− x

3

6
.

Εποµένως η γενική λύση της (7) είναι η

y =
x3

2
− x

3

6
+ c1x

2 + c2.
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Παράδειγµα ΙV
Να λυθεί η ∆.Ε.

x2y′′ − xy′ + y = 8x3, x > 0
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Παράδειγµα ΙV
Να λυθεί η ∆.Ε.

x2y′′ − xy′ + y = 8x3, x > 0

Παρατηρώ ότι η οµογενής ∆.Ε. που αντιστοιχεί είναι της µορφής Euler,
συνεπώς για να υπολογίσω τη λύση της έχω τη χαρακτηριστική εξίσωση

m2+(a−1)m+b = 0 ⇒ m2−2m+1 = 0 ⇒ (m−1)2 = 0⇒ m1,2 = 1
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Παράδειγµα ΙV
Να λυθεί η ∆.Ε.

x2y′′ − xy′ + y = 8x3, x > 0

Παρατηρώ ότι η οµογενής ∆.Ε. που αντιστοιχεί είναι της µορφής Euler,
συνεπώς για να υπολογίσω τη λύση της έχω τη χαρακτηριστική εξίσωση

m2+(a−1)m+b = 0 ⇒ m2−2m+1 = 0 ⇒ (m−1)2 = 0⇒ m1,2 = 1

Συνεπώς (ϐλ. ∆ιάλεξη 6) οι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της

οµογενούς είναι

y1(x) = x και y2(x) = x ln(x) ⇒
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m2+(a−1)m+b = 0 ⇒ m2−2m+1 = 0 ⇒ (m−1)2 = 0⇒ m1,2 = 1

Συνεπώς (ϐλ. ∆ιάλεξη 6) οι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της

οµογενούς είναι

y1(x) = x και y2(x) = x ln(x) ⇒

yc = C1y1 + C2y2 = C1x+ C2x ln(x), C1, C2 ∈ R
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Παράδειγµα ΙV
Να λυθεί η ∆.Ε.

x2y′′ − xy′ + y = 8x3, x > 0

Παρατηρώ ότι η οµογενής ∆.Ε. που αντιστοιχεί είναι της µορφής Euler,
συνεπώς για να υπολογίσω τη λύση της έχω τη χαρακτηριστική εξίσωση

m2+(a−1)m+b = 0 ⇒ m2−2m+1 = 0 ⇒ (m−1)2 = 0⇒ m1,2 = 1

Συνεπώς (ϐλ. ∆ιάλεξη 6) οι δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της

οµογενούς είναι

y1(x) = x και y2(x) = x ln(x) ⇒

yc = C1y1 + C2y2 = C1x+ C2x ln(x), C1, C2 ∈ R
Για τη ειδική λύση της µη-οµογενούς υποθέτουµε

yp = u1(x)x+ u2(x)x ln(x)
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Για να ισχύει το Θεώρηµα Lagrange

x2y′′ − xy′ + y = 8x3 ⇒ y′′ − 1

x
y′ +

1

x2
y = 8x
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Για να ισχύει το Θεώρηµα Lagrange

x2y′′ − xy′ + y = 8x3 ⇒ y′′ − 1

x
y′ +

1

x2
y = 8x

Τότε σύµφωνα µε την µέθοδο Lagrange παίρνουµε το σύστηµα

xu′1 + x ln(x)u′2 = 0

u′1 + (ln(x) + 1)u′2 = 8x.
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Για να ισχύει το Θεώρηµα Lagrange

x2y′′ − xy′ + y = 8x3 ⇒ y′′ − 1

x
y′ +

1

x2
y = 8x

Τότε σύµφωνα µε την µέθοδο Lagrange παίρνουµε το σύστηµα

xu′1 + x ln(x)u′2 = 0

u′1 + (ln(x) + 1)u′2 = 8x.

Η ορίζουσα του Wronski είναι W (y1, y2) = x, άρα

−y1
∫

y2 · f
W (y1, y2)

dx ⇒ −x
∫
x ln(x)8x

x
= −2x3 ln(x) + 2x3

y2

∫
y1 · f

W (y1, y2)
dx ⇒ x ln(x)

∫
x8x

x
= 2x3 ln(x)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 33



Για να ισχύει το Θεώρηµα Lagrange

x2y′′ − xy′ + y = 8x3 ⇒ y′′ − 1

x
y′ +

1

x2
y = 8x

Τότε σύµφωνα µε την µέθοδο Lagrange παίρνουµε το σύστηµα

xu′1 + x ln(x)u′2 = 0

u′1 + (ln(x) + 1)u′2 = 8x.

Η ορίζουσα του Wronski είναι W (y1, y2) = x, άρα

−y1
∫

y2 · f
W (y1, y2)

dx ⇒ −x
∫
x ln(x)8x

x
= −2x3 ln(x) + 2x3

y2

∫
y1 · f

W (y1, y2)
dx ⇒ x ln(x)

∫
x8x

x
= 2x3 ln(x)

Η γενική λύση
y = yc + yp = C1x+ C2x ln(x) + 2x3
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Ασκήσεις
• Αν γνωρίζουµε ότι η y1 = x είναι λύση της ∆.Ε. (x2 − x)y′′ − xy′ + y = 0, ϐρείτε µία

δεύτερη γραµµικά ανεξάρτητη λύση y2 (µέθοδος ελάτωσης της τάξης, y2 = uy1) (Απαντ.

y2 = x ln(|x|) + 1)

• Για της εξισώσεις Euler της µορφής a(x+ 1)2y′′ + b(x+ 1)y′ + cy = 0 και

a(αx+ β)2y′′ + b(αx+ β)y′ + cy = 0, δείξτε ότι µπορούµε να τις λύσουµε ϑέτοντας

y = (x+ 1)m και y = (αx+ β)m αντίστοιχα.

• Να λύθεί η ∆.Ε. y′′ + 4y′ + 3y = x µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών (Απαν.

y = C1e
−x + C2e

−3x + 1
3x−

4
9

• Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 9y = (x2 + 1)e3x µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών

(Απαν. C1 cos(3x) + C2 sin(3x) + ( 1
18x

2 − 1
27x+ 5

81)e
3x.)

• Να λύθεί η ∆.Ε. y′′ − y′ = x2 − 1 µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών (Απαν.

y = C1 + C2e
x − (13x

3 + x2 + x).

• Να λύθεί η ∆.Ε. y′′ − y = 3e2x cos(x) µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών

(Απαν. C1e
x + C2e

−x + e2x( 3
10 cos(x) +

3
5 sin(x)).

•Να λύθεί η ∆.Ε. y′′ + 4y = cos(2x) µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών (Απαν.

C1 cos(2x) + C2 sin(2x) +
1
4x sin(2x).)
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• Αν y1 = x και y2 = x3 είναι λύσεις της αντιστοιχης οµογενούς της ∆.Ε.

y′′ − 3
xy
′ + 3

x2y = 2x2ex, ϐρείτε µε τη µέθοδο Lagrange µια ειδική λύση της και στη

συνέχεια ϐρείτε την γενική λύση (Απαν. yp = 2ex(x2 − x))

• Να ϐρεθεί µια γενική λύση της ∆.Ε. x2y′′ − 2y = x2, µε χρήση της µεθόδου Lagrange

(Απαν. y = C1x
2 + C2

1
x + 1

3x
2 ln(|x|)− 1

9x
2)

•Να ϐρεθεί µια γενική λύση της ∆.Ε. y′′ + y = 1
cos(x), µε χρήση της µεθόδου Lagrange

(Απαν. y = C1 cos(x) + C2 sin(x) + cos(x) ln(cos(x)) + x sin(x)).

• Να ϐρεθεί µια γενική λύση της ∆.Ε. y′′ − 2y′ + y = ex

x , x > 0, µε χρήση της µεθόδου

Lagrange (Απαν. y = C1e
x + C2xe

x − xex + x ln(x)ex)
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Εναλλακτικοί τρόποι επίλυσης & ειδικές
περιπτώσεις ∆.Ε 2ης τάξης
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∆Ε της µορφής y(n) = f(x)

Η πιο απλή µορφή ∆Ε τάξης−n όπου f(x) ολοκληρώσιµη συνάρτηση.

Για να ϐρούµε τη συνάρτηση y ϑα κάνουµε διαδοχικές ολοκληρώσεις.

Ολοκληρώνοντας την y(n) = f(x) παίρνουµε την

y(n−1)(x) =

∫ x

x0

f(t)dt+ C1

όπου x0 είναι ένα σταθερό σηµείο και C1 η σταθερά ολοκλήρωσης.

Ολοκληρώνοντας ακόµα µια ϕορά παίρνουµε την

y(n−2)(x) =

∫ x

x0

∫ x

x0

f(t)dt+ C1(x− x0) + C2.

Συνεχίζοντας µε αυτό τον τρόπο µετά από n-διαδοχικές ολοκληρώσεις
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παίρνουµε

y(x) =

∫ x

x0

. . .

∫ x

x0

f(x)dx︸ ︷︷ ︸
n−ϕορές

+C1
(x− x0)n−1

(n− 1)!
+C2

(x− x0)n−2

(n− 2)!
+· · ·+Cn.

Εάν ϑέλουµε να ϐρούµε µια ειδική λύση µε αρχικές συνθήκες

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(n−1)(x0) = yn−1

οι παραπάνω εξισώσεις µας δείχνουν ότι αρκεί να πάρουµε Ck = yn−k,

k = 0, . . . , n− 1.
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Παράδειγµα
Να λυθεί η ∆Ε y′′ = sin(kx) µε αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 1.

Ολοκληρώνοντας την ∆Ε παίρνουµε

y′(x) =

∫ x

0

sin(kt)dt+ C1 =
−1
k
(cos(kx)− 1) + C1.
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Παράδειγµα
Να λυθεί η ∆Ε y′′ = sin(kx) µε αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 1.

Ολοκληρώνοντας την ∆Ε παίρνουµε

y′(x) =

∫ x

0

sin(kt)dt+ C1 =
−1
k
(cos(kx)− 1) + C1.

Ολοκληρώνοντας ακόµα µια ϕορά παίρνουµε

y(x) = − 1

k2
sin(kx) +

x

k
+ C1x+ C2.
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Παράδειγµα
Να λυθεί η ∆Ε y′′ = sin(kx) µε αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 1.

Ολοκληρώνοντας την ∆Ε παίρνουµε

y′(x) =

∫ x

0

sin(kt)dt+ C1 =
−1
k
(cos(kx)− 1) + C1.

Ολοκληρώνοντας ακόµα µια ϕορά παίρνουµε

y(x) = − 1

k2
sin(kx) +

x

k
+ C1x+ C2.

Για να ϐρούµε την ειδική λύση, από y(0) = 0 και τη y(x) παίρνουµε

0 = y(0) =
1

k2
sin(0) + 0 + C10 + C2⇒ C2 = 0

Από την y′(0) = 1 παίρνουµε 1 = −1
k +

1
k + C1⇒ C1 = 1. Εποµένως η

λύση µας είναι η y = −sin(kx)
k2

+ x(1k + 1).
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Εξισώσεις της µορφής f(x, y′, y′′, . . . , y(n−1)) = 0

Οι ∆Ε της µορφής f(x, y′) = 0 δεν περιέχουν την άγνωστη συνάρτηση y.
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Εξισώσεις της µορφής f(x, y′, y′′, . . . , y(n−1)) = 0

Οι ∆Ε της µορφής f(x, y′) = 0 δεν περιέχουν την άγνωστη συνάρτηση y.

Αντικατάσταση u = y′ παίρνουµε u′ = y′′ και κάνοντας αντικατάσταση στην

∆Ε παίρνουµε την
du

dx
= f(x, u).

Λύνοντας αυτή τη ∆Ε ϐρίσκουµε το u ως συνάρτηση του x.

Από την y′ = u ολοκληρώνοντας ϐρίσκουµε την y.
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Παράδειγµα Ι

Να λυθεί η ∆Ε x2y′′ + 2xy′ − 1 = 0.
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Παράδειγµα Ι

Να λυθεί η ∆Ε x2y′′ + 2xy′ − 1 = 0.

Θέτωντας u = y′ η ∆Ε γίνεται x2dudx + 2xu− 1 = 0 (πρώτης τάξης).

Ας παρατηρήσουµε ότι x 6= 0, διαφορετικά ϑα είχαµε ότι −1 = 0.
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Παράδειγµα Ι

Να λυθεί η ∆Ε x2y′′ + 2xy′ − 1 = 0.

Θέτωντας u = y′ η ∆Ε γίνεται x2dudx + 2xu− 1 = 0 (πρώτης τάξης).

Ας παρατηρήσουµε ότι x 6= 0, διαφορετικά ϑα είχαµε ότι −1 = 0.

∆ιαιρώντας µε x2 παίρνουµε τη ∆Ε

u′ +
2

x
u− 1

x2
= 0.
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Παράδειγµα Ι

Να λυθεί η ∆Ε x2y′′ + 2xy′ − 1 = 0.

Θέτωντας u = y′ η ∆Ε γίνεται x2dudx + 2xu− 1 = 0 (πρώτης τάξης).

Ας παρατηρήσουµε ότι x 6= 0, διαφορετικά ϑα είχαµε ότι −1 = 0.

∆ιαιρώντας µε x2 παίρνουµε τη ∆Ε

u′ +
2

x
u− 1

x2
= 0.

Ο ολοκληρωτικός παράγοντας αυτής της ∆Ε είναι r(x) = x2 και έτσι

παίρνουµε την εξίσωση

x2u′ + 2xu− 1 = 0 ⇒ [x2u]′ = 1 ⇒ x2u = x+ C.

΄Ετσι έχουµε ότι u = 1
x + C

x και χρησιµοποιώντας ότι u = y′ παίρνουµε

y = ln(|x|)(C + 1) + C1.
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Παράδειγµα ΙΙ
Η ∆Ε y′′ = 1

a

√
1 + (y′)2 µας δίνει το ύψος ενός καλωδίου που έχει

κρεµαστεί σε δύο στύλους.
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Παράδειγµα ΙΙ
Η ∆Ε y′′ = 1

a

√
1 + (y′)2 µας δίνει το ύψος ενός καλωδίου που έχει

κρεµαστεί σε δύο στύλους.

Αντικατάσταση y′ = u και τότε η ∆.Ε. γίνεται

u′ =
1

a

√
1 + u2
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Παράδειγµα ΙΙ
Η ∆Ε y′′ = 1

a

√
1 + (y′)2 µας δίνει το ύψος ενός καλωδίου που έχει

κρεµαστεί σε δύο στύλους.

Αντικατάσταση y′ = u και τότε η ∆.Ε. γίνεται

u′ =
1

a

√
1 + u2

και διαχωρίζοντας τις µεταβλητές

du√
1 + u2

=
1

a
dx.

Ολοκληρώνοντας παίρνουµε

ln(u+
√
1 + u2) = sinh−1(u) =

x

a
+ C ⇒ u = sinh(

x

a
+ C).

Επειδή u = dy
dx έχουµε ότι

dy

dx
= sinh(

x

a
+ c) ⇒ y = a cosh(

x

a
+ C) + C1.
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∆.Ε. της µορφής f(y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0

Η ∆.Ε. y′′ = f(y, y′) δηλαδή εξίσωση 2ης τάξης που δεν περιέχει την
ανεξάρτητη µεταβλητή x και ανάγεται σε ∆Ε πρώτης τάξης είναι,
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∆.Ε. της µορφής f(y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0

Η ∆.Ε. y′′ = f(y, y′) δηλαδή εξίσωση 2ης τάξης που δεν περιέχει την
ανεξάρτητη µεταβλητή x και ανάγεται σε ∆Ε πρώτης τάξης είναι,

Κάνουµε πάλι την αντικατάσταση y′ = u αλλά τώρα θα θεωρήσουµε την y
ως ανεξάρτητη µεταβλητή και το u ως την άγνωστη συνάρτηση.
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∆.Ε. της µορφής f(y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0

Η ∆.Ε. y′′ = f(y, y′) δηλαδή εξίσωση 2ης τάξης που δεν περιέχει την
ανεξάρτητη µεταβλητή x και ανάγεται σε ∆Ε πρώτης τάξης είναι,

Κάνουµε πάλι την αντικατάσταση y′ = u αλλά τώρα θα θεωρήσουµε την y
ως ανεξάρτητη µεταβλητή και το u ως την άγνωστη συνάρτηση.

Τότε από κανόνα αλυσίδας έχουµε ότι

y′′ =
du

dx
=
du

dy

dy

dx
= u

du

dy
.

Αντικαθιστώντας στην ∆Ε παίρνουµε την

u
du

dy
= f(y, u).

Ολοκληρώνοντας παίρνουµε το u ως συνάρτηση του y και µιας σταθεράς

C

u = u(y, C).
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Αντικαθιστώντας στην
dy
dx = u παίρνουµε µια ∆Ε πρώτης τάξης,

dy

dx
= u(y, C).

∆ιαχωρίζοντας µεταβλητές παίρνουµε την

dy

u(y, C)
= dx.

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω εξίσωση ϐρίσκουµε γενική λύση της ∆Ε.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 44



Παράδειγµα Ι

Να λυθεί η ∆Ε y′′+ (y′)2 = 0. Με την αντικατάσταση y′ = u, ϑεωρώντας το

y ανεξάρτητη µεταβλητή, παίρνουµε ότι uu′ = y′′.

΄Ετσι η ∆Ε µετατρέπεται στην

yuu′ + u2 = 0.

Η εξίσωση αυτή είναι είναι χωριζόµενων µεταβλητών και γράφεται ως

yu′ = −u ⇒ u′

u
= −1

y
⇒ u =

C

y
.

Εποµένως

y′ =
C

y
⇒ yy′ = C ⇒ y2 = 2Cx+ C1.
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Παράδειγµα ΙΙ

Να λυθεί η ∆Ε 3y′′ = y−5/3.

Η ∆Ε είναι της µορφής y′′ = f(y′, y). Αν κάνουµε την αντικατάσταση
dy
dx = u η ∆Ε µετατρέπεται στην

3u
du

dy
= y−5/3 ⇔ 3uu′ = y−5/3.

Ολοκληρώνοντας (ως προς y) παίρνουµε

u2 = C − y−2/3 ⇒ u = ±
√
C − y−2/3.

Επειδή
dy
dx = u µε αντικατάσταση από τη παραπάνω εξίσωση παίρνουµε την

± dy√
C − y−2/3

= dx = ± y1/3dy√
Cy2/3 − 1

= dx
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και άρα

x = ±
∫

y1/3dy√
Cy2/3 − 1

+ C1.

Το ολοκλήρωµα αυτό το υπολογίζουµε µε την αντικατάσταση

Cy2/3 − 1 = t2 και άρα

y1/3 = (t2 + 1)1/2C−1/2 ⇒ dy = 3t(t2 + 1)1/2C−1/2dt.

Κάνοντας την αντικατάσταση ϐρίσκουµε

x = ± 1

C2

√
Cy2/3 − 1(Cy2/3 + 2) + C1.
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και άρα

x = ±
∫

y1/3dy√
Cy2/3 − 1

+ C1.

Το ολοκλήρωµα αυτό το υπολογίζουµε µε την αντικατάσταση

Cy2/3 − 1 = t2 και άρα

y1/3 = (t2 + 1)1/2C−1/2 ⇒ dy = 3t(t2 + 1)1/2C−1/2dt.

Κάνοντας την αντικατάσταση ϐρίσκουµε

x = ± 1

C2

√
Cy2/3 − 1(Cy2/3 + 2) + C1.

• Γενικότερα αν έχουµε τη ∆Ε f(y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 τότε µε την

αντικατάσταση u = y′ παίρνουµε µια ∆Ε τάξης µικρότερη κατά ένα από την

αρχική, µε ανεξάρτητη µεταβλητή την y και άγνωστη την u. Λύνοντας αυτή τη

∆Ε ϐρίσκουµε τη συνάρτηση u = y′ και ολοκληρώνοντας ϐρίσκουµε τη y.
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