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Γενίκευση-Μεθοδολογία
΄Εστω η ∆.Ε.

ay′′ + by′ + cy, a, b, c ∈ R
Μαντεύοντας ότι y = erx⇒

ar2erx + brerx + cerx = 0⇒

η χαρακτηριστική (ή βοηθητική) εξίσωση

ar2 + br + c = 0
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Γενίκευση-Μεθοδολογία
΄Εστω η ∆.Ε.

ay′′ + by′ + cy, a, b, c ∈ R
Μαντεύοντας ότι y = erx⇒

ar2erx + brerx + cerx = 0⇒

η χαρακτηριστική (ή βοηθητική) εξίσωση

ar2 + br + c = 0

Θεώρηµα ΄Εστω r1 και r2 οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης

(i) Αν r1 6= r2 ∈ R ⇒ y = C1e
r1x + C2e

r2x

(ii) Αν r1 = r2 ∈ R ⇒ y = (C1 + C2x)e
r1x
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Γενίκευση-Μεθοδολογία
΄Εστω η ∆.Ε.

ay′′ + by′ + cy, a, b, c ∈ R
Μαντεύοντας ότι y = erx⇒

ar2erx + brerx + cerx = 0⇒

η χαρακτηριστική (ή βοηθητική) εξίσωση

ar2 + br + c = 0

Θεώρηµα ΄Εστω r1 και r2 οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης

(i) Αν r1 6= r2 ∈ R ⇒ y = C1e
r1x + C2e

r2x

(ii) Αν r1 = r2 ∈ R ⇒ y = (C1 + C2x)e
r1x

Τι συµβαίνει αν έχω µιγαδικές ρίζες;;
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Μιγαδικοί αριθµοί & ο τύπος του Euler

a+ bi ∈ C, i2 = −1, Re(a+ bi) = a, Im(a+ bi) = b
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Μιγαδικοί αριθµοί & ο τύπος του Euler

a+ bi ∈ C, i2 = −1, Re(a+ bi) = a, Im(a+ bi) = b

ex+y = exey ⇒ ea+bi = eaebi

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
· · · Taylor στο x = 0

Τύπος του Euler

eiθ = cos θ + i sin θ και e−iθ = cos θ − i sin θ
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Μιγαδικοί αριθµοί & ο τύπος του Euler

a+ bi ∈ C, i2 = −1, Re(a+ bi) = a, Im(a+ bi) = b

ex+y = exey ⇒ ea+bi = eaebi

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
· · · Taylor στο x = 0

Τύπος του Euler

eiθ = cos θ + i sin θ και e−iθ = cos θ − i sin θ

Ταυτότητες

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
και sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
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Μιγαδικοί αριθµοί & ο τύπος του Euler

a+ bi ∈ C, i2 = −1, Re(a+ bi) = a, Im(a+ bi) = b

ex+y = exey ⇒ ea+bi = eaebi

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
· · · Taylor στο x = 0

Τύπος του Euler

eiθ = cos θ + i sin θ και e−iθ = cos θ − i sin θ

Ταυτότητες

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
και sin θ =

eiθ − e−iθ

2i

ei(2θ) = (eiθ)2 ⇒ cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ και sin 2θ = 2 sin θ cos θ
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Μεθοδολογία (συνέχεια)-Μιγαδικές Ρίζες
Χαρακτηριστική εξίσωση

ar2+br+c = 0 µε b2−4ac < 0⇒ r1,2 =
−b
2a
±i
√
4ac− b2
2a

= α±βi
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Μεθοδολογία (συνέχεια)-Μιγαδικές Ρίζες
Χαρακτηριστική εξίσωση

ar2+br+c = 0 µε b2−4ac < 0⇒ r1,2 =
−b
2a
±i
√
4ac− b2
2a

= α±βi

y = C1e
(α+βi)x + C2e

(α−βi)x
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Μεθοδολογία (συνέχεια)-Μιγαδικές Ρίζες
Χαρακτηριστική εξίσωση

ar2+br+c = 0 µε b2−4ac < 0⇒ r1,2 =
−b
2a
±i
√
4ac− b2
2a

= α±βi

y = C1e
(α+βi)x + C2e

(α−βi)x

Θέτωντας y1 = e(α+βi)x και y2 = e(α−βi)x έχουµε (από Euler)

y1 = eαx cosβx+ ieαx sinβx

y2 = eαx cosβx− ieαx sinβx
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Μεθοδολογία (συνέχεια)-Μιγαδικές Ρίζες
Χαρακτηριστική εξίσωση

ar2+br+c = 0 µε b2−4ac < 0⇒ r1,2 =
−b
2a
±i
√
4ac− b2
2a

= α±βi

y = C1e
(α+βi)x + C2e

(α−βi)x

Θέτωντας y1 = e(α+βi)x και y2 = e(α−βi)x έχουµε (από Euler)

y1 = eαx cosβx+ ieαx sinβx

y2 = eαx cosβx− ieαx sinβx

Κάθε γραµ. συνδυασµός λύσεων είναι και αυτός λύση

y3 =
y1 + y2

2
= eαx cosβx

y4 =
y1 − y2

2i
= eαx sinβx
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Θεώρηµα

Θεώρηµα Αν οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσεις της ∆.Ε.

ay′′ + by′ + cy = 0, a, b, c ∈ R

είναι οι α± βi τότε η γενική της λύση είναι :

y = C1e
αx cosβx+ C2e

αx sinβx
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2 + 2r + 5 = 0 η οποία έχει λύσεις τις

r1 = −1 + 2i, r2 = −1−2i.
Η γενική λύση της ∆.Ε. είναι η

y = C1e
−x cos(2x) + C2e

−x sin(2x).
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2 + 2r + 5 = 0 η οποία έχει λύσεις τις

r1 = −1 + 2i, r2 = −1−2i.
Η γενική λύση της ∆.Ε. είναι η

y = C1e
−x cos(2x) + C2e

−x sin(2x).

Για την ειδική λύση ϑα χρησιµοποιήσουµε y(0) = 0 και y′(0) = 1.

Από y(0) = 0⇒ 0 = C1 + C20⇒ C1 = 0. Από

y′(x) = 2C2e
−x cos(2x)− C2e

−x sin(2x) και τη συνθήκη y′(0) = 1

παίρνουµε

1 = 2C2⇒ C2 =
1

2
.

Εποµένως η λύση είναι y(x) = 1
2e
−x sin(2x).
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 9y = 0 µε αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 3.
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 9y = 0 µε αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 3.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2+9 = 0 η οποία έχει λύσεις τις r1 = 3i

και r2 = −3i.
΄Αρα η γενική λύση είναι η

y = C1 cos(3x) + C2 sin(3x).
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 9y = 0 µε αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 3.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2+9 = 0 η οποία έχει λύσεις τις r1 = 3i

και r2 = −3i.
΄Αρα η γενική λύση είναι η

y = C1 cos(3x) + C2 sin(3x).

Για να ϐρούµε την ειδική λύση
από την y(0) = 0 παίρνουµε 0 = C1

από την y′(0) = 3 παίρνουµε 3 = 3C2.

Εποµένως η ειδική λύση είναι η

y = sin(3x).
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Παράδειγµα ΙΙΙ

16y′′ − 8y′ + 145y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 1

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η 16r2 − 8r + 145, η οποία έχει λύσεις τις

r1 = 1/4± 3i .

΄Αρα η γενική λύση είναι η

y = C1e
t/4 cos(3t) + C2e

t/4 sin(3t).
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Παράδειγµα ΙΙΙ

16y′′ − 8y′ + 145y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 1

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η 16r2 − 8r + 145, η οποία έχει λύσεις τις

r1 = 1/4± 3i .

΄Αρα η γενική λύση είναι η

y = C1e
t/4 cos(3t) + C2e

t/4 sin(3t).

Για να ϐρούµε την ειδική λύση
από την y(0) = −2 παίρνουµε C1 = −2
από την y′(0) = 1 παίρνουµε C2 = 1/2.

Εποµένως η ειδική λύση είναι η

y = −2et/4 cos(3t) + 1

2
et/4 sin(3t).
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Οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσεις είναι αύξουσες ταλαντώσεις (λόγω του

α = 1/4 > 0).
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Ιβ. Οµογενής Σ.∆.Ε ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Παράδειγµα Ι

y′′′ − 3y′′ − y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3
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Ιβ. Οµογενής Σ.∆.Ε ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Παράδειγµα Ι

y′′′ − 3y′′ − y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3

r3erx − 3r2erx − rerx + 3erx = 0 ⇒ r3 − 3r2 − r + 3 = 0
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Ιβ. Οµογενής Σ.∆.Ε ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Παράδειγµα Ι

y′′′ − 3y′′ − y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3

r3erx − 3r2erx − rerx + 3erx = 0 ⇒ r3 − 3r2 − r + 3 = 0

y = C1e
−x + C2e

x + C3e
3x
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Ιβ. Οµογενής Σ.∆.Ε ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Παράδειγµα Ι

y′′′ − 3y′′ − y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3

r3erx − 3r2erx − rerx + 3erx = 0 ⇒ r3 − 3r2 − r + 3 = 0

y = C1e
−x + C2e

x + C3e
3x

1 = y(0) = C1 + C2 + C3

2 = y′(0) = −C1 + C2 + 3C3

3 = y′′(0) = C1 + C2 + 9C3

C1 = −1/4, C2 = 1 και C3 = 1/4
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Ιβ. Οµογενής Σ.∆.Ε ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Παράδειγµα Ι

y′′′ − 3y′′ − y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3

r3erx − 3r2erx − rerx + 3erx = 0 ⇒ r3 − 3r2 − r + 3 = 0

y = C1e
−x + C2e

x + C3e
3x

1 = y(0) = C1 + C2 + C3

2 = y′(0) = −C1 + C2 + 3C3

3 = y′′(0) = C1 + C2 + 9C3

C1 = −1/4, C2 = 1 και C3 = 1/4

y =
1

4
e−x + ex +

1

4
e3x
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Παράδειγµα ΙΙ

y(4) − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = 0
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Παράδειγµα ΙΙ

y(4) − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = 0

r4 − 3r3 + 3r2 − r = 0⇒ r(r − 1)3 = 0
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Παράδειγµα ΙΙ

y(4) − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = 0

r4 − 3r3 + 3r2 − r = 0⇒ r(r − 1)3 = 0

y =

όροι προερχόµενοι από την r=1︷ ︸︸ ︷
(c0 + c1x+ c2x

2)ex +
από την r=0︷︸︸︷

c4 .

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 11



Παράδειγµα ΙΙ

y(4) − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = 0

r4 − 3r3 + 3r2 − r = 0⇒ r(r − 1)3 = 0

y =

όροι προερχόµενοι από την r=1︷ ︸︸ ︷
(c0 + c1x+ c2x

2)ex +
από την r=0︷︸︸︷

c4 .

Αν προκύψουν µιγαδικές ρίζες (πάντα σε Ϲεύγη r = α± βi)

(c0 + c1x+ · · · ck−1xk)eαx cosβx+ (d0 + d1x+ · · · dk−1xk)eαx sinβx

όπου c0, c1, . . . , ck−1 και d0, d1, . . . , dk−1 είναι τυχαίες σταθερές.
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Παράδειγµα ΙΙΙ

y(4) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = 0
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Παράδειγµα ΙΙΙ

y(4) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = 0

Χαρακτηριστική εξίσωση

r4 − 4r3 + 8r2 − 8r + 4 = 0,

(r2 − 2r + 2)2 = 0,(
(r − 1)2 + 1

)2
= 0

Οι ϱίζες 1± i, µε πολλαπλότητα 2, άρα
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Παράδειγµα ΙΙΙ

y(4) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = 0

Χαρακτηριστική εξίσωση

r4 − 4r3 + 8r2 − 8r + 4 = 0,

(r2 − 2r + 2)2 = 0,(
(r − 1)2 + 1

)2
= 0

Οι ϱίζες 1± i, µε πολλαπλότητα 2, άρα

y = (c0 + c1x)e
x cosx+ (d0 + d1x)e

x sinx
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Γραµµικές ∆.Ε. 2ης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Εφαρµογές
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Ταλαντώσεις

Νόµος Χούκ, κανόνας απόσβεσης, 2ος νόµος Νεύτωνα
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Ταλαντώσεις

Νόµος Χούκ, κανόνας απόσβεσης, 2ος νόµος Νεύτωνα

mx′′ + cx′ + kx = F (t)
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Ταλαντώσεις

Νόµος Χούκ, κανόνας απόσβεσης, 2ος νόµος Νεύτωνα

mx′′ + cx′ + kx = F (t)

Ορισµοί:

• F 6= 0 ⇒ εξαναγκασµένη ταλάντωση

• F = 0 ⇒ µη-εξαναγκασµένη (ελεύθερη) ταλάντωση

• c > ⇒ κίνηση µε απόσβεση

• c = 0 ⇒ κίνηση χωρίς απόσβεση
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Κυκλώµατα RLC

R αντίσταση, πηνίο µε συντελεστή

αυτεπαγωγής L, πυκνωτής χωριτικότητας

C και ηλεκτρική πηγή τάσης E(t).
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Κυκλώµατα RLC

R αντίσταση, πηνίο µε συντελεστή

αυτεπαγωγής L, πυκνωτής χωριτικότητας

C και ηλεκτρική πηγή τάσης E(t).

Αν Q(t) το ϕορτίο του πυκνωτή και I(t) το ϱεύµα που διαρέει το κύκλωµα

⇒ Q′ = I .

Από ϑεµελιώδεις νόµους

LI(t)′ +RI(t) +Q(t)/C = E(t) και παραγωγίζοντας
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Κυκλώµατα RLC

R αντίσταση, πηνίο µε συντελεστή

αυτεπαγωγής L, πυκνωτής χωριτικότητας

C και ηλεκτρική πηγή τάσης E(t).

Αν Q(t) το ϕορτίο του πυκνωτή και I(t) το ϱεύµα που διαρέει το κύκλωµα

⇒ Q′ = I .

Από ϑεµελιώδεις νόµους

LI(t)′ +RI(t) +Q(t)/C = E(t) και παραγωγίζοντας

LI ′′(t) +RI ′(t) +
1

C
I(t) = E′(t)
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Εκκρεµή
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Εκκρεµή

Από το 2ο νόµο του Νεύτωνα !

θ′′ +
g

L
sin(θ) = 0
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Εκκρεµή

Από το 2ο νόµο του Νεύτωνα !

θ′′ +
g

L
sin(θ) = 0

⇓

θ′′ +
g

L
θ = 0, υπόθεση ότι sin(θ) ≈ θ σε radians
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Α. Απλή αρµονική κίνηση (ελεύθερη χωρίς απόσβεση c = 0)

mx′′ + kx = 0 ⇔ x′′ + ω2
0x = 0, ω2

0 = k/m
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Α. Απλή αρµονική κίνηση (ελεύθερη χωρίς απόσβεση c = 0)

mx′′ + kx = 0 ⇔ x′′ + ω2
0x = 0, ω2

0 = k/m
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x(t) = A cos(ω0t) +B sin(ω0t)
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Από τριγωνοµετρική ταυτότητα (άσκηση)

A cos(ω0t)+B sin(ω0t) = C cos(ω0t−γ), C =
√
A2 +B2, tan γ = B/A

x(t) = C cos(ω0t− γ)

µε C το πλάτος της ταλάντωσης, ω0 η (γωνιακή) συχνότητα (σε radians1) και

γ η µετατόπιση φάσης

1
Συνήθης συχνότητα ν =

ω0
2π και περίοδος T = 2π

ω0

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 17



Πρόβληµα
΄Εστω ότι m = 2kg και k = 8N/m. Το σύστηµα µάζας ελατηρίου ϐρίσκεται

σ΄ ενα όχηµα που κινείται µε ταχύτητα 1m/sec. Το όχηµα συγκρούεται και

σταµατά. Η µάζα η οποία µέχρι τότε ήταν σε ϑέση 0.5m µακριά από τη ϑέση

ισορροποίας (προς τη κατεύθυνση της κίνησης) αρχίζει να ταλαντώνεται.

Ποιά είναι η συχνότητα και ποιο το πλάτος της ταλάντωσης ;
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Το µοντέλο του προβλήµατος

2x′′ + 8x = 0, x(0) = 0.5, x′(0) = 1
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Το µοντέλο του προβλήµατος

2x′′ + 8x = 0, x(0) = 0.5, x′(0) = 1

ω0 =

√
k

m
=
√
4 = 2, συχνότητα

2

2π
=

1

π
≈ 0.318 Hertz
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√
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π
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Η γενική λύση

x(t) = A cos(2t) +B sin(2t)
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2x′′ + 8x = 0, x(0) = 0.5, x′(0) = 1

ω0 =

√
k

m
=
√
4 = 2, συχνότητα

2

2π
=

1

π
≈ 0.318 Hertz

Η γενική λύση

x(t) = A cos(2t) +B sin(2t)

• x(0) = 0.5 ⇒ A = 0.5 ⇒ x′ = −0.5 sin(2t) +B cos(2t)

• x′(0) = 1 ⇒ B = 1 και άρα πλάτος C =
√
A2 +B2 =

√
1.25 ≈ 1.118
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Η λύση του προβλήµατος
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Η λύση του προβλήµατος
Γενικά, για αυτή την κίνηση, x(0) = A και x′(0) = ω0B

x(t) = 0.5 cos(2t) + sin(2t)
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Β. Ελεύθερη κίνηση µε απόσβεση (c 6= 0)

mx′′ + cx′ + kx = 0 ⇒ x′′ + 2px′ + ω2
0x = 0

όπου ω0 =

√
k

m
και p =

c

2m
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Β. Ελεύθερη κίνηση µε απόσβεση (c 6= 0)

mx′′ + cx′ + kx = 0 ⇒ x′′ + 2px′ + ω2
0x = 0

όπου ω0 =

√
k

m
και p =

c

2m

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

r2 + 2pr + ω2 = 0 ⇒ r1,2 = −p±
√
p2 − ω2

0
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Β. Ελεύθερη κίνηση µε απόσβεση (c 6= 0)

mx′′ + cx′ + kx = 0 ⇒ x′′ + 2px′ + ω2
0x = 0

όπου ω0 =

√
k

m
και p =

c

2m

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

r2 + 2pr + ω2 = 0 ⇒ r1,2 = −p±
√
p2 − ω2

0

Πραγµατικές ϱίζες όταν

p2 − ω2
0 =

( c

2m

)2
− k

m
=
c2 − 4km

4m2
≥ 0
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Β. Ελεύθερη κίνηση µε απόσβεση (c 6= 0)

mx′′ + cx′ + kx = 0 ⇒ x′′ + 2px′ + ω2
0x = 0

όπου ω0 =

√
k

m
και p =

c

2m

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

r2 + 2pr + ω2 = 0 ⇒ r1,2 = −p±
√
p2 − ω2

0

Πραγµατικές ϱίζες όταν

p2 − ω2
0 =

( c

2m

)2
− k

m
=
c2 − 4km

4m2
≥ 0

Τι γίνεται όταν οι ϱίζες είναι µιγαδικές ;
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Β1. Ισχυρά φθίνουσα κίνηση

΄Οταν c2 − 4km > 0 ⇒ r2 < r1 < 0, άρα η λύση

x(t) = C1e
r1t + C2e

r2t έχει

lim
t→∞

x(t) = 0
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Β1. Ισχυρά φθίνουσα κίνηση

΄Οταν c2 − 4km > 0 ⇒ r2 < r1 < 0, άρα η λύση

x(t) = C1e
r1t + C2e

r2t έχει

lim
t→∞

x(t) = 0

Σχήµα 1: Ισχυρά ϕθίνουσα κίνηση για διάφορες αρχικές τιµές
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Β2. Ασθενώς φθίνουσα κίνηση
΄Οταν c2 − 4km < 0 ⇒

r1,2 = −p±
√
p2 − ω2

0

= −p±
√
−1
√
ω2
0 − p2 = −p± iω1
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Β2. Ασθενώς φθίνουσα κίνηση
΄Οταν c2 − 4km < 0 ⇒

r1,2 = −p±
√
p2 − ω2

0

= −p±
√
−1
√
ω2
0 − p2 = −p± iω1

Η λύση
x(t) = e−pt (A cos(ω1t) +B sin(ω1t))
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Β2. Ασθενώς φθίνουσα κίνηση
΄Οταν c2 − 4km < 0 ⇒

r1,2 = −p±
√
p2 − ω2

0

= −p±
√
−1
√
ω2
0 − p2 = −p± iω1

Η λύση
x(t) = e−pt (A cos(ω1t) +B sin(ω1t))

ή
x(t) = Ce−pt cos(ω1t− γ)

Παρατηρήσεις

• limt→∞ x(t) = 0
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0
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Η λύση
x(t) = e−pt (A cos(ω1t) +B sin(ω1t))

ή
x(t) = Ce−pt cos(ω1t− γ)

Παρατηρήσεις

• limt→∞ x(t) = 0

• Περικλείουσες καµπύλες: ±Ce−pt (µέγιστο πλάτος ταλάντωσης κάθε

χρονική στιγµή)
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χρονική στιγµή)

• c ↑ ⇒ ω1 ↓
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• limt→∞ x(t) = 0

• Περικλείουσες καµπύλες: ±Ce−pt (µέγιστο πλάτος ταλάντωσης κάθε

χρονική στιγµή)

• c ↑ ⇒ ω1 ↓

• c ↓ ⇒ p→ 0 ⇒ ω1→ ω0
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Ασθενώς φθίνουσα κίνηση

Σχήµα 2: Ασθενώς ϕθίνουσα κίνηση και περικλείουσες καµπύλες
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∆εύτερης τάξης ∆.Ε. µε µη-σταθερούς συντελετές :
Euler-Cauchy Εξισώσεις

x2y′′(x) + axy′(x) + by(x) = 0, a, b ∈ R (1)
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∆εύτερης τάξης ∆.Ε. µε µη-σταθερούς συντελετές :
Euler-Cauchy Εξισώσεις

x2y′′(x) + axy′(x) + by(x) = 0, a, b ∈ R (1)

Αντικατάσταση

y = xm
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∆εύτερης τάξης ∆.Ε. µε µη-σταθερούς συντελετές :
Euler-Cauchy Εξισώσεις

x2y′′(x) + axy′(x) + by(x) = 0, a, b ∈ R (1)

Αντικατάσταση

y = xm

Τότε y′ = mxm−1 και y′′ = m(m− 1)xm−2 και αντικατάσταση στη (1)

x2m(m− 1)xm−2 + axmxm−1 + bxm = 0

παίρνουµε τη χαρακτηριστική εξίσωση

m2 + (a− 1)m+ b = 0

και η xm ϑα είναι λύση άν m ϱίζα της χαρ. εξίσωσης δηλ.

m1,2 =
1

2
(1− a)±

√
1

4
(1− a)2 − b
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Euler-Cauchy: Παράδειγµα Ι

x2y′′ + 1.5xy′ − 0.5y = 0

Η χαρακτηριστική εξίσωση

m2 + 0.5m− 0.5 = 0 έχει ϱίζες m1 = 0.5, m2 = −1
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Euler-Cauchy: Παράδειγµα Ι

x2y′′ + 1.5xy′ − 0.5y = 0

Η χαρακτηριστική εξίσωση

m2 + 0.5m− 0.5 = 0 έχει ϱίζες m1 = 0.5, m2 = −1

Η γενική λύση τότε

y = C1x
m1 + C2x

m2 = C1

√
x+

C2

x

Η y1 = x0.5 και y2 = 1/x είναι γραµµικά ανεξάρτητες (και παράγουν όλη

την κλάση λύσεων) άρα θεµελιώδεις λύσεις.
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Euler-Cauchy: Παράδειγµα ΙΙ

x2y′′ − 5xy′ + 9y = 0

Η χαρακτηριστική εξίσωση

m2 − 6m+ 9 = 0 έχει διπλή ρίζα m = 3

Τι γίνεται σε αυτή τη περίπτωση;
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Euler-Cauchy: Παράδειγµα ΙΙ

x2y′′ − 5xy′ + 9y = 0

Η χαρακτηριστική εξίσωση

m2 − 6m+ 9 = 0 έχει διπλή ρίζα m = 3

Τι γίνεται σε αυτή τη περίπτωση;

Στις ϱίζες της χαρ. εξίσωσης, στη γενική περίπτωση, έχω τη διπλή ϱίζα

m = 1
2(1− a) αν (1− a)2 − 4b = 0, τότε η (1) γίνεται

x2y′′ + axy′ +
1

4
(1− a)2y = 0 ή y′′ +

a

x
y′ +

(1− a)2

4x2
y = 0

και γνωρίζω µόνο µία λύση, τη y1 = x(1−a)/2.
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Τι γίνεται σε αυτή τη περίπτωση;
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m = 1
2(1− a) αν (1− a)2 − 4b = 0, τότε η (1) γίνεται

x2y′′ + axy′ +
1

4
(1− a)2y = 0 ή y′′ +

a

x
y′ +

(1− a)2

4x2
y = 0

και γνωρίζω µόνο µία λύση, τη y1 = x(1−a)/2.

Ψάχνω µια δεύτερη λύση y2 γραµµικά ανεξάρτητη από τη y1 (διαδικασία
ελάττωσης της τάξης, ϐλ. ∆ιάλεξη 5-΄Ασκηση)
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Τι γίνεται σε αυτή τη περίπτωση;

Στις ϱίζες της χαρ. εξίσωσης, στη γενική περίπτωση, έχω τη διπλή ϱίζα

m = 1
2(1− a) αν (1− a)2 − 4b = 0, τότε η (1) γίνεται

x2y′′ + axy′ +
1

4
(1− a)2y = 0 ή y′′ +
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(1− a)2

4x2
y = 0

και γνωρίζω µόνο µία λύση, τη y1 = x(1−a)/2.

Ψάχνω µια δεύτερη λύση y2 γραµµικά ανεξάρτητη από τη y1 (διαδικασία
ελάττωσης της τάξης, ϐλ. ∆ιάλεξη 5-΄Ασκηση)

y2 = xm ln(x)
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Euler-Cauchy: Παράδειγµα ΙΙΙ

x2y′′ + 0.6xy′ + 16.04y = 0

Η χαρακτηριστική εξίσωση

m2 − 0.4m+ 26.04 = 0 έχει µιγαδικές ρίζες m1,2 = 0.2± 4i

Τι γίνεται σε αυτή τη περίπτωση; Θέλω πραγµατικές λύσεις !
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Euler-Cauchy: Παράδειγµα ΙΙΙ

x2y′′ + 0.6xy′ + 16.04y = 0

Η χαρακτηριστική εξίσωση

m2 − 0.4m+ 26.04 = 0 έχει µιγαδικές ρίζες m1,2 = 0.2± 4i

Τι γίνεται σε αυτή τη περίπτωση; Θέλω πραγµατικές λύσεις !

Με χρήση της ταυτότητας x = eln x και τον τύπο του Euler

xm1 = x0.2(cos(4 lnx) + i sin(4 lnx))

xm2 = x0.2(cos(4 lnx)− i sin(4 lnx))

Αφαιρώντας και προσθέτοντας τις δύο παραπάνω, παίρνουµε

y1 = x0.2 cos(4 lnx) και y1 = x0.2 sin(4 lnx)
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m2 − 0.4m+ 26.04 = 0 έχει µιγαδικές ρίζες m1,2 = 0.2± 4i

Τι γίνεται σε αυτή τη περίπτωση; Θέλω πραγµατικές λύσεις !

Με χρήση της ταυτότητας x = eln x και τον τύπο του Euler

xm1 = x0.2(cos(4 lnx) + i sin(4 lnx))

xm2 = x0.2(cos(4 lnx)− i sin(4 lnx))

Αφαιρώντας και προσθέτοντας τις δύο παραπάνω, παίρνουµε

y1 = x0.2 cos(4 lnx) και y1 = x0.2 sin(4 lnx)

Η γενική λύση

y(x) = x0.2 (C1 cos(4 lnx) + C2 sin(4 lnx))

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 27



Σχήµα 3: Συναρτήσεις ϐάσης για τις εξισώσεις Euler-Cauchy: (αριστερά) για

πραγµατικές ϱίζες, διπλή ϱίζα (µέση) και µιγαδικές (δεξιά)
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Γραµµικές Μή-Οµογενής Σ. ∆. Ε. 2ης Τάξης
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Γενική λύση µη-οµογενούς γραµµικής ∆.Ε.

(µε σταθερούς συντελεστές)

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

όπου L[·] συµβολικά ο διαφορικός τελεστής
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Γενική λύση µη-οµογενούς γραµµικής ∆.Ε.

(µε σταθερούς συντελεστές)

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

όπου L[·] συµβολικά ο διαφορικός τελεστής

Οποιεσδήποτε δύο λύσεις της µη-οµογενούς διαφέρουν µεταξύ τους
κατά µία λύση της οµογενούς
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Γενική λύση µη-οµογενούς γραµµικής ∆.Ε.

(µε σταθερούς συντελεστές)

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

όπου L[·] συµβολικά ο διαφορικός τελεστής

Οποιεσδήποτε δύο λύσεις της µη-οµογενούς διαφέρουν µεταξύ τους
κατά µία λύση της οµογενούς

΄Εστω yp και ỹp, δύο λύσεις της µη-οµογενούς (1)

L[yp − ỹp] = L[yp]− L[ỹp] = (2x+ 1)− (2x+ 1) = 0
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Γενική λύση µη-οµογενούς γραµµικής ∆.Ε.

(µε σταθερούς συντελεστές)

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

όπου L[·] συµβολικά ο διαφορικός τελεστής

Οποιεσδήποτε δύο λύσεις της µη-οµογενούς διαφέρουν µεταξύ τους
κατά µία λύση της οµογενούς

΄Εστω yp και ỹp, δύο λύσεις της µη-οµογενούς (1)

L[yp − ỹp] = L[yp]− L[ỹp] = (2x+ 1)− (2x+ 1) = 0

y = yc + yp

• y η γενική λύση της µη-οµογενούς

• yc η γενική λύση της οµογενούς (συµπληρωµατική λύση)

• yp µια οποιαδήποτε λύση της µη-οµογενούς
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 31



Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Μαντεύω y = Ax+B,
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Μαντεύω y = Ax+B,

y′′ + 5y′ + 6y = (Ax+B)′′ + 5(Ax+B)′ + 6(Ax+B)
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Μαντεύω y = Ax+B,

y′′ + 5y′ + 6y = (Ax+B)′′ + 5(Ax+B)′ + 6(Ax+B)

6Ax+ (5A+ 6B) = 2x+ 1 ⇒ A = 1/3, B = −1/9
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Μαντεύω y = Ax+B,

y′′ + 5y′ + 6y = (Ax+B)′′ + 5(Ax+B)′ + 6(Ax+B)

6Ax+ (5A+ 6B) = 2x+ 1 ⇒ A = 1/3, B = −1/9

yp =
1

3
x− 1

9
=

3x− 1

9
Η γενική λύση

y = yc + yp = C1e
−2x + C2e

−3x +
3x− 1

9
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Ι. Μέθοδος Απροσδιόριστων (ή προσδιοριστέων)
Συντελεστών

y′′ + 5y′ + 6y = 2x+ 1 ⇔ L[y] = 2x+ 1 (1)

Μαντεύω y = Ax+B,

y′′ + 5y′ + 6y = (Ax+B)′′ + 5(Ax+B)′ + 6(Ax+B)

6Ax+ (5A+ 6B) = 2x+ 1 ⇒ A = 1/3, B = −1/9

yp =
1

3
x− 1

9
=

3x− 1

9
Η γενική λύση

y = yc + yp = C1e
−2x + C2e

−3x +
3x− 1

9

Προσοχή: Πρώτα υπολογίζουµε την y = yc + yp και κατόπιν λύνουµε ως προς τις

σταθερές χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες.
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Παράδειγµατα-Μαντεψιές
• y′′ + 2y′ + 2y = cos(2x), επιλέγω y = A cos(2x) +B sin(2x)
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Παράδειγµατα-Μαντεψιές
• y′′ + 2y′ + 2y = cos(2x), επιλέγω y = A cos(2x) +B sin(2x)

−4A cos(2x)−4B sin(2x)−4A sin(2x)+4B cos(2x)+2A cos(2x)+2B sin(2x) = cos(2x)

Για ισότητα

−4A+4B+2A = 1, και −4B−4A+2B = 0 ⇒ A = −1/10, B = 1/5
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Παράδειγµατα-Μαντεψιές
• y′′ + 2y′ + 2y = cos(2x), επιλέγω y = A cos(2x) +B sin(2x)

−4A cos(2x)−4B sin(2x)−4A sin(2x)+4B cos(2x)+2A cos(2x)+2B sin(2x) = cos(2x)

Για ισότητα

−4A+4B+2A = 1, και −4B−4A+2B = 0 ⇒ A = −1/10, B = 1/5

΄Αρα

yp =
− cos(2x) + 2 sin(x)

10
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Παράδειγµατα-Μαντεψιές
• y′′ + 2y′ + 2y = cos(2x), επιλέγω y = A cos(2x) +B sin(2x)

−4A cos(2x)−4B sin(2x)−4A sin(2x)+4B cos(2x)+2A cos(2x)+2B sin(2x) = cos(2x)

Για ισότητα

−4A+4B+2A = 1, και −4B−4A+2B = 0 ⇒ A = −1/10, B = 1/5

΄Αρα

yp =
− cos(2x) + 2 sin(x)

10

• Γενικά αν

• L[y] = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω y = Ae3x
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Παράδειγµατα-Μαντεψιές
• y′′ + 2y′ + 2y = cos(2x), επιλέγω y = A cos(2x) +B sin(2x)

−4A cos(2x)−4B sin(2x)−4A sin(2x)+4B cos(2x)+2A cos(2x)+2B sin(2x) = cos(2x)

Για ισότητα

−4A+4B+2A = 1, και −4B−4A+2B = 0 ⇒ A = −1/10, B = 1/5

΄Αρα

yp =
− cos(2x) + 2 sin(x)

10

• Γενικά αν

• L[y] = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω y = Ae3x

• L[y] = (1 + 2x2)e−x cos(πx) επιλέγω

y = (A+Bx+ Cx2)e−x cos(πx) + (D + Ex+ Fx2)e−x sin(πx)
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε

y′′ − 9y = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω y = Ae3x
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε

y′′ − 9y = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω y = Ae3x

Αντικαθιστώ

y′′ − 9y = 9Ae3x − 9Ae3x = 0 6= e3x, ∀A
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε

y′′ − 9y = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω y = Ae3x

Αντικαθιστώ

y′′ − 9y = 9Ae3x − 9Ae3x = 0 6= e3x, ∀A

Τι συνέβη;

yc = C1e
−3x + C2e

3x, σύµπτωση (πολλαπλότητα) λύσεων !
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε

y′′ − 9y = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω y = Ae3x

Αντικαθιστώ

y′′ − 9y = 9Ae3x − 9Ae3x = 0 6= e3x, ∀A

Τι συνέβη;

yc = C1e
−3x + C2e

3x, σύµπτωση (πολλαπλότητα) λύσεων !

Λύση : Επιλέγω τότε y = Axe3x

y′′ − 9y = 4Ae3x + 9Axe3x = 4Ae3x(= e3x) ⇒ A = 1/4
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. . . . . . µπορεί όµως και να αποτύχουµε

y′′ − 9y = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω y = Ae3x

Αντικαθιστώ

y′′ − 9y = 9Ae3x − 9Ae3x = 0 6= e3x, ∀A

Τι συνέβη;

yc = C1e
−3x + C2e

3x, σύµπτωση (πολλαπλότητα) λύσεων !

Λύση : Επιλέγω τότε y = Axe3x

y′′ − 9y = 4Ae3x + 9Axe3x = 4Ae3x(= e3x) ⇒ A = 1/4

y = yc + yp = C1e
−3x + C2e

3x +
1

4
xe3x
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. . . . . . µπορεί όµως ακόµη να αποτύχουµε (συνέχεια)
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. . . . . . µπορεί όµως ακόµη να αποτύχουµε (συνέχεια)

y′′ − 6y′ + 9 = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω y = Axe3x
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. . . . . . µπορεί όµως ακόµη να αποτύχουµε (συνέχεια)

y′′ − 6y′ + 9 = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω y = Axe3x

΄Οµως . . .

yc = C1e
−3x + C2xe

3x ⇒ η µαντεψιά ϑα αποτύχει !
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. . . . . . µπορεί όµως ακόµη να αποτύχουµε (συνέχεια)

y′′ − 6y′ + 9 = e3x µπορώ (ίσως) να επιλέξω y = Axe3x

΄Οµως . . .

yc = C1e
−3x + C2xe

3x ⇒ η µαντεψιά ϑα αποτύχει !

Λύση : Επιλέγω τότε y = Ax2e3x

Εν γένει, µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε µε x την επιλογή µας όσες
φορές χρειάζεται για να αποφύγουµε τη σύµπτωση (πολλαπλότητα)
λύσεων, όχι όµως περισσότερες φορές!
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε κάθε όρο ξεχωριστά

L[y] = e2x + cosx
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε κάθε όρο ξεχωριστά

L[y] = e2x + cosx

• Αν u η λύση της εξίσωσης L[u] = e2x

• Αν v η λύση της εξίσωσης L[v] = cosx
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε κάθε όρο ξεχωριστά

L[y] = e2x + cosx

• Αν u η λύση της εξίσωσης L[u] = e2x

• Αν v η λύση της εξίσωσης L[v] = cosx

Λόγω της γραµµικότητας του τελεστή L[·]

y = u+ v ⇒ L[y] = L[u+ v] = L[u] + L[v] = e2x + cosx
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε κάθε όρο ξεχωριστά

L[y] = e2x + cosx

• Αν u η λύση της εξίσωσης L[u] = e2x

• Αν v η λύση της εξίσωσης L[v] = cosx

Λόγω της γραµµικότητας του τελεστή L[·]

y = u+ v ⇒ L[y] = L[u+ v] = L[u] + L[v] = e2x + cosx

Παρατήτηση Το να ¨µαντέψω κατάλληλα¨ µπορεί να είναι αποτελεσµατικό αν

το δεξή µέλος της εξίσωσης L[y] = f(x) έχει πεπερασµένο αριθµό

γραµµικά ανεξάρτητων παραγώγων
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΄Αθροισµα όρων µη-οµογενούς µέρους
Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε κάθε όρο ξεχωριστά

L[y] = e2x + cosx

• Αν u η λύση της εξίσωσης L[u] = e2x

• Αν v η λύση της εξίσωσης L[v] = cosx

Λόγω της γραµµικότητας του τελεστή L[·]

y = u+ v ⇒ L[y] = L[u+ v] = L[u] + L[v] = e2x + cosx

Παρατήτηση Το να ¨µαντέψω κατάλληλα¨ µπορεί να είναι αποτελεσµατικό αν

το δεξή µέλος της εξίσωσης L[y] = f(x) έχει πεπερασµένο αριθµό

γραµµικά ανεξάρτητων παραγώγων

Αντιπαράδειγµα :

y′′ + y = tan(x)
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