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Ι. Γραµµικές Σ.∆.Ε. Υψηλότερης Τάξης
Γενικά για τάξη n ≥ 2

a0(x)y
(n)+a1(x)y

(n−1)+a2(x)y
(n−2)+· · ·+an−1(x)y′+an(x)y = f(x),

όπου a0(x), . . . , an(x), f(x) συναρτήσεις του x ορισµένες σε ένα διάστηµα I .
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Ι. Γραµµικές Σ.∆.Ε. Υψηλότερης Τάξης
Γενικά για τάξη n ≥ 2

a0(x)y
(n)+a1(x)y

(n−1)+a2(x)y
(n−2)+· · ·+an−1(x)y′+an(x)y = f(x),

όπου a0(x), . . . , an(x), f(x) συναρτήσεις του x ορισµένες σε ένα διάστηµα I .

• Για n = 2

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = F (x)

ή

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), κανονική µορφή (1)
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Ι. Γραµµικές Σ.∆.Ε. Υψηλότερης Τάξης
Γενικά για τάξη n ≥ 2

a0(x)y
(n)+a1(x)y

(n−1)+a2(x)y
(n−2)+· · ·+an−1(x)y′+an(x)y = f(x),

όπου a0(x), . . . , an(x), f(x) συναρτήσεις του x ορισµένες σε ένα διάστηµα I .

• Για n = 2

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = F (x)

ή

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), κανονική µορφή (1)

• Οµογενής γραµµική εξίσωση όταν f(x) = 0.
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Ι. Γραµµικές Σ.∆.Ε. Υψηλότερης Τάξης
Γενικά για τάξη n ≥ 2

a0(x)y
(n)+a1(x)y

(n−1)+a2(x)y
(n−2)+· · ·+an−1(x)y′+an(x)y = f(x),

όπου a0(x), . . . , an(x), f(x) συναρτήσεις του x ορισµένες σε ένα διάστηµα I .

• Για n = 2

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = F (x)

ή

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), κανονική µορφή (1)

• Οµογενής γραµµική εξίσωση όταν f(x) = 0.

• Παραδείγµατα

y′′ + k2y = 0 ∆ύο λύσεις: y1 = cos(kx), y2 = sin(kx),

y′′ − k2y = 0 ∆ύο λύσεις: y1 = ekx, y2 = e−kx.
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Θεώρηµα Υπέρθεσης

Αν y1(x), y2(x) είναι δύο λύσεις της οµογενούς γραµµικής ∆Ε (1), τότε για

κάθε C1, C2 ∈ R η συνάρτηση

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x)
είναι επίσης λύση της (1).
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Θεώρηµα Υπέρθεσης

Αν y1(x), y2(x) είναι δύο λύσεις της οµογενούς γραµµικής ∆Ε (1), τότε για

κάθε C1, C2 ∈ R η συνάρτηση

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x)
είναι επίσης λύση της (1).

Απόδειξη ΄Εστω y = C1y1 + C2y2, τότε

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = (C1y1 + C2y2)
′′ + p(C1y1 + C2y2)

′ + q(C1y1 + C2y2)

= C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + C1py

′
1 + C2py

′
2 + C1qy1 + C2qy2

= C1(y
′′
1 + py′1 + qy1) + C2(y

′′
2 + py′2 + qy2)

= C1 · 0 + C1 · 0
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Θεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας
΄Εστω ότι p, q, f συνεχείς συναρτήσεις σ΄ ένα διάστηµα I και x0, b0, b1
σταθερές. Η εξίσωση

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x)

έχει ακριβώς µία λύση y(x) η οποία ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες

y(x0) = b0, y′(x0) = b1.
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Θεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας
΄Εστω ότι p, q, f συνεχείς συναρτήσεις σ΄ ένα διάστηµα I και x0, b0, b1
σταθερές. Η εξίσωση

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x)

έχει ακριβώς µία λύση y(x) η οποία ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες

y(x0) = b0, y′(x0) = b1.

Παραδείγµατα

• y′′ + y = 0 µε y(0) = b0 και y′(0) = b1⇒

y(x) = b0 cos(x) + b1 sin(x)

• y′′ − y = 0 µε y(0) = b0 και y′(0) = b1⇒

y(x) = b0 cosh(x) + b1 sinh(x)
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Γραµµική Ανεξαρτησία

Ορισµός Οι µη µηδενικές, συναρτήσεις y1(x), . . . , yn(x) είναι γραµµικά
εξαρτηµένες στο διάστηµα I αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί λ1, . . . , λn
που δεν είναι όλοι µηδέν ώστε να ισχύει

λ1y1(x) + λ2y2(x) + · · ·+ λnyn(x) = 0 για κάθε x ∈ I (A)

Εάν η (A) ισχύει µόνο για λ1 = λ1 = · · · = λn = 0 τότε λέµε ότι οι

συναρτήσεις είναι γραµµικά ανεξάρτητες.
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Γραµµική Ανεξαρτησία

Ορισµός Οι µη µηδενικές, συναρτήσεις y1(x), . . . , yn(x) είναι γραµµικά
εξαρτηµένες στο διάστηµα I αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί λ1, . . . , λn
που δεν είναι όλοι µηδέν ώστε να ισχύει

λ1y1(x) + λ2y2(x) + · · ·+ λnyn(x) = 0 για κάθε x ∈ I (A)

Εάν η (A) ισχύει µόνο για λ1 = λ1 = · · · = λn = 0 τότε λέµε ότι οι

συναρτήσεις είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

Παράδειγµα: Οι y1(x) = x και y2(x) = x2 είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

Πράγµατι ας υποθέσουµε ότι υπάρχει λ 6= 0 ώστε x = λx2 για κάθε x ∈ I .

Εάν a1, b1 δύο διαφορετικοί και µη µηδενικοί αριθµοί, αντικαθιστώντας στην

x = λx2 παίρνουµε a1 = λa21 και b1 = λb21. Εποµένως 1/a1 = λ = 1/b1
που είναι άτοπο.
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Παραδείγµατα
• Οι συναρτήσεις y1 = 1, y2 = x2 και y3 = 1 + 4x2 είναι γραµµικά

εξαρτηµένες.

Πράγµατι, ισχύει 1 · y1(x) + 4 · y2(x)− 1 · y3(x) = 0 για κάθε x ∈ R και

εποµένως είναι γραµµικά εξαρτηµένες.
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Παραδείγµατα
• Οι συναρτήσεις y1 = 1, y2 = x2 και y3 = 1 + 4x2 είναι γραµµικά

εξαρτηµένες.

Πράγµατι, ισχύει 1 · y1(x) + 4 · y2(x)− 1 · y3(x) = 0 για κάθε x ∈ R και

εποµένως είναι γραµµικά εξαρτηµένες.

• Οι συναρτήσεις sin(x), cos(x) είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

΄Εστω λ1 sin(x) + λ2 cos(x) = 0 και x1, x2 ∈ R µε x1 − x2 6= kπ. Τότε,

λ1 sin(x1) + λ2 cos(x1) = 0 και λ1 sin(x2) + λ2 cos(x2) = 0.

Οι παραπάνω δύο ισότητες είναι ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο

αγνώστους τους λ1, λ2. Η ορίζουσα του συστήµατος είναι η
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Παραδείγµατα
• Οι συναρτήσεις y1 = 1, y2 = x2 και y3 = 1 + 4x2 είναι γραµµικά

εξαρτηµένες.

Πράγµατι, ισχύει 1 · y1(x) + 4 · y2(x)− 1 · y3(x) = 0 για κάθε x ∈ R και

εποµένως είναι γραµµικά εξαρτηµένες.

• Οι συναρτήσεις sin(x), cos(x) είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

΄Εστω λ1 sin(x) + λ2 cos(x) = 0 και x1, x2 ∈ R µε x1 − x2 6= kπ. Τότε,

λ1 sin(x1) + λ2 cos(x1) = 0 και λ1 sin(x2) + λ2 cos(x2) = 0.

Οι παραπάνω δύο ισότητες είναι ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο

αγνώστους τους λ1, λ2. Η ορίζουσα του συστήµατος είναι η∣∣∣∣sin(x1) cos(x1)

sin(x2) cos(x2)

∣∣∣∣ = sin(x1) cos(x2)−cos(x1) sin(x2) = sin(x1−x2) 6= 0

εφόσον x1 − x2 6= kπ. ΄Ετσι έχουµε ότι η µοναδική λύση του συστήµατος

είναι η λ1 = λ2 = 0.
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Γραµµική ανεξαρτησία-Γενίκευση
΄Εστω ότι οι συναρτήσεις y1, . . . , yn ορισµένες στο διάστηµα I είναι

(n− 1)-ϕορές παραγωγίσιµες.

Για να εξετάσουµε αν είναι γραµµικά ανεξάρτητες ∀x ∈ I την

λ1y1(x) + λ2y2(x) + · · ·+ λnyn(x) = 0 (?)

και εξετάζουµε αν υπάρχει µια µη-µηδενική λύση.
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Γραµµική ανεξαρτησία-Γενίκευση
΄Εστω ότι οι συναρτήσεις y1, . . . , yn ορισµένες στο διάστηµα I είναι

(n− 1)-ϕορές παραγωγίσιµες.

Για να εξετάσουµε αν είναι γραµµικά ανεξάρτητες ∀x ∈ I την

λ1y1(x) + λ2y2(x) + · · ·+ λnyn(x) = 0 (?)

και εξετάζουµε αν υπάρχει µια µη-µηδενική λύση.

Επειδή οι συναρτήσεις είναι παραγωγίσιµες, παραγωγίζοντας την (?),

(n− 1) ϕορές :

λ1y1(x) + λ2y2(x) + · · ·+ λnyn(x) = 0 (1)

λ1y
′
1(x) + λ2y

′
2(x) + · · ·+ λny

′
n(x) = 0 (2)

... ... ...

λ1y
(n−1)
1 (x) + λ2y

(n−1)
2 (x) + · · ·+ λny

(n−1)
n (x) = 0 (3)
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Γραµµική ανεξαρτησία-Γενίκευση

΄Ετσι για κάθε x ∈ I έχουµε ένα σύστηµα n-εξισώσεων µε n-αγνώστους,

τους λ1, . . . , λn Η ορίζουσα αυτού του συστήµατος για x ∈ I είναι η

W (y1, . . . , yn)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) . . . yn(x)

y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)
... ...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Γραµµική ανεξαρτησία-Γενίκευση

΄Ετσι για κάθε x ∈ I έχουµε ένα σύστηµα n-εξισώσεων µε n-αγνώστους,

τους λ1, . . . , λn Η ορίζουσα αυτού του συστήµατος για x ∈ I είναι η

W (y1, . . . , yn)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) . . . yn(x)

y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)
... ...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Εάν υπάρχει x0 ∈ I ώστε W (y1, . . . , yn)(x0) 6= 0 τότε το σύστηµα έχει

µοναδική λύση τη λ1 = λ2 · · · = λn = 0 και άρα οι συναρτήσεις είναι

γραµµικά ανεξάρτητες.

Η ορίζουσα W (y1, . . . , yn) ονοµάζεται Wroskian ορίζουσα των y1, . . . , yn.
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Γραµµική ανεξαρτησία-Γενίκευση

΄Ετσι για κάθε x ∈ I έχουµε ένα σύστηµα n-εξισώσεων µε n-αγνώστους,

τους λ1, . . . , λn Η ορίζουσα αυτού του συστήµατος για x ∈ I είναι η

W (y1, . . . , yn)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) . . . yn(x)

y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)
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y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y
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Εάν υπάρχει x0 ∈ I ώστε W (y1, . . . , yn)(x0) 6= 0 τότε το σύστηµα έχει

µοναδική λύση τη λ1 = λ2 · · · = λn = 0 και άρα οι συναρτήσεις είναι

γραµµικά ανεξάρτητες.

Η ορίζουσα W (y1, . . . , yn) ονοµάζεται Wroskian ορίζουσα των y1, . . . , yn.

ΠΡΟΣΟΧΗ! Αν η W (y1, . . . , yn)(x) = 0 για κάθε x ∈ I;, τότε δεν

µπορούµε να πούµε αν οι y1, . . . , yn είναι γραµµικά ανεξάρτητες ή όχι.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 8



Γραµµική ανεξαρτησία & Σ.∆.Ε

Θεώρηµα 1
Εάν y1, . . . , yn είναι λύσεις της ∆Ε

y(n) + b1y
(n−1) + b2y

(n−2) + · · ·+ bn−1y
′ + bny = 0

στο διάστηµα [a, b] τότε ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι γραµµικά

ανεξάρτητες είναι να υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ [a, b] ώστε η Wronskian

ορίζουσα των y1, . . . , yn στο x0 να είναι διάφορη του µηδέν.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 9



Γραµµική ανεξαρτησία & Σ.∆.Ε

Θεώρηµα 1
Εάν y1, . . . , yn είναι λύσεις της ∆Ε

y(n) + b1y
(n−1) + b2y

(n−2) + · · ·+ bn−1y
′ + bny = 0

στο διάστηµα [a, b] τότε ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι γραµµικά

ανεξάρτητες είναι να υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ [a, b] ώστε η Wronskian

ορίζουσα των y1, . . . , yn στο x0 να είναι διάφορη του µηδέν.

Θεώρηµα 2 (Abel)
Εάν y1, y2 είναι λύσεις της y′′+ p(x)y′+ q(x)y = 0 σε ένα διάστηµα I και

η Wronskian ορίζουσα των y1, y2 δεν µηδενίζεται σε ένα σηµείο x0 ∈ I ,

(W (y1, y2)(x0) 6= 0 ) τότε δεν µηδενίζεται σε κανένα σηµείο του

διαστήµατος.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 9



Απόδειξη 2 Από την υπόθεση έχουµε ότι

y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1 = 0 και y′′2 + p(x)y′2 + q(x)y2 = 0.

Πολ/ντας την πρώτη µε y2, τη δεύτερη µε y1 και αφαιρώντας κατά µέλη

(y1y
′′
2 − y2y′′1 ) + p(x)(y1y

′
2 − y2y′1) = 0. (4)

Ο όρος στη δεύτερη παρένθεση είναι η Wronskian, W (y1, y2) και η πρώτη

παρένθεση είναι η παράγωγος της W (y1, y2),

W ′(y1, y2)(x) = (y1(x)y
′
2(x)− y2y′1(x))′ = (y1y

′′
2 − y2y′′1 )(x)

Συµβολίζοντας µε W (x) =W (y1, y2)(x) η (4) παίρνει τη µορφή

W ′ + p(x)W = 0

που είναι γραµµική ∆Ε πρώτης τάξης (υποβιβασµός της τάξης).

Η αρχική συνθήκη W (y1, y2)(x0) =W0 6= 0 µας εξασφαλίζει ότι έχουµε

µη µηδενική λύση στην παραπάνω εξίσωση.
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Η µη- µηδενική λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης είναι

W = Ce
−
∫ x

x0

p(s)ds
.

Από την αρχική συνθήκη W (y1, y2)(x0) :=W0 παίρνουµε τη λύση

W (x) =W0e
−
∫ x

x0

p(s)ds
και άρα W (x) 6= 0 για κάθε x ∈ I .
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Η µη- µηδενική λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης είναι

W = Ce
−
∫ x

x0

p(s)ds
.

Από την αρχική συνθήκη W (y1, y2)(x0) :=W0 παίρνουµε τη λύση

W (x) =W0e
−
∫ x

x0

p(s)ds
και άρα W (x) 6= 0 για κάθε x ∈ I .

΄Ασκηση ΄Εστω y1 µια λύση της ∆.Ε. y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. Βρείτε µια

λύση της y2 που είναι γραµµικά ανεξάρτητη µε την y1 καθώς και τη γενική

λύση.

(Απάντηση

y2 = y1

∫ Cy21 · e
−

∫ x

x0

p(s)ds

 dx.
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Γραµµική ανεξαρτησία & και η Γενική λύση της ∆.Ε

Πρόταση Υπάρχουν ακριβώς n-γραµµικά ανεξάρτητες (θεµελιώδεις)

λύσεις για την ∆.Ε.

y(n) + b1y
(n−1) + b2y

(n−2) + · · ·+ bn−1y
′ + bny = 0 (5)

στο διάστηµα I = [a, b].
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Γραµµική ανεξαρτησία & και η Γενική λύση της ∆.Ε

Πρόταση Υπάρχουν ακριβώς n-γραµµικά ανεξάρτητες (θεµελιώδεις)

λύσεις για την ∆.Ε.

y(n) + b1y
(n−1) + b2y

(n−2) + · · ·+ bn−1y
′ + bny = 0 (5)

στο διάστηµα I = [a, b].

Θεώρηµα
΄Εστω y1, . . . , yn, n-γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς ∆.Ε.

y(n) + b1y
(n−1) + b2y

(n−2) + · · ·+ bn−1y
′ + bny = 0 (6)

στο διάστηµα I = [a, b]. Τότε εάν φ είναι µια λύση (γενική λύση) της ∆.Ε.

στο διάστηµα I υπάρχουν λ1, λ2, . . . , λn ∈ R ώστε

φ = λ1y1 + λ2y2 + · · ·+ λnyn

στο διάστηµα I .
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Παράδειγµα
΄Εστω το Π.Α.Τ

y′′ − 1

x
y′ − 3

x2
y = 0, y(1) = 4, y′(1) = 8, x ∈ (0,∞)

∆είξτε ότι οι y1(x) = x3 και y2(x) = x−1 είναι ϑεµελειώδεις λύσεις της ∆Ε

και λύστε το Π.Α.Τ.
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Παράδειγµα
΄Εστω το Π.Α.Τ

y′′ − 1

x
y′ − 3

x2
y = 0, y(1) = 4, y′(1) = 8, x ∈ (0,∞)

∆είξτε ότι οι y1(x) = x3 και y2(x) = x−1 είναι ϑεµελειώδεις λύσεις της ∆Ε

και λύστε το Π.Α.Τ.

Αντικαθιστώντας τις y1(x), y2(x) στη ∆.Ε. έχουµε

y′′1 −
1

x
y′1 −

3

x2
y1 = 0, y′′2 −

1

x
y′2 −

3

x2
y2 = 0
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Παράδειγµα
΄Εστω το Π.Α.Τ

y′′ − 1

x
y′ − 3

x2
y = 0, y(1) = 4, y′(1) = 8, x ∈ (0,∞)

∆είξτε ότι οι y1(x) = x3 και y2(x) = x−1 είναι ϑεµελειώδεις λύσεις της ∆Ε

και λύστε το Π.Α.Τ.

Αντικαθιστώντας τις y1(x), y2(x) στη ∆.Ε. έχουµε

y′′1 −
1

x
y′1 −

3

x2
y1 = 0, y′′2 −

1

x
y′2 −

3

x2
y2 = 0

η Wronskian στο x0 = 1

W (y1(1), y2(1)) =

∣∣∣∣ x3 x−1

3x2 −x−2

∣∣∣∣
x0=1

=

∣∣∣∣1 1

3 −1

∣∣∣∣ = −4 6= 0

΄Αρα οι y1(x), y2(x) είναι ϑεµελειώδεις λύσεις της ∆.Ε.
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Παράδειγµα (συνέχεια)
Η γενική λύση είναι της µορφής y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) και από τις

αρχικές συνθήκες

y(1) = c1y1(1) + c2y2(1) = 4

y′(1) = c1y
′
1(1) + c2y

′
2(1) = 8

έχουµε

c1 + c2 = 4

3c1 − c2 = 8

συνεπώς c1 = 3 και c2 = 1.

΄Αρα η γενική λύση είναι y(x) = 3x3 + 1
x.
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Ια. Οµογενής Σ.∆.Ε 2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές

y′′ − 6y′ + 8y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 6
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Ια. Οµογενής Σ.∆.Ε 2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές

y′′ − 6y′ + 8y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 6

Επιλέγω (µαντεύω !) ότι y = erx. Τότε, y′ = rerx και y′′ = r2erx
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Ια. Οµογενής Σ.∆.Ε 2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές

y′′ − 6y′ + 8y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 6

Επιλέγω (µαντεύω !) ότι y = erx. Τότε, y′ = rerx και y′′ = r2erx

y′′ − 6y′ + 8y = 0⇒
r2erx − 6rerx + 8erx = 0⇒

r2 − 6r + 8 = 0⇒
(r − 2)(r − 4) = 0
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Ια. Οµογενής Σ.∆.Ε 2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές

y′′ − 6y′ + 8y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 6

Επιλέγω (µαντεύω !) ότι y = erx. Τότε, y′ = rerx και y′′ = r2erx

y′′ − 6y′ + 8y = 0⇒
r2erx − 6rerx + 8erx = 0⇒

r2 − 6r + 8 = 0⇒
(r − 2)(r − 4) = 0

΄Αρα, y1 = e2x και y2 = e4x δύο λύσεις (είναι γραµµικά ανεξάρτητες ;)
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Ια. Οµογενής Σ.∆.Ε 2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές

y′′ − 6y′ + 8y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 6

Επιλέγω (µαντεύω !) ότι y = erx. Τότε, y′ = rerx και y′′ = r2erx

y′′ − 6y′ + 8y = 0⇒
r2erx − 6rerx + 8erx = 0⇒

r2 − 6r + 8 = 0⇒
(r − 2)(r − 4) = 0

΄Αρα, y1 = e2x και y2 = e4x δύο λύσεις (είναι γραµµικά ανεξάρτητες ;)

Γενική λύση:
y = C1e

2x + C2e
4x

Ειδική λύση:

−2 = y(0) = C1 + C2, 6 = y′(0) = 2C1 + 5C2

y = −7e2x + 5e4x
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Γενίκευση-Μεθοδολογία
΄Εστω η ∆.Ε.

ay′′ + by′ + cy, a, b, c ∈ R
Μαντεύοντας ότι y = erx⇒

ar2erx + brerx + cerx = 0⇒

η χαρακτηριστική (ή βοηθητική) εξίσωση

ar2 + br + c = 0
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Γενίκευση-Μεθοδολογία
΄Εστω η ∆.Ε.

ay′′ + by′ + cy, a, b, c ∈ R
Μαντεύοντας ότι y = erx⇒

ar2erx + brerx + cerx = 0⇒

η χαρακτηριστική (ή βοηθητική) εξίσωση

ar2 + br + c = 0

Θεώρηµα ΄Εστω r1 και r2 οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης

(i) Αν r1 6= r2 ∈ R ⇒ y = C1e
r1x + C2e

r2x

(ii) Αν r1 = r2 ∈ R ⇒ y = (C1 + C2x)e
r1x
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Γενίκευση-Μεθοδολογία
΄Εστω η ∆.Ε.

ay′′ + by′ + cy, a, b, c ∈ R
Μαντεύοντας ότι y = erx⇒

ar2erx + brerx + cerx = 0⇒

η χαρακτηριστική (ή βοηθητική) εξίσωση

ar2 + br + c = 0

Θεώρηµα ΄Εστω r1 και r2 οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης

(i) Αν r1 6= r2 ∈ R ⇒ y = C1e
r1x + C2e

r2x

(ii) Αν r1 = r2 ∈ R ⇒ y = (C1 + C2x)e
r1x

Τι συµβαίνει αν έχω µιγαδικές ρίζες;;
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Παραδείγµατα

• y′′ − k2y = 0 ⇒ r2 − k2 = 0 ⇒ y = C1e
−kx + C2e

kx

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 17



Παραδείγµατα

• y′′ − k2y = 0 ⇒ r2 − k2 = 0 ⇒ y = C1e
−kx + C2e

kx

• y′′ − 8y′ + 16y = 0 ⇒ r2 − 8r + 16 = (r − 4)2 = 0
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Παραδείγµατα

• y′′ − k2y = 0 ⇒ r2 − k2 = 0 ⇒ y = C1e
−kx + C2e

kx

• y′′ − 8y′ + 16y = 0 ⇒ r2 − 8r + 16 = (r − 4)2 = 0

y = (C1 + C2x)e
4x = C1e

4x + C2xe
4x
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Παραδείγµατα

• y′′ − k2y = 0 ⇒ r2 − k2 = 0 ⇒ y = C1e
−kx + C2e

kx

• y′′ − 8y′ + 16y = 0 ⇒ r2 − 8r + 16 = (r − 4)2 = 0

y = (C1 + C2x)e
4x = C1e

4x + C2xe
4x

Είναι οι y1 = e4x και y2 = xe4x γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις ;;
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Παραδείγµατα

• y′′ − k2y = 0 ⇒ r2 − k2 = 0 ⇒ y = C1e
−kx + C2e

kx

• y′′ − 8y′ + 16y = 0 ⇒ r2 − 8r + 16 = (r − 4)2 = 0

y = (C1 + C2x)e
4x = C1e

4x + C2xe
4x

Είναι οι y1 = e4x και y2 = xe4x γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις ;;

y2 = xe4x⇒ y′2 = e4x + 4xe4x, y′′2 = 8e4x + 16xe4x

y′′2 − 8y′2 + 16y2 = · · · = 0 άρα η y2 είναι λύση
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Παραδείγµατα

• y′′ − k2y = 0 ⇒ r2 − k2 = 0 ⇒ y = C1e
−kx + C2e

kx

• y′′ − 8y′ + 16y = 0 ⇒ r2 − 8r + 16 = (r − 4)2 = 0

y = (C1 + C2x)e
4x = C1e

4x + C2xe
4x

Είναι οι y1 = e4x και y2 = xe4x γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις ;;

y2 = xe4x⇒ y′2 = e4x + 4xe4x, y′′2 = 8e4x + 16xe4x

y′′2 − 8y′2 + 16y2 = · · · = 0 άρα η y2 είναι λύση

΄Αν y1, y2 γραµ. εξαρτηµένες⇒ y2 = Cy1⇒ xe4x = Ce4x⇒ x = C

άτοπο.
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Παρατηρήσεις

1. Η περίπτωση να έχουµε διπλή ϱίζα είναι εξαιρετικά σπάνιο στη πράξη

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 18



Παρατηρήσεις

1. Η περίπτωση να έχουµε διπλή ϱίζα είναι εξαιρετικά σπάνιο στη πράξη

2. Γιατί προκύπτει όµως ότι η xerx είναι λύση ;
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Παρατηρήσεις

1. Η περίπτωση να έχουµε διπλή ϱίζα είναι εξαιρετικά σπάνιο στη πράξη

2. Γιατί προκύπτει όµως ότι η xerx είναι λύση ;

– ΄Εστω r1 6= r2 τότε η
er2x − er1x

r2 − r1
είναι µία λύση
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Παρατηρήσεις

1. Η περίπτωση να έχουµε διπλή ϱίζα είναι εξαιρετικά σπάνιο στη πράξη

2. Γιατί προκύπτει όµως ότι η xerx είναι λύση ;

– ΄Εστω r1 6= r2 τότε η
er2x − er1x

r2 − r1
είναι µία λύση

– ΄Οταν r1→ r2(= r) τότε,
er2x − er1x

r2 − r1
→ d

dr
[erx] = xerx, επίσης

λύση
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Παρατηρήσεις

1. Η περίπτωση να έχουµε διπλή ϱίζα είναι εξαιρετικά σπάνιο στη πράξη

2. Γιατί προκύπτει όµως ότι η xerx είναι λύση ;

– ΄Εστω r1 6= r2 τότε η
er2x − er1x

r2 − r1
είναι µία λύση

– ΄Οταν r1→ r2(= r) τότε,
er2x − er1x

r2 − r1
→ d

dr
[erx] = xerx, επίσης

λύση

΄Ασκηση Εναλλακτικά αποδείξτε ότι άν έχουµε διπλή ϱίζα η y2 = xerx είναι

λύση της ar2 + br + c = 0 µε χρήση της άσκησης στη σελίδα 11.
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Παράδειγµα

y′′ − y′ + 1

4
y = 0, y(0) = 2, y′(0) =

1

3
Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι : r2 − r + 1

4 = 0 ⇒ r1,2 = 1/2.

΄Αρα η γενική λύση είναι

y = C1e
t/2 + C2te

t/2
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Παράδειγµα

y′′ − y′ + 1

4
y = 0, y(0) = 2, y′(0) =

1

3
Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι : r2 − r + 1

4 = 0 ⇒ r1,2 = 1/2.

΄Αρα η γενική λύση είναι

y = C1e
t/2 + C2te

t/2

Η πρώτη συνθήκη απαιτεί y(0) = C1 = 2

Παραγωγίζοντας τη λύση, η δεύτερη συνθήκη απαιτεί

y′(0) =
1

2
C1 + C2 =

1

3
⇒ C2 = −2/3

΄Αρα η ειδική λύση

y = 2et/2 − 2

3
tet/2
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Υπάρχει µία κρίσιµη αρχική κλίση, y′(0) = y0 , µε τιµή µεταξύ 1/3 και 2, και

αυτή διαχωρίζει τις λύσεις που αυξάνονται ϑετικά από αυτές που τελικά

γίνονται αρνητικές.
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Μιγαδικοί αριθµοί & ο τύπος του Euler

a+ bi ∈ C, i2 = −1, Re(a+ bi) = a, Im(a+ bi) = b
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Μιγαδικοί αριθµοί & ο τύπος του Euler

a+ bi ∈ C, i2 = −1, Re(a+ bi) = a, Im(a+ bi) = b

ex+y = exey ⇒ ea+bi = eaebi

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
· · · Taylor στο x = 0

Τύπος του Euler

eiθ = cos θ + i sin θ και e−iθ = cos θ − i sin θ
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Μιγαδικοί αριθµοί & ο τύπος του Euler

a+ bi ∈ C, i2 = −1, Re(a+ bi) = a, Im(a+ bi) = b

ex+y = exey ⇒ ea+bi = eaebi

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
· · · Taylor στο x = 0

Τύπος του Euler

eiθ = cos θ + i sin θ και e−iθ = cos θ − i sin θ

Ταυτότητες

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
και sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
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Μιγαδικοί αριθµοί & ο τύπος του Euler

a+ bi ∈ C, i2 = −1, Re(a+ bi) = a, Im(a+ bi) = b

ex+y = exey ⇒ ea+bi = eaebi

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
· · · Taylor στο x = 0

Τύπος του Euler

eiθ = cos θ + i sin θ και e−iθ = cos θ − i sin θ

Ταυτότητες

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
και sin θ =

eiθ − e−iθ

2i

ei(2θ) = (eiθ)2 ⇒ cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ και sin 2θ = 2 sin θ cos θ

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 21



Μεθοδολογία (συνέχεια)-Μιγαδικές Ρίζες
Χαρακτηριστική εξίσωση της ∆.Ε.

ar2+br+c = 0 µε b2−4ac < 0⇒ r1,2 =
−b
2a
±i
√
b2 − 4ac

2a
= α± βi
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Μεθοδολογία (συνέχεια)-Μιγαδικές Ρίζες
Χαρακτηριστική εξίσωση της ∆.Ε.

ar2+br+c = 0 µε b2−4ac < 0⇒ r1,2 =
−b
2a
±i
√
b2 − 4ac

2a
= α± βi

y = C1e
(α+βi)x + C2e

(α−βi)x
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Μεθοδολογία (συνέχεια)-Μιγαδικές Ρίζες
Χαρακτηριστική εξίσωση της ∆.Ε.

ar2+br+c = 0 µε b2−4ac < 0⇒ r1,2 =
−b
2a
±i
√
b2 − 4ac

2a
= α± βi

y = C1e
(α+βi)x + C2e

(α−βi)x

Θέτωντας y1 = e(α+βi)x και y2 = e(α−βi)x έχουµε (από Euler)

y1 = eαx cosβx+ ieαx sinβx

y2 = eαx cosβx− ieαx sinβx
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Μεθοδολογία (συνέχεια)-Μιγαδικές Ρίζες
Χαρακτηριστική εξίσωση της ∆.Ε.

ar2+br+c = 0 µε b2−4ac < 0⇒ r1,2 =
−b
2a
±i
√
b2 − 4ac

2a
= α± βi

y = C1e
(α+βi)x + C2e

(α−βi)x

Θέτωντας y1 = e(α+βi)x και y2 = e(α−βi)x έχουµε (από Euler)

y1 = eαx cosβx+ ieαx sinβx

y2 = eαx cosβx− ieαx sinβx

Κάθε γραµ. συνδυασµός λύσεων είναι και αυτός λύση

y3 =
y1 + y2

2
= eαx cosβx

y4 =
y1 − y2

2i
= eαx sinβx
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Θεώρηµα

Θεώρηµα Αν οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσεις της ∆.Ε.

ay′′ + by′ + cy = 0, a, b, c ∈ R

είναι οι α± βi τότε η γενική της λύση είναι :

y = C1e
αx cosβx+ C2e

αx sinβx
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2 + 2r + 5 = 0 η οποία έχει λύσεις τις

r1 = −1 + 2i, r2 = −1−2i.
Η γενική λύση της ∆.Ε. είναι η

y = C1e
−x cos(2x) + C2e

−x sin(2x).
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2 + 2r + 5 = 0 η οποία έχει λύσεις τις

r1 = −1 + 2i, r2 = −1−2i.
Η γενική λύση της ∆.Ε. είναι η

y = C1e
−x cos(2x) + C2e

−x sin(2x).

Για την ειδική λύση ϑα χρησιµοποιήσουµε y(0) = 0 και y′(0) = 1.

Από y(0) = 0⇒ 0 = C1 + C20⇒ C1 = 0. Από

y′(x) = 2C2e
−x cos(2x)− C2e

−x sin(2x) και τη συνθήκη y′(0) = 1

παίρνουµε

1 = 2C2⇒ C2 =
1

2
.

Εποµένως η λύση (για τις δοσµένες αρχ. τιµές) είναι y(x) = 1
2e
−x sin(2x).
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 9y = 0 µε αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 3.
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 9y = 0 µε αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 3.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2+9 = 0 η οποία έχει λύσεις τις r1 = 3i

και r2 = −3i.
΄Αρα η γενική λύση είναι η

y = C1 cos(3x) + C2 sin(3x).
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Παράδειγµα ΙΙ
Να λυθεί η ∆Ε y′′ + 9y = 0 µε αρχικές συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 3.

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η r2+9 = 0 η οποία έχει λύσεις τις r1 = 3i

και r2 = −3i.
΄Αρα η γενική λύση είναι η

y = C1 cos(3x) + C2 sin(3x).

Για να ϐρούµε την ειδική λύση

από την y(0) = 0 παίρνουµε 0 = C1

από την y′(0) = 3 παίρνουµε 3 = 3C2.

Εποµένως η ειδική λύση είναι η

y = sin(3x).
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Παράδειγµα ΙΙΙ

16y′′ − 8y′ + 145y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 1

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η 16r2 − 8r + 145, η οποία έχει λύσεις τις

r1 = 1/4± 3i .

΄Αρα η γενική λύση είναι η

y = C1e
t/4 cos(3t) + C2e

t/4 sin(3t).
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Παράδειγµα ΙΙΙ

16y′′ − 8y′ + 145y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 1

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η 16r2 − 8r + 145, η οποία έχει λύσεις τις

r1 = 1/4± 3i .

΄Αρα η γενική λύση είναι η

y = C1e
t/4 cos(3t) + C2e

t/4 sin(3t).

Για να ϐρούµε την ειδική λύση

από την y(0) = −2 παίρνουµε C1 = −2
από την y′(0) = 1 παίρνουµε C2 = 1/2.

Εποµένως η ειδική λύση είναι η

y = −2et/4 cos(3t) + 1

2
et/4 sin(3t).
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Οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσεις είανι αύξουσες ταλαντώσεις (λόγω του

α = 1/4 > 0).
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Ιβ. Οµογενής Σ.∆.Ε ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Παράδειγµα Ι

y′′′ − 3y′′ − y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3
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Ιβ. Οµογενής Σ.∆.Ε ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Παράδειγµα Ι

y′′′ − 3y′′ − y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3

r3erx − 3r2erx − rerx + 3erx = 0 ⇒ r3 − 3r2 − r + 3 = 0
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Ιβ. Οµογενής Σ.∆.Ε ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Παράδειγµα Ι

y′′′ − 3y′′ − y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3

r3erx − 3r2erx − rerx + 3erx = 0 ⇒ r3 − 3r2 − r + 3 = 0

y = C1e
−x + C2e

x + C3e
3x
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Ιβ. Οµογενής Σ.∆.Ε ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Παράδειγµα Ι

y′′′ − 3y′′ − y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3

r3erx − 3r2erx − rerx + 3erx = 0 ⇒ r3 − 3r2 − r + 3 = 0

y = C1e
−x + C2e

x + C3e
3x

1 = y(0) = C1 + C2 + C3

2 = y′(0) = −C1 + C2 + 3C3

3 = y′′(0) = C1 + C2 + 9C3

C1 = −1/4, C2 = 1 και C3 = 1/4
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Ιβ. Οµογενής Σ.∆.Ε ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Παράδειγµα Ι

y′′′ − 3y′′ − y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 2, y′′(0) = 3

r3erx − 3r2erx − rerx + 3erx = 0 ⇒ r3 − 3r2 − r + 3 = 0

y = C1e
−x + C2e

x + C3e
3x

1 = y(0) = C1 + C2 + C3

2 = y′(0) = −C1 + C2 + 3C3

3 = y′′(0) = C1 + C2 + 9C3

C1 = −1/4, C2 = 1 και C3 = 1/4

y =
1

4
e−x + ex +

1

4
e3x
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Παράδειγµα ΙΙ

y(4) − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = 0
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Παράδειγµα ΙΙ

y(4) − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = 0

r4 − 3r3 + 3r2 − r = 0⇒ r(r − 1)3 = 0
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Παράδειγµα ΙΙ

y(4) − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = 0

r4 − 3r3 + 3r2 − r = 0⇒ r(r − 1)3 = 0

y =

όροι προερχόµενοι από την r=1︷ ︸︸ ︷
(c0 + c1x+ c2x

2)ex +
από την r=0︷︸︸︷

c4 .
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Παράδειγµα ΙΙ

y(4) − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = 0

r4 − 3r3 + 3r2 − r = 0⇒ r(r − 1)3 = 0

y =

όροι προερχόµενοι από την r=1︷ ︸︸ ︷
(c0 + c1x+ c2x

2)ex +
από την r=0︷︸︸︷

c4 .

Αν προκύψουν µιγαδικές ρίζες (πάντα σε Ϲεύγη r = α± βi)

(c0 + c1x+ · · · ck−1xk)eαx cosβx+ (d0 + d1x+ · · · dk−1xk)eαx sinβx

όπου c0, c1, . . . , ck−1 και d0, d1, . . . , dk−1 είναι τυχαίες σταθερές.
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Παράδειγµα ΙΙΙ

y(4) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = 0
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Παράδειγµα ΙΙΙ

y(4) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = 0

Χαρακτηριστική εξίσωση

r4 − 4r3 + 8r2 − 8r + 4 = 0,

(r2 − 2r + 2)2 = 0,(
(r − 1)2 + 1

)2
= 0

Οι ϱίζες 1± i, µε πολλαπλότητα 2, άρα
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Παράδειγµα ΙΙΙ

y(4) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = 0

Χαρακτηριστική εξίσωση

r4 − 4r3 + 8r2 − 8r + 4 = 0,

(r2 − 2r + 2)2 = 0,(
(r − 1)2 + 1

)2
= 0

Οι ϱίζες 1± i, µε πολλαπλότητα 2, άρα

y = (c0 + c1x)e
x cosx+ (d0 + d1x)e

x sinx
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