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Ακριβείς ∆.Ε. & Ολοκληρωτικοί Παράγοντες
Για την γενική περίπτωση όπου η ∆.Ε. 1ης τάξης είναι της µορφής

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 (1)
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Ακριβείς ∆.Ε. & Ολοκληρωτικοί Παράγοντες
Για την γενική περίπτωση όπου η ∆.Ε. 1ης τάξης είναι της µορφής

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 (1)

Ας ϑυµηθούµε, από το λογισµό, ότι αν g(t) = u (x(t), y(t)) τότε

g′(t) =
∂u(x(t), y(t))

∂x
· dx(t)
dt

+
∂u(x(t), y(t))

∂y
· dy(t)
dt

.

Ιδιαίτερα αν έχουµε την g(x) = u(x, y(x)) τότε

g′(x) =
∂u(x, y)

∂x
+
∂u(x, y)

∂y
y′

.
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Ακριβείς ∆.Ε. & Ολοκληρωτικοί Παράγοντες
Για την γενική περίπτωση όπου η ∆.Ε. 1ης τάξης είναι της µορφής

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 (1)

Ας ϑυµηθούµε, από το λογισµό, ότι αν g(t) = u (x(t), y(t)) τότε

g′(t) =
∂u(x(t), y(t))

∂x
· dx(t)
dt

+
∂u(x(t), y(t))

∂y
· dy(t)
dt

.

Ιδιαίτερα αν έχουµε την g(x) = u(x, y(x)) τότε

g′(x) =
∂u(x, y)

∂x
+
∂u(x, y)

∂y
y′

.

Αν µπορούµε να ϐρούµε συνάρτηση u(x, y) τ.ω.

∂u(x, y)

∂x
=M(x, y) και

∂u(x, y)

∂y
= N(x, y)
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ϑα έχουµε ότι :

M(x, y) +N(x, y)y′ =
∂u(x, y)

∂x
+
∂u(x, y)

∂y
y′ = [u(x, y)]′ = 0 (2)

και η παραπάνω ∆.Ε. έχει λύση τη u(x, y) = C !!!
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ϑα έχουµε ότι :

M(x, y) +N(x, y)y′ =
∂u(x, y)

∂x
+
∂u(x, y)

∂y
y′ = [u(x, y)]′ = 0 (2)

και η παραπάνω ∆.Ε. έχει λύση τη u(x, y) = C !!!

Ορισµός Η πρώτης τάξης ∆.Ε. (1) ονοµάζεται ακριβής (ή πλήρης) αν

υπάρχει συνάρτηση u(x, y) ώστε να ισχύει η (2)
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ϑα έχουµε ότι :

M(x, y) +N(x, y)y′ =
∂u(x, y)

∂x
+
∂u(x, y)

∂y
y′ = [u(x, y)]′ = 0 (2)

και η παραπάνω ∆.Ε. έχει λύση τη u(x, y) = C !!!

Ορισµός Η πρώτης τάξης ∆.Ε. (1) ονοµάζεται ακριβής (ή πλήρης) αν

υπάρχει συνάρτηση u(x, y) ώστε να ισχύει η (2)

Θεώρηµα: ΄Εστω M(x, y), N(x, y) ορισµένες και συνεχείς σε ένα

παραλληλόγραµµο R και επιπλέον οι µερικές παράγωγοι
∂M
∂y (x, y),

∂N
∂x (x, y) στο R. Τότε ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η ∆.Ε. (1)

ακριβής ∆.Ε. είναι να ισχύει

∂M

∂y
(x, y) =

∂N

∂x
(x, y) ∀(x, y) ∈ R. (3)

Η συνθήκη (3) ϑα µας δώσει και τη µέθοδο λύσης.
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Μεθοδολογία Επίλυσης

Βήµα 1 Εξετάζουµε αν ισχύει
∂M

∂y
(x, y) =

∂N

∂x
(x, y) ∀(x, y) ∈ R. Αν ναι,

τότε ϑέλουµε να ϐρούµε µια συνάρτηση u(x, y) ώστε να ισχύει η (2)
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Μεθοδολογία Επίλυσης

Βήµα 1 Εξετάζουµε αν ισχύει
∂M

∂y
(x, y) =

∂N

∂x
(x, y) ∀(x, y) ∈ R. Αν ναι,

τότε ϑέλουµε να ϐρούµε µια συνάρτηση u(x, y) ώστε να ισχύει η (2)

Βήµα 2 Ολοκληρώνουµε την
∂u(x, y)

∂x
=M(x, y) ως προς x και

παίρνουµε

u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ g(y) = φ(x, y) + g(y)
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Μεθοδολογία Επίλυσης

Βήµα 1 Εξετάζουµε αν ισχύει
∂M

∂y
(x, y) =

∂N

∂x
(x, y) ∀(x, y) ∈ R. Αν ναι,

τότε ϑέλουµε να ϐρούµε µια συνάρτηση u(x, y) ώστε να ισχύει η (2)

Βήµα 2 Ολοκληρώνουµε την
∂u(x, y)

∂x
=M(x, y) ως προς x και

παίρνουµε

u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ g(y) = φ(x, y) + g(y)

Βήµα 3 Βρίσκουµε τη συνάρτηση g(y). Παραγωγίζουµε την παραπάνω

σχέση ως προς y, και λόγω ότι ϑέλουµε
∂u(x, y)

∂y
= N(x, y) έχουµε

N(x, y) =
∂u(x, y)

∂y
=
∂φ(x, y)

∂y
+ g′(y).

Λύνουµε την παραπάνω εξίσωση ως προς g′(y) και ολοκληρώνοντας

ϐρίσκουµε µια συνάρτηση g0(y) που την ικανοποιεί.

Τέλος έχουµε ότι η u(x, y) = φ(x, y) + g0(y) = C είναι λύση της ∆.Ε.
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆.Ε.

3x(xy − 2) + (x3 + 2y)y′ = 0.

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),

M(x, y) = 3x(xy − 2) = 3x2y − 6x ⇒ ∂M(x,y)
∂y = 3x2 και

N(x, y) = x3 + 2y ⇒ ∂N(x,y)
∂x = 3x2.

άρα ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2) και η λύση είναι η u(x, y) = c.
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∂x = 3x2.

άρα ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2) και η λύση είναι η u(x, y) = c.

Βήµα 2 Από την
∂u(x,y)

∂x =M(x, y) ολοκληρώνοντας ως προς x

⇒ u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ g(y) = x3y − 3x2 + g(y).
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆.Ε.

3x(xy − 2) + (x3 + 2y)y′ = 0.

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),

M(x, y) = 3x(xy − 2) = 3x2y − 6x ⇒ ∂M(x,y)
∂y = 3x2 και

N(x, y) = x3 + 2y ⇒ ∂N(x,y)
∂x = 3x2.

άρα ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2) και η λύση είναι η u(x, y) = c.

Βήµα 2 Από την
∂u(x,y)

∂x =M(x, y) ολοκληρώνοντας ως προς x

⇒ u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ g(y) = x3y − 3x2 + g(y).

Βήµα 3 Παραγωγίζουµε την u(x, y) = x3y − 3x2 + g(y) ως προς y και

εφόσον
∂u(x,y)

∂y = N(x, y) = x3 + 2y⇒

x3 + 2y =
∂u(x, y)

∂y
= x3 + g′(y) ⇒ g′(y) = 2y ⇒ g(y) = y2

΄Εχουµε ότι u(x, y) = x3y − 3x2 + y2 = C είναι λύση της ∆.Ε.
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Παράδειγµα ΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.(y

x
+ 6x

)
+ (ln(x)− 2)y′ = 0, x > 0,

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),
∂M(x,y)

∂y = 1
x και

∂N(x,y)
∂x = 1

x.

άρα ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2) και η λύση είναι η u(x, y) = C .
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Παράδειγµα ΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.(y

x
+ 6x

)
+ (ln(x)− 2)y′ = 0, x > 0,

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),
∂M(x,y)

∂y = 1
x και

∂N(x,y)
∂x = 1

x.

άρα ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2) και η λύση είναι η u(x, y) = C .

Βήµα 2 Από την
∂u(x,y)

∂x =M(x, y) ολοκληρώνοντας ως προς x

⇒ u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ g(y) = y ln(x) + 3x2 + g(y).

Βήµα 3 Παραγωγίζουµε την u(x, y) = y ln(x) + 3x2x+ g(y) ως προς y

και εφόσον
∂u(x,y)

∂y = N(x, y) = ln(x)− 2⇒

ln(x)− 2 =
∂u(x, y)

y
= ln(x) + g′(y) ⇒ g′(y) = −2⇒ g(y) = −2y

΄Εχουµε ότι u(x, y) = y ln(x) + 3x2 − 2y = C είναι λύση της ∆.Ε.
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

−y + xy′ = 0
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

−y + xy′ = 0

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),
∂M
∂y (x, y) = −1 και

∂N
∂x (x, y) = 1.

άρα δεν ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2).
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

−y + xy′ = 0

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),
∂M
∂y (x, y) = −1 και

∂N
∂x (x, y) = 1.

άρα δεν ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2).

Παρ’ολα αυτά αν πολ/σω τη ∆.Ε. µε 1/x2

−y
x2

+
1

x
y′ = 0
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Παράδειγµα ΙΙΙ
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∂M
∂y (x, y) = −1 και

∂N
∂x (x, y) = 1.

άρα δεν ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2).

Παρ’ολα αυτά αν πολ/σω τη ∆.Ε. µε 1/x2

−y
x2

+
1

x
y′ = 0

η u(x, y) = y/x = C είναι η γενική λύση της ∆.Ε.
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

−y + xy′ = 0

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),
∂M
∂y (x, y) = −1 και

∂N
∂x (x, y) = 1.

άρα δεν ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2).

Παρ’ολα αυτά αν πολ/σω τη ∆.Ε. µε 1/x2

−y
x2

+
1

x
y′ = 0

η u(x, y) = y/x = C είναι η γενική λύση της ∆.Ε.

Μπορώ να πάρω ακριβή ∆.Ε. και αν πολ/σω µε

1/y2, 1/(xy), 1/(x2 + y2)
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Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας

• Περίπτωση που στη ∆Ε

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0

δεν ισχύει ∂M(x,y)
∂y = ∂N(x,y)

∂x για όλα τα (x, y).
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Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας

• Περίπτωση που στη ∆Ε

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0

δεν ισχύει ∂M(x,y)
∂y = ∂N(x,y)

∂x για όλα τα (x, y).

• Υπάρχει µια συνάρτηση f(x, y) τέτοια ώστε η ∆Ε

f(x, y)M(x, y) + f(x, y)N(x, y)y′ = 0
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δεν ισχύει ∂M(x,y)
∂y = ∂N(x,y)

∂x για όλα τα (x, y).

• Υπάρχει µια συνάρτηση f(x, y) τέτοια ώστε η ∆Ε

f(x, y)M(x, y) + f(x, y)N(x, y)y′ = 0

να είναι ακριβής ; δηλ. να ισχύει
∂(fM)

∂y = ∂(fN)
∂x
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Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας

• Περίπτωση που στη ∆Ε

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0

δεν ισχύει ∂M(x,y)
∂y = ∂N(x,y)

∂x για όλα τα (x, y).

• Υπάρχει µια συνάρτηση f(x, y) τέτοια ώστε η ∆Ε

f(x, y)M(x, y) + f(x, y)N(x, y)y′ = 0

να είναι ακριβής ; δηλ. να ισχύει
∂(fM)

∂y = ∂(fN)
∂x

• Περιοριζόµαστε στις (ειδικές) περιπτώσεις όπου η f(x, y) είναι µόνο

συνάρτηση του x ή µόνο του y.

Αν f(x, y) ≡ f(x) ⇒ ∂f
∂y = 0 και

∂f
∂x = f ′(x) τότε . . .

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 8



Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας
. . .

Ανf(x, y) ≡ f(x)⇒ ∂fM

∂y
(x, y) =

∂fN

∂x
(x, y)⇒

M(x, y)
∂f(x, y)

∂y
+ f(x, y)

∂M(x, y)

∂y
= N(x, y)

∂f(x, y)

∂x
+ f(x, y)

∂N(x, y)

∂x
. (1)

Η (1) παίρνει τη µορφή

f(x)
∂M(x, y)

∂y
= N(x, y)f ′(x) + f(x)

∂N(x, y)

∂x
⇒

N(x, y)f ′(x) = f(x)

(
∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x

)
, (2)
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Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας
. . .

Ανf(x, y) ≡ f(x)⇒ ∂fM

∂y
(x, y) =

∂fN

∂x
(x, y)⇒

M(x, y)
∂f(x, y)

∂y
+ f(x, y)

∂M(x, y)

∂y
= N(x, y)

∂f(x, y)

∂x
+ f(x, y)

∂N(x, y)

∂x
. (1)

Η (1) παίρνει τη µορφή

f(x)
∂M(x, y)

∂y
= N(x, y)f ′(x) + f(x)

∂N(x, y)

∂x
⇒

N(x, y)f ′(x) = f(x)

(
∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x

)
, (2)

και αν το δεξή µέλος είναι συνάρτηση του x

f ′(x)

f(x)
=

1

N(x, y)

(
∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x

)
⇒ (3)

f(x) = e
∫

1
N(x,y)

(
∂M(x,y)

∂y −∂N(x,y)
∂x

)
dx

(4)
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Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας

Θεώρηµα 1 Εάν στην εξίσωση M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 ισχύει ότι η

συνάρτηση
1

N(x,y)

(
∂M(x,y)

∂y − ∂N(x,y)
∂x

)
είναι συνάρτηση µόνο του x, τότε

η εξίσωση έχει ένα ολοκληρωτικό παράγοντα f(x) ο οποίος δίνεται από

f(x) = e

∫
1

N(x, y)

(
∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x

)
dx
.
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Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας

Θεώρηµα 1 Εάν στην εξίσωση M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 ισχύει ότι η

συνάρτηση
1

N(x,y)

(
∂M(x,y)

∂y − ∂N(x,y)
∂x

)
είναι συνάρτηση µόνο του x, τότε

η εξίσωση έχει ένα ολοκληρωτικό παράγοντα f(x) ο οποίος δίνεται από

f(x) = e

∫
1

N(x, y)

(
∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x

)
dx
.

Θεώρηµα 2 Εάν στην εξίσωση M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 ισχύει ότι η

συνάρτηση
1

M(x,y)

(
∂N
∂x (x, y)−

∂M
∂y (x, y)

)
είναι συνάρτηση µόνο του y,

τότε η εξίσωση έχει ένα ολοκληρωτικό παράγοντα f(y) της µορφής

f(y) = e

∫
1

M(x, y)

(
∂N(x, y)

∂x
− ∂M(x, y)

∂y

)
dy
.
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε

ex+y + yey + (xey − 1)y′ = 0, y(0) = −1.
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε

ex+y + yey + (xey − 1)y′ = 0, y(0) = −1.

Ισχύει ότι
∂(ex+y+yey)

∂y (x, y) = ex+y + ey + yey και
∂(xey−1)

∂x = ey και

εποµένως η ∆Ε δεν είναι ακριβής. Υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας;

1

N(x, y)

(
∂M

∂y
(x, y)− ∂N

∂x
(x, y)

)
=
ex+y + ey + yey − ey

xey − 1
=
ex+y + yey

xey − 1

που δεν είναι συνάρτηση µονο του x. Εξετάζουµε αν ισχύει το Θεώρηµα 2.

΄Εχουµε

1

M(x, y)

(
∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

)
=
ey − ex+y − ey − yey

ex+y + yey
= −1

και άρα υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας f που είναι συνάρτηση του y.
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Από το Θεώρηµα 2 έχουµε ότι

f(y) = e
∫
(−1)dy = e−y.

Εποµένως η παρακάτω ∆.Ε. είναι ακριβής.

e−y(ex+y + yey + (xey − 1)y′) = ex + y + (x− e−y)y′ = 0
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Από το Θεώρηµα 2 έχουµε ότι

f(y) = e
∫
(−1)dy = e−y.

Εποµένως η παρακάτω ∆.Ε. είναι ακριβής.

e−y(ex+y + yey + (xey − 1)y′) = ex + y + (x− e−y)y′ = 0

Βήµα 2 Ολοκληρώνοντας της
∂u(x,y)

∂x = ex + y ως προς x παίρνουµε

u(x, y) = ex + xy + g(y).
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Από το Θεώρηµα 2 έχουµε ότι

f(y) = e
∫
(−1)dy = e−y.

Εποµένως η παρακάτω ∆.Ε. είναι ακριβής.

e−y(ex+y + yey + (xey − 1)y′) = ex + y + (x− e−y)y′ = 0

Βήµα 2 Ολοκληρώνοντας της
∂u(x,y)

∂x = ex + y ως προς x παίρνουµε

u(x, y) = ex + xy + g(y).

Βήµα 3 Παραγωγίζοντας ως προς y και χρησιµοποιώντας ότι
∂u(x,y)

∂y = x− e−y παίρνουµε

x− e−y =
∂u

∂y
(x, y) = x+ g′(y) ⇒ g(y) = e−y.
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Εποµένως η γενική λύση είναι η

u(x, y) = ex + xy + e−y = C. (5)

Για να ϐρούµε τη λύση που ικανοποιεί την y(0) = −1, αντικαθιστώντας στην

(5) παίρνουµε u(0,−1) = 1 + 0 + e και άρα η ειδική λύση είναι η

u(x, y) = ex + xy + ey = 1 + e

.
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Για να ϐρούµε τη λύση που ικανοποιεί την y(0) = −1, αντικαθιστώντας στην
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u(x, y) = ex + xy + ey = 1 + e

.
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Παράδειγµα ΙΙ
Να εξετάσετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν δεν είναι να ϐρεθεί

ολοκληρωτικός παράγοντας και να λυθεί η ∆Ε.

y + (2xy − e−2y)y′ = 0
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Παράδειγµα ΙΙ
Να εξετάσετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν δεν είναι να ϐρεθεί

ολοκληρωτικός παράγοντας και να λυθεί η ∆Ε.

y + (2xy − e−2y)y′ = 0

΄Εχουµε
∂y
∂y(x, y) = 1 και

∂(2xy−e−2y)
∂x (x, y) = 2y ⇒ η ∆Ε δεν είναι

ακριβής.
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Παράδειγµα ΙΙ
Να εξετάσετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν δεν είναι να ϐρεθεί

ολοκληρωτικός παράγοντας και να λυθεί η ∆Ε.

y + (2xy − e−2y)y′ = 0

΄Εχουµε
∂y
∂y(x, y) = 1 και

∂(2xy−e−2y)
∂x (x, y) = 2y ⇒ η ∆Ε δεν είναι

ακριβής.

Εάν y 6= 0 έχουµε (από Θ.2)
1
y(2y − 1) = 2− 1

y συνάρτηση του y και άρα

ολοκληρωτικός παράγοντας είναι η

f(y) = e
∫
(2−1/y)dy = e2y/|y|.
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Παράδειγµα ΙΙ
Να εξετάσετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν δεν είναι να ϐρεθεί

ολοκληρωτικός παράγοντας και να λυθεί η ∆Ε.

y + (2xy − e−2y)y′ = 0

΄Εχουµε
∂y
∂y(x, y) = 1 και

∂(2xy−e−2y)
∂x (x, y) = 2y ⇒ η ∆Ε δεν είναι

ακριβής.

Εάν y 6= 0 έχουµε (από Θ.2)
1
y(2y − 1) = 2− 1

y συνάρτηση του y και άρα

ολοκληρωτικός παράγοντας είναι η

f(y) = e
∫
(2−1/y)dy = e2y/|y|.

Επιλέγοντας την f(x) = e2y/y έχουµε ότι η ακριβής ∆.Ε.

y
e2y

y
− (2xy − e−2y)e

2y

y
y′ = e2y − (2xe2y − 1

y
)y′ = 0
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Βήµα 2 Εάν u(x, y) = c είναι η γενική λύση τότε
∂u
∂x = e2y, ολοκληρώνοντας

u(x, y) = xe2y + g(y)
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Βήµα 2 Εάν u(x, y) = c είναι η γενική λύση τότε
∂u
∂x = e2y, ολοκληρώνοντας

u(x, y) = xe2y + g(y)

Βήµα 3 Παραγωγίζοντας ως προς y και χρησιµοποιώντας ότι
∂u
∂y(x, y) = (2xe2y − 1

y) παίρνουµε

2xe2y − 1

y
=
∂u

∂y
(x, y) = 2xe2y + g′(y)⇒ g(y) = − ln(|y|).
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Βήµα 2 Εάν u(x, y) = c είναι η γενική λύση τότε
∂u
∂x = e2y, ολοκληρώνοντας

u(x, y) = xe2y + g(y)

Βήµα 3 Παραγωγίζοντας ως προς y και χρησιµοποιώντας ότι
∂u
∂y(x, y) = (2xe2y − 1

y) παίρνουµε

2xe2y − 1

y
=
∂u

∂y
(x, y) = 2xe2y + g′(y)⇒ g(y) = − ln(|y|).

΄Αρα η γενική λύση είναι u(x, y) = xe2y − ln(|y|) = C
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Βήµα 2 Εάν u(x, y) = c είναι η γενική λύση τότε
∂u
∂x = e2y, ολοκληρώνοντας

u(x, y) = xe2y + g(y)

Βήµα 3 Παραγωγίζοντας ως προς y και χρησιµοποιώντας ότι
∂u
∂y(x, y) = (2xe2y − 1

y) παίρνουµε

2xe2y − 1

y
=
∂u

∂y
(x, y) = 2xe2y + g′(y)⇒ g(y) = − ln(|y|).

΄Αρα η γενική λύση είναι u(x, y) = xe2y − ln(|y|) = C

Γενικές Παρατηρήσεις:
• Η λύση των γραµµικών ∆.Ε. 1ης τάξης που είδαµε

y′ + p(x)y = f(x)

αποτελούν ειδική περίπτωση, µε ολοκ. παράγοντα r(x) = e
∫
p(x)dx.
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Βήµα 2 Εάν u(x, y) = c είναι η γενική λύση τότε
∂u
∂x = e2y, ολοκληρώνοντας
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∂y(x, y) = (2xe2y − 1
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y
=
∂u

∂y
(x, y) = 2xe2y + g′(y)⇒ g(y) = − ln(|y|).

΄Αρα η γενική λύση είναι u(x, y) = xe2y − ln(|y|) = C

Γενικές Παρατηρήσεις:
• Η λύση των γραµµικών ∆.Ε. 1ης τάξης που είδαµε

y′ + p(x)y = f(x)

αποτελούν ειδική περίπτωση, µε ολοκ. παράγοντα r(x) = e
∫
p(x)dx.

• Στις γραµµικές ∆.Ε. µπορούµε να έχουµε γενική λύση µε µία αυθαίρετη σταθερά (από

την οποία έπονται όλες οι λύσεις). Στις µη-γραµµικές αυτό δεν ισχύει (συνήθως έχουµε

πεπλεγµένη λύση).
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Αλλαγή µεταβλητών
• Αν η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη ούτε γραµµική

• Αν δεν µπορώ να ϐρώ ολοκληρωτικό παράγοντα µόνο ως προς x ή µόνο

ως προς y.
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Αλλαγή µεταβλητών
• Αν η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη ούτε γραµµική

• Αν δεν µπορώ να ϐρώ ολοκληρωτικό παράγοντα µόνο ως προς x ή µόνο

ως προς y.

Παράδειγµα
y′ = (x− y + 1)2
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Αλλαγή µεταβλητών
• Αν η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη ούτε γραµµική

• Αν δεν µπορώ να ϐρώ ολοκληρωτικό παράγοντα µόνο ως προς x ή µόνο

ως προς y.

Παράδειγµα
y′ = (x− y + 1)2

Θα χρησιµοποιήσουµε τη νέα µεταβλητή u ≡ u(x)
u = x− y + 1 ⇒ u′ = 1− y′⇒ y′ = 1− u′
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Αλλαγή µεταβλητών
• Αν η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη ούτε γραµµική
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ως προς y.
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Θα χρησιµοποιήσουµε τη νέα µεταβλητή u ≡ u(x)
u = x− y + 1 ⇒ u′ = 1− y′⇒ y′ = 1− u′

1− u′ = u2
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Αλλαγή µεταβλητών
• Αν η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη ούτε γραµµική
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Αλλαγή µεταβλητών
• Αν η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη ούτε γραµµική

• Αν δεν µπορώ να ϐρώ ολοκληρωτικό παράγοντα µόνο ως προς x ή µόνο

ως προς y.

Παράδειγµα
y′ = (x− y + 1)2

Θα χρησιµοποιήσουµε τη νέα µεταβλητή u ≡ u(x)
u = x− y + 1 ⇒ u′ = 1− y′⇒ y′ = 1− u′

1− u′ = u2⇒ u′ = 1− u2⇒ 1

1− u2
du = dx
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Αλλαγή µεταβλητών
• Αν η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη ούτε γραµµική

• Αν δεν µπορώ να ϐρώ ολοκληρωτικό παράγοντα µόνο ως προς x ή µόνο

ως προς y.
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Θα χρησιµοποιήσουµε τη νέα µεταβλητή u ≡ u(x)
u = x− y + 1 ⇒ u′ = 1− y′⇒ y′ = 1− u′

1− u′ = u2⇒ u′ = 1− u2⇒ 1

1− u2
du = dx⇒ 1

2
ln

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣ = x+ C

⇒
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Αλλαγή µεταβλητών
• Αν η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη ούτε γραµµική

• Αν δεν µπορώ να ϐρώ ολοκληρωτικό παράγοντα µόνο ως προς x ή µόνο
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1− u′ = u2⇒ u′ = 1− u2⇒ 1

1− u2
du = dx⇒ 1

2
ln

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣ = x+ C

⇒
∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣ = e2x+2C
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Αλλαγή µεταβλητών
• Αν η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη ούτε γραµµική
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ln

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣ = x+ C

⇒
∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣ = e2x+2C⇒ u+ 1

u− 1
= De2x
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Αλλαγή µεταβλητών
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∣∣∣∣ = x+ C

⇒
∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣ = e2x+2C⇒ u+ 1

u− 1
= De2x⇒ x− y + 2

x− y
= De2x
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Αλλαγή µεταβλητών
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∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣ = e2x+2C⇒ u+ 1

u− 1
= De2x⇒ x− y + 2

x− y
= De2x

⇒ y =
Dxe2x − x− 2

De2x − 1
,

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 16



Αλλαγή µεταβλητών
• Αν η ∆.Ε. δεν είναι διαχωρίσιµη ούτε γραµµική

• Αν δεν µπορώ να ϐρώ ολοκληρωτικό παράγοντα µόνο ως προς x ή µόνο

ως προς y.

Παράδειγµα
y′ = (x− y + 1)2

Θα χρησιµοποιήσουµε τη νέα µεταβλητή u ≡ u(x)
u = x− y + 1 ⇒ u′ = 1− y′⇒ y′ = 1− u′

1− u′ = u2⇒ u′ = 1− u2⇒ 1

1− u2
du = dx⇒ 1

2
ln

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣ = x+ C

⇒
∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣ = e2x+2C⇒ u+ 1

u− 1
= De2x⇒ x− y + 2

x− y
= De2x

⇒ y =
Dxe2x − x− 2

De2x − 1
, όµως και οι u = 1, u = −1 είναι επίσης λύσεις

Για u = 1⇒ y = x και για u = −1⇒ y = x+ 2( για D = 0).
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Αλλαγή µεταβλητών

• Εφαρµόζεται όπως και η αντίστοιχη µεθοδολογία στο λογισµό

• Βασίζεται σε µαντεψιές (και δοκιµές)
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Αλλαγή µεταβλητών

• Εφαρµόζεται όπως και η αντίστοιχη µεθοδολογία στο λογισµό

• Βασίζεται σε µαντεψιές (και δοκιµές)

• Υπάρχουν όµως και κάποιες ϐοηθητικές ϐασικές αρχές

Πίνακας 1: Μαντεψιές στην αλλαγή µεταβλητών

΄Οταν έχουµε στη ∆.Ε. ∆οκίµασε u =

yy′ y2

y2y′ y3

cos(y)y′ sin(y)

sin(y)y′ cos(y)

y′ey ey
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Αλλαγή µεταβλητής - Εξισώσεις Bernoulli
Οι ∆.Ε. της παρακάτω µορφής ονοµάζοναται εξισώσεις Bernoulli

y′ + p(x)y = q(x)yn
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Αλλαγή µεταβλητής - Εξισώσεις Bernoulli
Οι ∆.Ε. της παρακάτω µορφής ονοµάζοναται εξισώσεις Bernoulli

y′ + p(x)y = q(x)yn

• Οι p(x) και q(x) υποθέτουµε ότι είναι συνεχείς συναρτήσεις

• Για n = 0 ή n = 1 γραµµική ∆.Ε. (ξέρουµε να την λύσουµε !)
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Οι ∆.Ε. της παρακάτω µορφής ονοµάζοναται εξισώσεις Bernoulli

y′ + p(x)y = q(x)yn

• Οι p(x) και q(x) υποθέτουµε ότι είναι συνεχείς συναρτήσεις

• Για n = 0 ή n = 1 γραµµική ∆.Ε. (ξέρουµε να την λύσουµε !)

• Περιγράφει την κίνηση σωµατιδίου στο οποίο η επιβράδυνση στην κίνηση

εξαρτάται από την ταχύτητά του (το n δεν είναι απαραίτητα ακέραιος)
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Οι ∆.Ε. της παρακάτω µορφής ονοµάζοναται εξισώσεις Bernoulli

y′ + p(x)y = q(x)yn

• Οι p(x) και q(x) υποθέτουµε ότι είναι συνεχείς συναρτήσεις

• Για n = 0 ή n = 1 γραµµική ∆.Ε. (ξέρουµε να την λύσουµε !)

• Περιγράφει την κίνηση σωµατιδίου στο οποίο η επιβράδυνση στην κίνηση

εξαρτάται από την ταχύτητά του (το n δεν είναι απαραίτητα ακέραιος)

• Αλλαγή µεταβλητής για µετατροπή σε γραµµική ∆.Ε.

u = y1−n
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Παράδειγµα Ι-Bernoulli

xy′ + y(x+ 1) + xy5 = 0, x > 0, y(1) = 1 (1)
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Παράδειγµα Ι-Bernoulli

xy′ + y(x+ 1) + xy5 = 0, x > 0, y(1) = 1 (1)

Αντικατάσταση

u = y1−5 = y−4
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Παράδειγµα Ι-Bernoulli

xy′ + y(x+ 1) + xy5 = 0, x > 0, y(1) = 1 (1)

Αντικατάσταση

u = y1−5 = y−4 ⇒ u′ = −4y−5y′
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Παράδειγµα Ι-Bernoulli

xy′ + y(x+ 1) + xy5 = 0, x > 0, y(1) = 1 (1)

Αντικατάσταση

u = y1−5 = y−4 ⇒ u′ = −4y−5y′ ⇒ y′ =
−y5

4
u′
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Παράδειγµα Ι-Bernoulli

xy′ + y(x+ 1) + xy5 = 0, x > 0, y(1) = 1 (1)

Αντικατάσταση

u = y1−5 = y−4 ⇒ u′ = −4y−5y′ ⇒ y′ =
−y5

4
u′

(1) =⇒ −xy
5

4
u′ + y(x+ 1) + xy5 = 0⇒ −x

4
u′ + y−4(x+ 1) + x = 0
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Παράδειγµα Ι-Bernoulli

xy′ + y(x+ 1) + xy5 = 0, x > 0, y(1) = 1 (1)

Αντικατάσταση

u = y1−5 = y−4 ⇒ u′ = −4y−5y′ ⇒ y′ =
−y5

4
u′

(1) =⇒ −xy
5

4
u′ + y(x+ 1) + xy5 = 0⇒ −x

4
u′ + y−4(x+ 1) + x = 0

⇒ −x
4
u′ + u(x+ 1) + x = 0 ⇒ u′ +

4(x+ 1)

x
u = 4
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Παράδειγµα Ι-Bernoulli

xy′ + y(x+ 1) + xy5 = 0, x > 0, y(1) = 1 (1)

Αντικατάσταση

u = y1−5 = y−4 ⇒ u′ = −4y−5y′ ⇒ y′ =
−y5

4
u′

(1) =⇒ −xy
5

4
u′ + y(x+ 1) + xy5 = 0⇒ −x

4
u′ + y−4(x+ 1) + x = 0

⇒ −x
4
u′ + u(x+ 1) + x = 0 ⇒ u′ +

4(x+ 1)

x
u = 4

Ολοκληρωτικός παράγοντας

r(x) = exp

(∫
−4(x+ 1)

x
dx

)
= e−4x−4 ln(x) = e−4xx−4 =

e−4x

x4

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 19



Παράδειγµα Ι-Bernoulli (συνέχεια)

d

dx

[
e−4x

x4
u

]
= 4

e−4x

x4
⇒ e−4x

x4
u =

∫ x

x0=1

4
e−4s

s4
ds+ 1
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Παράδειγµα Ι-Bernoulli (συνέχεια)

d

dx

[
e−4x

x4
u

]
= 4

e−4x

x4
⇒ e−4x

x4
u =

∫ x

x0=1

4
e−4s

s4
ds+ 1

⇒ u = e4xx4
(∫ x

x0=1

4
e−4s

s4
ds+ 1

)
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Παράδειγµα Ι-Bernoulli (συνέχεια)

d

dx

[
e−4x

x4
u

]
= 4

e−4x

x4
⇒ e−4x

x4
u =

∫ x

x0=1

4
e−4s

s4
ds+ 1

⇒ u = e4xx4
(∫ x

x0=1

4
e−4s

s4
ds+ 1

)

y−4 = e4xx4
(
4

∫ x

x0=1

e−4s

s4
ds+ 1

)
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Παράδειγµα Ι-Bernoulli (συνέχεια)

d

dx

[
e−4x

x4
u

]
= 4

e−4x

x4
⇒ e−4x

x4
u =

∫ x

x0=1

4
e−4s

s4
ds+ 1

⇒ u = e4xx4
(∫ x

x0=1

4
e−4s

s4
ds+ 1

)

y−4 = e4xx4
(
4

∫ x

x0=1

e−4s

s4
ds+ 1

)

y =
e−x

x
(
4
∫ x

x0=1
e−4s
s4
ds+ 1

)1/4
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Παράδειγµα ΙΙ-Bernoulli

y′ − y tan(x) + cos(x)y2 = 0

Αντικατάσταση

u = y1−2 = y−1
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Παράδειγµα ΙΙ-Bernoulli

y′ − y tan(x) + cos(x)y2 = 0

Αντικατάσταση

u = y1−2 = y−1 ⇒ u′ = −y−2y′
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Παράδειγµα ΙΙ-Bernoulli

y′ − y tan(x) + cos(x)y2 = 0

Αντικατάσταση

u = y1−2 = y−1 ⇒ u′ = −y−2y′ ⇒ y′ = −y2u′
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Παράδειγµα ΙΙ-Bernoulli

y′ − y tan(x) + cos(x)y2 = 0

Αντικατάσταση

u = y1−2 = y−1 ⇒ u′ = −y−2y′ ⇒ y′ = −y2u′

Η ∆.Ε. γίνεται γραµµική

u′ + tan(x)u = − cos(x)
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Παράδειγµα ΙΙ-Bernoulli

y′ − y tan(x) + cos(x)y2 = 0

Αντικατάσταση

u = y1−2 = y−1 ⇒ u′ = −y−2y′ ⇒ y′ = −y2u′

Η ∆.Ε. γίνεται γραµµική

u′ + tan(x)u = − cos(x)

Ολοκληρωτικός παράγοντας

r(x) = e
∫
tan(x)dx = e− ln | cos(x)| =

1

cos(x)
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Παράδειγµα ΙΙ-Bernoulli

y′ − y tan(x) + cos(x)y2 = 0

Αντικατάσταση

u = y1−2 = y−1 ⇒ u′ = −y−2y′ ⇒ y′ = −y2u′

Η ∆.Ε. γίνεται γραµµική

u′ + tan(x)u = − cos(x)

Ολοκληρωτικός παράγοντας

r(x) = e
∫
tan(x)dx = e− ln | cos(x)| =

1

cos(x)

d

dx
[r(x)u] = −1 ⇒ 1

cos(x)
u = −x− C ⇒ u = − cos(x)(x+ C)
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Παράδειγµα ΙΙ-Bernoulli

y′ − y tan(x) + cos(x)y2 = 0

Αντικατάσταση
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Η ∆.Ε. γίνεται γραµµική

u′ + tan(x)u = − cos(x)

Ολοκληρωτικός παράγοντας

r(x) = e
∫
tan(x)dx = e− ln | cos(x)| =

1

cos(x)

d

dx
[r(x)u] = −1 ⇒ 1

cos(x)
u = −x− C ⇒ u = − cos(x)(x+ C)

1

y
= − cos(x)(x+ C)
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Παράδειγµα ΙΙΙ-Bernoulli

y′ =
3

t
y + t4 3

√
y

u = y1−1/3 = y2/3

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 23



Παράδειγµα ΙΙΙ-Bernoulli

y′ =
3

t
y + t4 3

√
y

u = y1−1/3 = y2/3 ⇒ u′ =
2

3
y−1/3y′
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Παράδειγµα ΙΙΙ-Bernoulli

y′ =
3

t
y + t4 3

√
y

u = y1−1/3 = y2/3 ⇒ u′ =
2

3
y−1/3y′ ⇒ y′ =

3

2
y1/3u′
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Παράδειγµα ΙΙΙ-Bernoulli

y′ =
3

t
y + t4 3

√
y

u = y1−1/3 = y2/3 ⇒ u′ =
2

3
y−1/3y′ ⇒ y′ =

3

2
y1/3u′

Η ∆.Ε. γίνεται γραµµική:

u′ − 2

t
u =

2

3
t4
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Παράδειγµα ΙΙΙ-Bernoulli

y′ =
3

t
y + t4 3

√
y

u = y1−1/3 = y2/3 ⇒ u′ =
2

3
y−1/3y′ ⇒ y′ =

3

2
y1/3u′

Η ∆.Ε. γίνεται γραµµική:

u′ − 2

t
u =

2

3
t4

Ολοκληρωτικός παράγοντας :

r(t) = e
∫
−2

tdx = t−2
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Παράδειγµα ΙΙΙ-Bernoulli

y′ =
3

t
y + t4 3

√
y

u = y1−1/3 = y2/3 ⇒ u′ =
2

3
y−1/3y′ ⇒ y′ =

3

2
y1/3u′

Η ∆.Ε. γίνεται γραµµική:

u′ − 2

t
u =

2

3
t4

Ολοκληρωτικός παράγοντας :

r(t) = e
∫
−2

tdx = t−2

d

dx
[r(t)u] =

2

3
t2 ⇒ u =

2

9
t5 + Ct2
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Παράδειγµα ΙΙΙ-Bernoulli

y′ =
3

t
y + t4 3

√
y

u = y1−1/3 = y2/3 ⇒ u′ =
2

3
y−1/3y′ ⇒ y′ =

3

2
y1/3u′

Η ∆.Ε. γίνεται γραµµική:

u′ − 2

t
u =

2

3
t4

Ολοκληρωτικός παράγοντας :

r(t) = e
∫
−2

tdx = t−2

d

dx
[r(t)u] =

2

3
t2 ⇒ u =

2

9
t5 + Ct2

y(t) =

(
Ct2 +

2

9
t5
)3

2
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Παράδειγµα ΙΙΙ-Bernoulli

y′ =
3

t
y + t4 3

√
y

u = y1−1/3 = y2/3 ⇒ u′ =
2

3
y−1/3y′ ⇒ y′ =

3

2
y1/3u′

Η ∆.Ε. γίνεται γραµµική:

u′ − 2

t
u =

2

3
t4

Ολοκληρωτικός παράγοντας :

r(t) = e
∫
−2

tdx = t−2

d

dx
[r(t)u] =

2

3
t2 ⇒ u =

2

9
t5 + Ct2

y(t) =

(
Ct2 +

2

9
t5
)3

2

΄Ασκηση : Να λυθεί η ∆Ε, y′ − 1
3ty = t

3y, t > 0
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(΄Ασκηση) Παράδειγµα IV -Bernoulli

y′ =
1

xy + x2y3
, y > 0
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(΄Ασκηση) Παράδειγµα IV -Bernoulli

y′ =
1

xy + x2y3
, y > 0

Από το Θ. αντίστροφης συνάρτησης η ∆Ε γράφεται ως

dx

dy
− xy = x2y3

άρα είναι ∆Ε Bernoulli µε n = 3 για τη συνάρτηση x(y).
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(΄Ασκηση) Παράδειγµα IV -Bernoulli

y′ =
1

xy + x2y3
, y > 0

Από το Θ. αντίστροφης συνάρτησης η ∆Ε γράφεται ως

dx

dy
− xy = x2y3

άρα είναι ∆Ε Bernoulli µε n = 3 για τη συνάρτηση x(y).

Αλλαγή µεταβλητής

u(y) = x1−2 = x−1 ⇒ du

dy
= −x2dx

dy

δίνει τη γραµµική ∆Ε για τη u(y)

du

dy
+ yu = −y3 . . . . . .

. . . . . .
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Αλλαγή µεταβλητής−Εξισώσεις Riccati

y′ = q1(x) + q2(x)y + q3(x)y
2

και έστω µία γνωστή ειδική λύση της, η y1(x).
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Αλλαγή µεταβλητής−Εξισώσεις Riccati

y′ = q1(x) + q2(x)y + q3(x)y
2

και έστω µία γνωστή ειδική λύση της, η y1(x).

Αν ϑέσουµε u(x) = y(x)− y1(x) τότε η ∆.Ε. µετασχηµατίζεται σε Bernoulli!

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 25



Αλλαγή µεταβλητής−Εξισώσεις Riccati

y′ = q1(x) + q2(x)y + q3(x)y
2

και έστω µία γνωστή ειδική λύση της, η y1(x).

Αν ϑέσουµε u(x) = y(x)− y1(x) τότε η ∆.Ε. µετασχηµατίζεται σε Bernoulli!

΄Εχουµε

y′(x) = u′(x) + y′1(x) και y′1 = q1(x) + q2(x)y1 + q3(t)y
2
1
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Αλλαγή µεταβλητής−Εξισώσεις Riccati

y′ = q1(x) + q2(x)y + q3(x)y
2

και έστω µία γνωστή ειδική λύση της, η y1(x).

Αν ϑέσουµε u(x) = y(x)− y1(x) τότε η ∆.Ε. µετασχηµατίζεται σε Bernoulli!

΄Εχουµε

y′(x) = u′(x) + y′1(x) και y′1 = q1(x) + q2(x)y1 + q3(t)y
2
1

u′ + y′1 = q1(x) + q2(x)(u+ y1) + q3(t)(u+ y1)
2

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 25



Αλλαγή µεταβλητής−Εξισώσεις Riccati

y′ = q1(x) + q2(x)y + q3(x)y
2

και έστω µία γνωστή ειδική λύση της, η y1(x).

Αν ϑέσουµε u(x) = y(x)− y1(x) τότε η ∆.Ε. µετασχηµατίζεται σε Bernoulli!

΄Εχουµε

y′(x) = u′(x) + y′1(x) και y′1 = q1(x) + q2(x)y1 + q3(t)y
2
1

u′ + y′1 = q1(x) + q2(x)(u+ y1) + q3(t)(u+ y1)
2

⇒ u′ = q3(x)u
2 + 2q3(x)uy1 + q2(x)u

⇒ u′ + [−2q3(x)y1 − q2(x)]︸ ︷︷ ︸
p(x)

u = q3(x)︸ ︷︷ ︸
q(x)

u2
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Παράδειγµα -Riccati
Να λυθεί η ∆.Ε. x3y′ + x2y − y2 = 2x4, όταν µία λύση της y1(x)=x

2.
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Παράδειγµα -Riccati
Να λυθεί η ∆.Ε. x3y′ + x2y − y2 = 2x4, όταν µία λύση της y1(x)=x

2.

Λύση: x3y′ + x2y − y2 = 2x4 ⇒ y′ + y
x −

y2

x3 = 2x (στη µορφή

Riccati). ϑέτουµε u(x) = y(x)− y1(x) = y(x)− x2 και έχουµε
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Παράδειγµα -Riccati
Να λυθεί η ∆.Ε. x3y′ + x2y − y2 = 2x4, όταν µία λύση της y1(x)=x

2.

Λύση: x3y′ + x2y − y2 = 2x4 ⇒ y′ + y
x −

y2

x3 = 2x (στη µορφή

Riccati). ϑέτουµε u(x) = y(x)− y1(x) = y(x)− x2 και έχουµε

(
x2 + u

)′
+
x2 + u

x
−
(
x2 + u

)2
x3

= 2x ⇒

�
�
�2x+ u′ + x+

u

x
− x

4 + 2ux2 + u2

x3
− �

�
�2x = 0 ⇒

u′ + ��x+
u

x
− ��x−

2u

x
− u

2

x3
= 0 ⇒ u′ − u

x
=
u2

x3
(Bernoulli)
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Παράδειγµα -Riccati
Να λυθεί η ∆.Ε. x3y′ + x2y − y2 = 2x4, όταν µία λύση της y1(x)=x

2.

Λύση: x3y′ + x2y − y2 = 2x4 ⇒ y′ + y
x −

y2

x3 = 2x (στη µορφή
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(
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+
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−
(
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�2x+ u′ + x+
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x
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4 + 2ux2 + u2

x3
− �

�
�2x = 0 ⇒

u′ + ��x+
u

x
− ��x−

2u

x
− u

2

x3
= 0 ⇒ u′ − u

x
=
u2

x3
(Bernoulli)

Αντικατάσταση z = u−1 δίνει z′ =
(
1
u

)′
= −u′

u2 άρα

−u
′

u2
+

1

xu
= − 1

x3
⇒ z′ +

z

x
= − 1

x3
(γραµµική)
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x
− u

2

x3
= 0 ⇒ u′ − u

x
=
u2

x3
(Bernoulli)

Αντικατάσταση z = u−1 δίνει z′ =
(
1
u

)′
= −u′

u2 άρα

−u
′

u2
+

1

xu
= − 1

x3
⇒ z′ +

z

x
= − 1

x3
(γραµµική)
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Παράδειγµα -Riccati (συνέχεια)

Ολοκληρωτικός παράγοντας r(x) = e
∫
1/xdx = eln |x| = |x| άρα

d

dx
[r(x)z] = − x

x3
⇒ xz = −

∫
1/x2 + C ⇒ z =

Cx+ 1

x2

Εφόσον z = 1/u έχουµε

u(x) =
x2

Cx+ 1
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Παράδειγµα -Riccati (συνέχεια)

Ολοκληρωτικός παράγοντας r(x) = e
∫
1/xdx = eln |x| = |x| άρα

d

dx
[r(x)z] = − x

x3
⇒ xz = −

∫
1/x2 + C ⇒ z =

Cx+ 1

x2

Εφόσον z = 1/u έχουµε

u(x) =
x2

Cx+ 1

Και τελικά η λύση της ∆.Ε.

y = u+ y1 = x2 +
x2

Cx+ 1
=
Cx+2x2

Cx+ 1
, C ∈ R.
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Ασκήσεις Riccati

• y′ = 1 + t2 − 2ty + y2; y1(t) = t

• y′ = − 1
t2
− y

t + y2; y1(t) =
1
t

• y′ = (y − x)2 + 1; y1(x) = x; y(0) = 1
2

• y′ − (2x3 + 1)y = −x2y2 − x4 − x+ 1; y1(x) = x.
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Αλλαγή µεταβλητής - Οµογενείς Εξισώσεις 1ης τάξης1

y′ = F
(y
x

)

1
Προσοχή όχι ο ορισµός οµογενούς ∆.Ε. που είδαµε στα προηγούµενα
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Αλλαγή µεταβλητής - Οµογενείς Εξισώσεις 1ης τάξης1

y′ = F
(y
x

)
Μετασχηµατισµός (για να µετατραπούν σε διαχωρίσιµες)

u =
y

x
⇒ y′ = u+ xu′

1
Προσοχή όχι ο ορισµός οµογενούς ∆.Ε. που είδαµε στα προηγούµενα
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Αλλαγή µεταβλητής - Οµογενείς Εξισώσεις 1ης τάξης1

y′ = F
(y
x

)
Μετασχηµατισµός (για να µετατραπούν σε διαχωρίσιµες)

u =
y

x
⇒ y′ = u+ xu′

u+ xu′ = F (u) ⇒ xu′ = F (u)− u ⇒ u′

F (u)− u
=

1

x

1
Προσοχή όχι ο ορισµός οµογενούς ∆.Ε. που είδαµε στα προηγούµενα
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Αλλαγή µεταβλητής - Οµογενείς Εξισώσεις 1ης τάξης1

y′ = F
(y
x

)
Μετασχηµατισµός (για να µετατραπούν σε διαχωρίσιµες)

u =
y

x
⇒ y′ = u+ xu′

u+ xu′ = F (u) ⇒ xu′ = F (u)− u ⇒ u′

F (u)− u
=

1

x

΄Εµµεση λύση ∫
1

F (u)− u
dv = ln |x|+ C

1
Προσοχή όχι ο ορισµός οµογενούς ∆.Ε. που είδαµε στα προηγούµενα
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Παράδειγµα-Οµογενείς Εξισώσεις

x2y′ = y2 + xy, y(1) = 1
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Παράδειγµα-Οµογενείς Εξισώσεις

x2y′ = y2 + xy, y(1) = 1

y′ = (y/x)2 + y/x άρα για u = y/x η ∆.Ε. είναι

xu′ = u2 + u− u = u2,
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Παράδειγµα-Οµογενείς Εξισώσεις

x2y′ = y2 + xy, y(1) = 1

y′ = (y/x)2 + y/x άρα για u = y/x η ∆.Ε. είναι

xu′ = u2 + u− u = u2,∫
1

u2
= ln |x|+ C ⇒ −1

u
= ln |x|+ C ⇒ u =

−1
ln |x|+ C
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Παράδειγµα-Οµογενείς Εξισώσεις

x2y′ = y2 + xy, y(1) = 1

y′ = (y/x)2 + y/x άρα για u = y/x η ∆.Ε. είναι

xu′ = u2 + u− u = u2,∫
1

u2
= ln |x|+ C ⇒ −1

u
= ln |x|+ C ⇒ u =

−1
ln |x|+ C

⇒ y =
−x

ln |x|+ C
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Παράδειγµα-Οµογενείς Εξισώσεις

x2y′ = y2 + xy, y(1) = 1

y′ = (y/x)2 + y/x άρα για u = y/x η ∆.Ε. είναι

xu′ = u2 + u− u = u2,∫
1

u2
= ln |x|+ C ⇒ −1

u
= ln |x|+ C ⇒ u =

−1
ln |x|+ C

⇒ y =
−x

ln |x|+ C

Από y(1) = 1⇒ 1 = −1
ln |1|+C = −1C άρα η λύση

y =
−x

ln |x| − 1
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Γενίκευση-Οµογενείς Εξισώσεις
Ορισµός : Μια συνάρτηση f(x, y) λέγεται οµογενείς ϐαθµού k εάν

f(λx, λy) = λkf(x, y) ∀x, y,∀λ 6= 0.
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Γενίκευση-Οµογενείς Εξισώσεις
Ορισµός : Μια συνάρτηση f(x, y) λέγεται οµογενείς ϐαθµού k εάν

f(λx, λy) = λkf(x, y) ∀x, y,∀λ 6= 0.

Αν η συνάρτηση f(x, y) είναι οµογενής βαθµού 0, τότε η f(x, y) είναι
συνάρτηση του y/x
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Γενίκευση-Οµογενείς Εξισώσεις
Ορισµός : Μια συνάρτηση f(x, y) λέγεται οµογενείς ϐαθµού k εάν

f(λx, λy) = λkf(x, y) ∀x, y,∀λ 6= 0.

Αν η συνάρτηση f(x, y) είναι οµογενής βαθµού 0, τότε η f(x, y) είναι
συνάρτηση του y/x

Συνεπώς µπορεί να γίνει η αλλαγή µεταβλητής u = y/x στη y′ = f(x, y)
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Γενίκευση-Οµογενείς Εξισώσεις
Ορισµός : Μια συνάρτηση f(x, y) λέγεται οµογενείς ϐαθµού k εάν

f(λx, λy) = λkf(x, y) ∀x, y,∀λ 6= 0.

Αν η συνάρτηση f(x, y) είναι οµογενής βαθµού 0, τότε η f(x, y) είναι
συνάρτηση του y/x

Συνεπώς µπορεί να γίνει η αλλαγή µεταβλητής u = y/x στη y′ = f(x, y)

Παράδειγµα
y′ =

xy

x2 − y2
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Γενίκευση-Οµογενείς Εξισώσεις
Ορισµός : Μια συνάρτηση f(x, y) λέγεται οµογενείς ϐαθµού k εάν

f(λx, λy) = λkf(x, y) ∀x, y,∀λ 6= 0.

Αν η συνάρτηση f(x, y) είναι οµογενής βαθµού 0, τότε η f(x, y) είναι
συνάρτηση του y/x

Συνεπώς µπορεί να γίνει η αλλαγή µεταβλητής u = y/x στη y′ = f(x, y)

Παράδειγµα
y′ =

xy

x2 − y2

xy

x2 − y2
=

xux

x2 − u2x2
=

u

1− u2
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Γενίκευση-Οµογενείς Εξισώσεις
Ορισµός : Μια συνάρτηση f(x, y) λέγεται οµογενείς ϐαθµού k εάν

f(λx, λy) = λkf(x, y) ∀x, y,∀λ 6= 0.

Αν η συνάρτηση f(x, y) είναι οµογενής βαθµού 0, τότε η f(x, y) είναι
συνάρτηση του y/x

Συνεπώς µπορεί να γίνει η αλλαγή µεταβλητής u = y/x στη y′ = f(x, y)

Παράδειγµα
y′ =

xy

x2 − y2

xy

x2 − y2
=

xux

x2 − u2x2
=

u

1− u2

και άρα έχουµε την ∆.Ε.

u+ xu′ =
u

1− u2
⇒ 1− u2

u3
u′ =

1

x
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Παράδειγµα (συνέχεια)
Ολοκληρώνοντας ∫

1− u2

u3
du =

∫
1

x
dx+ C = ln(C1|x|)⇒∫ (
1

u3
− 1

u

)
du = ln(C1|x|)

⇒ −1
2u2
− ln(|u|) = ln(C1|x|)⇒ −

1

2u2
= ln(|C1ux|)

Κάνοντας την αντικατάσταση y = ux παίρνουµε −2x
y2

= ln(|C1y|).
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Παράδειγµα (συνέχεια)
Ολοκληρώνοντας ∫

1− u2

u3
du =

∫
1

x
dx+ C = ln(C1|x|)⇒∫ (
1

u3
− 1

u

)
du = ln(C1|x|)

⇒ −1
2u2
− ln(|u|) = ln(C1|x|)⇒ −

1

2u2
= ln(|C1ux|)

Κάνοντας την αντικατάσταση y = ux παίρνουµε −2x
y2

= ln(|C1y|).

Επίσης στην περίπτωση που
u3

1−u2 = 0⇒ u = 0 παίρνουµε την λύση y = 0.
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Παράδειγµα (συνέχεια)
Ολοκληρώνοντας ∫

1− u2

u3
du =

∫
1

x
dx+ C = ln(C1|x|)⇒∫ (
1

u3
− 1

u

)
du = ln(C1|x|)

⇒ −1
2u2
− ln(|u|) = ln(C1|x|)⇒ −

1

2u2
= ln(|C1ux|)

Κάνοντας την αντικατάσταση y = ux παίρνουµε −2x
y2

= ln(|C1y|).

Επίσης στην περίπτωση που
u3

1−u2 = 0⇒ u = 0 παίρνουµε την λύση y = 0.

΄Ασκηση Να λυθούν οι ∆.Ε.:

(a) y′ =
x+ 3y

x− y
, και (b) y′ =

x2 + y2

xy
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∆.Ε. µη-γραµµικές ως πρός y′ (της µορφής y′ = f(t, y′))

Συνήθως δεν µπορούµε να ϐρούµε αναλυτική λύση, παρά µόνο σε

ορισµένες κατηγορίες, π.χ.

y′ = cos(y′) + t
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∆.Ε. µη-γραµµικές ως πρός y′ (της µορφής y′ = f(t, y′))

Συνήθως δεν µπορούµε να ϐρούµε αναλυτική λύση, παρά µόνο σε

ορισµένες κατηγορίες, π.χ.

y′ = cos(y′) + t

Θέτοντας y′ = p τότε t = p− cos(p) και παραγωγίζοντας ως προς y

dt

dy
=
dp

dy
− sin(p)

dp

dy
⇒ p

dp

dy
(1− sin(p)) = 1
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∆.Ε. µη-γραµµικές ως πρός y′ (της µορφής y′ = f(t, y′))

Συνήθως δεν µπορούµε να ϐρούµε αναλυτική λύση, παρά µόνο σε

ορισµένες κατηγορίες, π.χ.

y′ = cos(y′) + t

Θέτοντας y′ = p τότε t = p− cos(p) και παραγωγίζοντας ως προς y

dt

dy
=
dp

dy
− sin(p)

dp

dy
⇒ p

dp

dy
(1− sin(p)) = 1

είναι γραµµική ∆Ε χωριζοµένων µεταβλητών για την y(p) δηλ.∫
dy =

∫
p (1− sin(p)) dp+ C ⇒ y = p cos(p)− sin(p) +

p2

2
+ C

Η γενική λύση έχει δύο παραµετρικές εξισώσεις (µε παράµετρο p).

Απαλείφοντας την p από αυτές µπορούµε να ϐρούµε την γενική λύση της

∆Ε.
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∆.Ε. µη-γραµµικές ως πρός y′ (της µορφής y′ = f(y′))

y − (y′)2 = ln(y′)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 34



∆.Ε. µη-γραµµικές ως πρός y′ (της µορφής y′ = f(y′))

y − (y′)2 = ln(y′)

Θέτοντας y′ = p τότε y = p2 + ln(p) και παραγωγίζοντας ως προς t

dy

dt
= 2p

dp

dt
+

1

p

dp

dt
⇒ p =

(
2p+

1

p

)
dp

dt
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∆.Ε. µη-γραµµικές ως πρός y′ (της µορφής y′ = f(y′))

y − (y′)2 = ln(y′)

Θέτοντας y′ = p τότε y = p2 + ln(p) και παραγωγίζοντας ως προς t

dy

dt
= 2p

dp

dt
+

1

p

dp

dt
⇒ p =

(
2p+

1

p

)
dp

dt

γραµµική χωριζοµένων µεταβλητών∫
1dt =

∫ (
2 +

1

p2

)
dp+ C ⇒ t = 2p− 1

p
+ C
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∆.Ε. µη-γραµµικές ως πρός y′ (της µορφής y′ = f(y′))

y − (y′)2 = ln(y′)

Θέτοντας y′ = p τότε y = p2 + ln(p) και παραγωγίζοντας ως προς t

dy

dt
= 2p

dp

dt
+

1

p

dp

dt
⇒ p =

(
2p+

1

p

)
dp

dt

γραµµική χωριζοµένων µεταβλητών∫
1dt =

∫ (
2 +

1

p2

)
dp+ C ⇒ t = 2p− 1

p
+ C

Ειδικές ∆.Ε. αποτελούν

• Οι εξισώσεις Clairaut y = ty′ + g(y′), g παραγωγίσιµη συνάρτηση.

• Οι εξισώσεις Lagrange y = tφ(y′) + g(y′), g, φ παραγωγίσιµες

συναρτήσεις.
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Αυτόνοµες Εξισώσεις - Ποιοτική Ανάλυση
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Αυτόνοµες Εξισώσεις - Ποιοτική Ανάλυση
Η παράγωγος των λύσεων εξαρτάται µόνο από την (εξαρτηµένη) µεταβλητή

y, δηλ.

y′ = f(y)
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Αυτόνοµες Εξισώσεις - Ποιοτική Ανάλυση
Η παράγωγος των λύσεων εξαρτάται µόνο από την (εξαρτηµένη) µεταβλητή

y, δηλ.

y′ = f(y)

΄Εχουµε δεί τα µοντέλα για :

• Πρόβληµα του καφέ (νόµος µεταφοράς ϑερµότητας):
dT

dt
= −k(T −A)

• Πληθυσµιακό µοντέλο :
dP

dt
= kP −A
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Αυτόνοµες Εξισώσεις - Ποιοτική Ανάλυση
Η παράγωγος των λύσεων εξαρτάται µόνο από την (εξαρτηµένη) µεταβλητή

y, δηλ.

y′ = f(y)

΄Εχουµε δεί τα µοντέλα για :

• Πρόβληµα του καφέ (νόµος µεταφοράς ϑερµότητας):
dT

dt
= −k(T −A)

• Πληθυσµιακό µοντέλο :
dP

dt
= kP −A

Ορισµός 1 Τα σηµεία του άξονα y στα οποία η f(y) = 0 λέγονται κρίσιµα
σηµεία.
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Αυτόνοµες Εξισώσεις - Ποιοτική Ανάλυση
Η παράγωγος των λύσεων εξαρτάται µόνο από την (εξαρτηµένη) µεταβλητή

y, δηλ.

y′ = f(y)

΄Εχουµε δεί τα µοντέλα για :

• Πρόβληµα του καφέ (νόµος µεταφοράς ϑερµότητας):
dT

dt
= −k(T −A)

• Πληθυσµιακό µοντέλο :
dP

dt
= kP −A

Ορισµός 1 Τα σηµεία του άξονα y στα οποία η f(y) = 0 λέγονται κρίσιµα
σηµεία.

Ορισµός 2 Τα κρίσιµα σηµεία αποτελούν λύσεις των αυτόνοµων εξισώσεων

και λέγονται λύσεις ισορροπίας.
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Αυτόνοµες Εξισώσεις - Ποιοτική Ανάλυση
Η παράγωγος των λύσεων εξαρτάται µόνο από την (εξαρτηµένη) µεταβλητή

y, δηλ.

y′ = f(y)

΄Εχουµε δεί τα µοντέλα για :

• Πρόβληµα του καφέ (νόµος µεταφοράς ϑερµότητας):
dT

dt
= −k(T −A)

• Πληθυσµιακό µοντέλο :
dP

dt
= kP −A

Ορισµός 1 Τα σηµεία του άξονα y στα οποία η f(y) = 0 λέγονται κρίσιµα
σηµεία.

Ορισµός 2 Τα κρίσιµα σηµεία αποτελούν λύσεις των αυτόνοµων εξισώσεων

και λέγονται λύσεις ισορροπίας.
Ορισµός 3 Μία λύση (ή ένα κρίσιµο σηµείο) λέγεται (ασυµπτωτικά)

ευσταθής όταν, µικρές διαταραχές στο y δεν οδηγούν σε ουσιαστικά

διαφορετικές λύσεις για αρκετά µεγάλο t (ανεξάρτητη µεταβλητή, t→∞)
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Παράδειγµα Ι

y′ = −0.3(y − 5)
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Παράδειγµα Ι

y′ = −0.3(y − 5)

Σχήµα 1: Ευσταθές κρίσιµο σηµείο y = 5
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Παράδειγµα ΙΙ

y′ = −0.1y(5− y)
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Παράδειγµα ΙΙ

y′ = −0.1y(5− y)

Σχήµα 2: Ευσταθές κρίσιµο σηµείο το y = 5 και ασταθές το y = 0
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Παράδειγµα-Λογιστική Εξίσωση
∆υναµική πληθυσµών Μαθηµατικό µοντέλο εαν γνωριζουµε οτι ο

πληθυσµός y ενός είδους δεν µπορεί να υπερβεί τον αριθµό M .

y′ = ky(M − y), k,M > 0
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Παράδειγµα-Λογιστική Εξίσωση
∆υναµική πληθυσµών Μαθηµατικό µοντέλο εαν γνωριζουµε οτι ο

πληθυσµός y ενός είδους δεν µπορεί να υπερβεί τον αριθµό M .

y′ = ky(M − y), k,M > 0

Εναλλακτικά

y′ = kMy − ky2⇒ y′ − kMy = −ky2⇒ Bernoulli

Προηγούµενο γράφηµα µε k = 0.1 και M = 5

lim
t→∞

y(t) =


5 αν y(0) > 0

0 αν y(0) = 0

δεν ∃ ή ∞ αν y(0) < 0

Στην πραγµατικότητα δεν υπάρχει αρνητικό πληθυσµός !
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∆ιάγραµµα Φάσης
• ΄Οταν µας ενδιαφέρει η συµπεριφορά της λύσης (σε ϐάθος χρόνου)

• Σηµειώνουµε στον άξονα y όλα τα κρίσιµα σηµεία και µετά σχεδιάζουµε

ϐέλη µεταξύ τους

• Προς τα πάνω ϐέλη παριστάνουν ϑετικότητα και προς τα κάτω αρνητικές

τιµές
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∆ιάγραµµα Φάσης
• ΄Οταν µας ενδιαφέρει η συµπεριφορά της λύσης (σε ϐάθος χρόνου)

• Σηµειώνουµε στον άξονα y όλα τα κρίσιµα σηµεία και µετά σχεδιάζουµε

ϐέλη µεταξύ τους

• Προς τα πάνω ϐέλη παριστάνουν ϑετικότητα και προς τα κάτω αρνητικές

τιµές

Συµπεριφορα της λύσης σε ϐάθος χρόνου
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∆ιάγραµµα Φάσης
• ΄Οταν µας ενδιαφέρει η συµπεριφορά της λύσης (σε ϐάθος χρόνου)

• Σηµειώνουµε στον άξονα y όλα τα κρίσιµα σηµεία και µετά σχεδιάζουµε

ϐέλη µεταξύ τους

• Προς τα πάνω ϐέλη παριστάνουν ϑετικότητα και προς τα κάτω αρνητικές

τιµές

Συµπεριφορα της λύσης σε ϐάθος χρόνου

Γενικά
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Λογιστική εξίσωση µε κατανάλωση
Μια οµάδα ανθρώπων ϐασίζει την επιβίωσή της εκτρέφοντας µια αγέλη

Ϲώων.
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Λογιστική εξίσωση µε κατανάλωση
Μια οµάδα ανθρώπων ϐασίζει την επιβίωσή της εκτρέφοντας µια αγέλη

Ϲώων.

΄Εστω

• Τα καταναλώνει µε ϱυθµό h Ϲώα/χρόνο

• y(t) πλήθος των Ϲώων (χιλιάδες) στο χρόνο

• M µέγιστος δυνατός πληθυσµός Ϲώων (επίπεδο κορεσµού ή

περιβαλλοντολογική χωρητικότητα για κάποιο είδος Ϲώου)

• k > 0 σταθερά αναπαραγωγής των Ϲώων
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Λογιστική εξίσωση µε κατανάλωση
Μια οµάδα ανθρώπων ϐασίζει την επιβίωσή της εκτρέφοντας µια αγέλη

Ϲώων.

΄Εστω

• Τα καταναλώνει µε ϱυθµό h Ϲώα/χρόνο

• y(t) πλήθος των Ϲώων (χιλιάδες) στο χρόνο

• M µέγιστος δυνατός πληθυσµός Ϲώων (επίπεδο κορεσµού ή

περιβαλλοντολογική χωρητικότητα για κάποιο είδος Ϲώου)

• k > 0 σταθερά αναπαραγωγής των Ϲώων

Το µαθηµατικό µοντέλο:

y′ = k(M − y)y
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Λογιστική εξίσωση µε κατανάλωση
Μια οµάδα ανθρώπων ϐασίζει την επιβίωσή της εκτρέφοντας µια αγέλη

Ϲώων.

΄Εστω

• Τα καταναλώνει µε ϱυθµό h Ϲώα/χρόνο

• y(t) πλήθος των Ϲώων (χιλιάδες) στο χρόνο

• M µέγιστος δυνατός πληθυσµός Ϲώων (επίπεδο κορεσµού ή

περιβαλλοντολογική χωρητικότητα για κάποιο είδος Ϲώου)

• k > 0 σταθερά αναπαραγωγής των Ϲώων

Το µαθηµατικό µοντέλο:

y′ = k(M − y)y−h
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Λογιστική εξίσωση µε κατανάλωση (συνέχεια)

y′ = k(M − y)y − h
Κρίσιµα σηµεία

k(M − y)y − h = 0 ⇒ y1,2 =
kM ±

√
(kM)2 − 4hk

2k
, y1 ≥ y2
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Λογιστική εξίσωση µε κατανάλωση (συνέχεια)

y′ = k(M − y)y − h
Κρίσιµα σηµεία

k(M − y)y − h = 0 ⇒ y1,2 =
kM ±

√
(kM)2 − 4hk

2k
, y1 ≥ y2

• Για k = 0.1,M = 8 και h = 1

Αν

ο πληθυσµός των Ϲώων πέσει κάτω

από το y2 ≈ 1.55 ϑα εξαλειφθεί!
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• Για k = 0.1,M = 8 και h = 1.6⇒ y1 = y2

Αν ο πληθυσµός των Ϲώων

πέσει κάτω από το y ≈ 4 ϑα εξαλειφθεί!
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• Για k = 0.1,M = 8 και h = 1.6⇒ y1 = y2

Αν ο πληθυσµός των Ϲώων

πέσει κάτω από το y ≈ 4 ϑα εξαλειφθεί!

• Για k = 0.1,M = 8 και h = 2⇒ y1,2 δεν είναι πραγµατικά

Ο πληθυσµός των Ϲώων ϑα εξαλειφθεί

ανεξάρτητα από το αρχικό τους πλήθος !
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• Για k = 0.1,M = 8 και h = 1.6⇒ y1 = y2

Αν ο πληθυσµός των Ϲώων

πέσει κάτω από το y ≈ 4 ϑα εξαλειφθεί!

• Για k = 0.1,M = 8 και h = 2⇒ y1,2 δεν είναι πραγµατικά

Ο πληθυσµός των Ϲώων ϑα εξαλειφθεί

ανεξάρτητα από το αρχικό τους πλήθος !
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Ασκήσεις
Για τον υπολογισµό των πεδίων κατευθύνσεων (κλίσεων)

www.math.psu.edu/cao/DFD

(1) ΄Εστω y′ = y2. α) Σχεδιάστε το διάγραµµα ϕάσης, ϐρείτε τα κρίσιµα σηµεία και

σηµειώστε ποιά από αυτά είναι ευσταθή και ποια ασταθή. ϐ) σχεδιάστε µερικές

χαρακτηριστικές λύσεις της εξίσωσης. γ)Βρείτε το limt→0 της λύσης µε αρχική συνθήκη

y(0) = −1.

(2)΄Εστω y′ = sin(y). α) Σχεδιάστε το διάγραµµα ϕάσης για −4π ≤ y ≤ 4π, ϐρείτε τα

κρίσιµα σηµεία και σηµειώστε ποιά από αυτά είναι ευσταθή και ποια ασταθή. ϐ) σχεδιάστε

µερικές χαρακτηριστικές λύσεις της εξίσωσης. γ) Βρείτε το limt→0 της λύσης µε αρχική

συνθήκη y(0) = 1.

(3) Ξεκινώντας από την λογιστική εξίσωση µε κατανάλωση y′ = ky(M − y)− h και

υποθέτοντας ότι η κατανάλωση είναι ανάλογη του υπάρχοντος πληθυσµού δηλ.

h = h(y) = Ay,A > 0. α) Κατασκευάστε και λύστε τη ∆.Ε. που αναλογεί, ϐ)Αποδείξτε ότι

εάν kM > A, τότε η ∆.Ε. παραµένει λογιστική, γ) τι συµβαίνει εάν kM < A;

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 43



Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις
Υψηλότερης Τάξης
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Ι. Γραµµικές Σ.∆.Ε. Υψηλότερης Τάξης
Γενικά για τάξη n ≥ 2

a0(x)y
(n)+a1(x)y

(n−1)+a2(x)y
(n−2)+· · ·+an−1(x)y′+an(x)y = f(x),

όπου a0(x), . . . , an(x), f(x) συναρτήσεις του x ορισµένες σε ένα διάστηµα I .
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Ι. Γραµµικές Σ.∆.Ε. Υψηλότερης Τάξης
Γενικά για τάξη n ≥ 2

a0(x)y
(n)+a1(x)y

(n−1)+a2(x)y
(n−2)+· · ·+an−1(x)y′+an(x)y = f(x),

όπου a0(x), . . . , an(x), f(x) συναρτήσεις του x ορισµένες σε ένα διάστηµα I .

• Για n = 2

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = F (x)

ή

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), κανονική µορφή (1)
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Ι. Γραµµικές Σ.∆.Ε. Υψηλότερης Τάξης
Γενικά για τάξη n ≥ 2

a0(x)y
(n)+a1(x)y

(n−1)+a2(x)y
(n−2)+· · ·+an−1(x)y′+an(x)y = f(x),

όπου a0(x), . . . , an(x), f(x) συναρτήσεις του x ορισµένες σε ένα διάστηµα I .

• Για n = 2

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = F (x)

ή

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), κανονική µορφή (1)

• Οµογενής γραµµική εξίσωση όταν f(x) = 0.
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Ι. Γραµµικές Σ.∆.Ε. Υψηλότερης Τάξης
Γενικά για τάξη n ≥ 2

a0(x)y
(n)+a1(x)y

(n−1)+a2(x)y
(n−2)+· · ·+an−1(x)y′+an(x)y = f(x),

όπου a0(x), . . . , an(x), f(x) συναρτήσεις του x ορισµένες σε ένα διάστηµα I .

• Για n = 2

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = F (x)

ή

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), κανονική µορφή (1)

• Οµογενής γραµµική εξίσωση όταν f(x) = 0.

• Παραδείγµατα

y′′ + k2y = 0 ∆ύο λύσεις: y1 = cos(kx), y2 = sin(kx),

y′′ − k2y = 0 ∆ύο λύσεις: y1 = ekx, y2 = e−kx.
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Θεώρηµα Υπέρθεσης

Αν y1, y2 είναι δύο λύσεις της οµογενούς γραµµικής ∆Ε (1), τότε για κάθε

C1, C2 ∈ R η συνάρτηση

y = C1y1 + C2y2
είναι επίσης λύση της (1).
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Θεώρηµα Υπέρθεσης

Αν y1, y2 είναι δύο λύσεις της οµογενούς γραµµικής ∆Ε (1), τότε για κάθε

C1, C2 ∈ R η συνάρτηση

y = C1y1 + C2y2
είναι επίσης λύση της (1).

Απόδειξη ΄Εστω y = C1y1 + C2y2, τότε

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = (C1y1 + C2y2)
′′ + p(C1y1 + C2y2)

′ + q(C1y1 + C2y2)

= C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + C1py

′
1 + C2py

′
2 + C1qy1 + C2qy2

= C1(y
′′
1 + py′1 + qy1) + C2(y

′′
2 + py′2 + qy2)

= C1 · 0 + C1 · 0
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Θεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας
΄Εστω ότι p, q, f συνεχείς συνάστήσεις σ’ενα διάστηµα I και x0, b0, b1
σταθερές. Η εξίσωση

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x)

έχει ακριβώς µία λύση y(x) η οποία ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες

y(x0) = b0 y′(x0) = b1.

Παραδείγµατα

• y′′ + y = 0 µε y(0) = b0 και y′(0) = b1⇒

y(x) = b0 cosx+ b1 sinx

• y′′ − y = 0 µε y(0) = b0 και y′(0) = b1⇒

y(x) = b0 coshx+ b1 sinhx
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