
Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις

Αργύρης ∆ελής

∆ιάλεξη 3η

Σχολή Μηχανικών Παραγωγής & ∆ιοίκησης

Πολυτεχνείο Κρήτης

2018

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆.
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Πρώτης τάξης: y′ = f(t, y)
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∆ιαχωρίσιµες Εξισώσεις−−Ολοκλήρωση (συνέχεια)

Πρώτης τάξης: y′ = f(t, y)

΄Εστω ότι

f(t, y) = f(t)g(y),

Τότε

y′ = f(t)g(y)
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g(y)

dy
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= f(t)⇒

∫
1

g(y)

dy

dt
dt =

∫
f(t)dt+ C

Κάνοντας αλλαγή µεταβλητής y = y(t)⇒ dy = y′(t)dt∫
1

g(y)
dy =

∫
f(t)dt+ C

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 1



Παράδειγµα V

y′ =
3x2 + 4x+ 2

2(y − 1)
, y(0) = −1
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Παράδειγµα V

y′ =
3x2 + 4x+ 2

2(y − 1)
, y(0) = −1

∫
2(y − 1)dy =

∫
(3x2 + 4x+ 2)dx
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Παράδειγµα V

y′ =
3x2 + 4x+ 2

2(y − 1)
, y(0) = −1

∫
2(y − 1)dy =

∫
(3x2 + 4x+ 2)dx

y2 − 2y = x3 + 2x2 + 2x+ C ⇒ y2 − 2y = x3 + 2x2 + 2x+ 4
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Παράδειγµα V

y′ =
3x2 + 4x+ 2

2(y − 1)
, y(0) = −1

∫
2(y − 1)dy =

∫
(3x2 + 4x+ 2)dx

y2 − 2y = x3 + 2x2 + 2x+ C ⇒ y2 − 2y = x3 + 2x2 + 2x+ 4

Πεπλεγµένη λύση αλλά 2ου ϐαθµού ως προς y:
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Παράδειγµα V

y′ =
3x2 + 4x+ 2

2(y − 1)
, y(0) = −1

∫
2(y − 1)dy =

∫
(3x2 + 4x+ 2)dx

y2 − 2y = x3 + 2x2 + 2x+ C ⇒ y2 − 2y = x3 + 2x2 + 2x+ 4

Πεπλεγµένη λύση αλλά 2ου ϐαθµού ως προς y:

y = 1±
√
x3 + 2x2 + 2x+ 4

Η λύση που ικανοποιεί την αρχική συνθήκη y(0) = −1:

y = 1−
√
x3 + 2x2 + 2x+ 4 (2)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 2



Σε ποιό διάστηµα ορίζεται η λύση ; ⇔ το υπόριζο στη (2) να είναι ϑετικό

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 3



Σε ποιό διάστηµα ορίζεται η λύση ; ⇔ το υπόριζο στη (2) να είναι ϑετικό

Σχήµα 1: Ολοκληρωτικές καµπύλες της y′ = (3x2 + 4x+ 2)/2(y − 1)
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Εφαρµογή-Μοντελοποίηση
Φτιάχνουµε καφέ µε ϐραστό νερό (100oC). Μετά από 1′ η ϑερµοκρασία,

T , του καφέ είναι 95oC . Αν η ϑερµοκρασία, A, του περιβάλλοντος είναι

10oC και προτιµούµε τον καφέ µας στους 70oC , πόσο χρόνο πρέπει να

περιµένουµε ;
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Εφαρµογή-Μοντελοποίηση
Φτιάχνουµε καφέ µε ϐραστό νερό (100oC). Μετά από 1′ η ϑερµοκρασία,

T , του καφέ είναι 95oC . Αν η ϑερµοκρασία, A, του περιβάλλοντος είναι

10oC και προτιµούµε τον καφέ µας στους 70oC , πόσο χρόνο πρέπει να

περιµένουµε ;

Λύση Το µοντέλο, Π.Α.Τ µε ϐάση τα δεδοµένα

dT

dt
= k(A− T ), A = 10, T (0) = 100, T (1) = 95
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= k(A− T ), A = 10, T (0) = 100, T (1) = 95

1

A− T
dT

dt
= k ⇒ − ln(A− T ) = kt+ C ⇒ A− T = De−kt⇒

T = A−De−kt
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1

A− T
dT

dt
= k ⇒ − ln(A− T ) = kt+ C ⇒ A− T = De−kt⇒

T = A−De−kt

Για t = 0⇒ 100 = T (0) = 10−D ⇒ D = −90
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Εφαρµογή-Μοντελοποίηση
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= k(A− T ), A = 10, T (0) = 100, T (1) = 95

1

A− T
dT

dt
= k ⇒ − ln(A− T ) = kt+ C ⇒ A− T = De−kt⇒

T = A−De−kt

Για t = 0⇒ 100 = T (0) = 10−D ⇒ D = −90
Για t = 1⇒ 95 = T (1) = 10 + 90e−k ⇒ k = − ln 95−10

90 ≈ 0.06
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70 = 10 + 90e−0.06t =⇒ t =
− ln 70−10

90

0.06
≈ 6, 8λεπτά
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Γραµµικές Εξισώσεις Πρώτης Τάξης
(γενίκευση-µεθοδολογία)

΄Εστω η γραµµική, ως προς y, ∆.Ε.

y′ + p(t)y = f(t), p(t), f(t) γνωστές συναρτήσεις
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Γραµµικές Εξισώσεις Πρώτης Τάξης
(γενίκευση-µεθοδολογία)

΄Εστω η γραµµική, ως προς y, ∆.Ε.

y′ + p(t)y = f(t), p(t), f(t) γνωστές συναρτήσεις

Ιδιότητες

• Η λύση υπάρχει αρκεί να ορίζονται οι p(t) και f(t) (στο διάστηµα που

µας ενδιαφέρει)

• Η οµαλότητα της λύσης ταυτίζεται µε αυτή των p(t) και f(t)
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Μεθοδολογία Επίλυσης

y′ + p(t)y = f(t)
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Μεθοδολογία Επίλυσης

y′ + p(t)y = f(t)

Αν r(t) τέτοια ώστε

r(t)y′ + r(t)p(t)y =
d

dt
[r(t)y] τότε
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Μεθοδολογία Επίλυσης

y′ + p(t)y = f(t)

Αν r(t) τέτοια ώστε

r(t)y′ + r(t)p(t)y =
d

dt
[r(t)y] τότε

d

dt
[r(t)y] = r(t)f(t)

Παρατηρήστε ότι

• το δεξή µέλος δεν εξαρτάται από το y

• το αριστερό µέλος είναι η αντιπαράγωγος µίας συνάρτησης

• µπορούµε, ολοκληρώνοντας, να λύσουµε ως προς y
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Μεθοδολογία Επίλυσης

y′ + p(t)y = f(t)

Αν r(t) τέτοια ώστε

r(t)y′ + r(t)p(t)y =
d

dt
[r(t)y] τότε

d

dt
[r(t)y] = r(t)f(t)

Παρατηρήστε ότι

• το δεξή µέλος δεν εξαρτάται από το y

• το αριστερό µέλος είναι η αντιπαράγωγος µίας συνάρτησης

• µπορούµε, ολοκληρώνοντας, να λύσουµε ως προς y

αν γνωρίζουµε την r(x)
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Ολοκληρωτικός (ή Ολοκληρώνοντας) Παράγοντας
Συνάρτηση r(t) τέτοια ώστε εάν την παραγωγίσουµε, ϑα πάρουµε τη ίδια

πολλαπλασιασµένη µε p(t) δηλ. r′(t) = r(t)p(t)
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Ολοκληρωτικός (ή Ολοκληρώνοντας) Παράγοντας
Συνάρτηση r(t) τέτοια ώστε εάν την παραγωγίσουµε, ϑα πάρουµε τη ίδια

πολλαπλασιασµένη µε p(t) δηλ. r′(t) = r(t)p(t)

r(t) = e
∫
p(t)dt
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Ολοκληρωτικός (ή Ολοκληρώνοντας) Παράγοντας
Συνάρτηση r(t) τέτοια ώστε εάν την παραγωγίσουµε, ϑα πάρουµε τη ίδια

πολλαπλασιασµένη µε p(t) δηλ. r′(t) = r(t)p(t)

r(t) = e
∫
p(t)dt

Μερικές (ϐαρετές) πράξεις

y′ + p(t)y = f(t) =⇒ e
∫
p(t)dty′ + e

∫
p(t)dtp(t)y = e

∫
p(t)dtf(t)
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∫
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∫
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∫
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e
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p(t)dty =

∫
e
∫
p(t)dtf(t)dt+ C

y = e−
∫
p(t)dt

(∫
e
∫
p(t)dtf(t)dt+ C

)
Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 7



Παράδειγµα Ι
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Παράδειγµα Ι

y′ + 2ty = et−t
2
, y(0) = −1,
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Παράδειγµα Ι

y′ + 2ty = et−t
2
, y(0) = −1,

p(t) = 2t, f(t) = et−t
2
, r(t) = e

∫
p(t)dt = et

2
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Παράδειγµα Ι

y′ + 2ty = et−t
2
, y(0) = −1,

p(t) = 2t, f(t) = et−t
2
, r(t) = e

∫
p(t)dt = et

2

et
2
y′ + 2tet

2
y = et−t

2
et

2

d

dt

[
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2
y
]
= et
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Παράδειγµα Ι

y′ + 2ty = et−t
2
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∫
p(t)dt = et

2

et
2
y′ + 2tet

2
y = et−t

2
et

2

d

dt

[
et

2
y
]
= et

Ολοκληρώνουµε

et
2
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2
+ Ce−t

2
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Παράδειγµα Ι

y′ + 2ty = et−t
2
, y(0) = −1,

p(t) = 2t, f(t) = et−t
2
, r(t) = e

∫
p(t)dt = et

2

et
2
y′ + 2tet

2
y = et−t

2
et

2

d

dt

[
et

2
y
]
= et
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Από την αρχική συνθήκη y(0) = −1 = 1 + C ⇒ C = −2,
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Παράδειγµα Ι

y′ + 2ty = et−t
2
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2
, r(t) = e
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2
y′ + 2tet

2
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2
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[
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2
y
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= et

Ολοκληρώνουµε

et
2
y = et + C

y = et−t
2
+ Ce−t

2

Από την αρχική συνθήκη y(0) = −1 = 1 + C ⇒ C = −2,

συνεπώς η λύση είναι

y(t) = et−t
2
− 2e−t

2
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Παράδειγµα ΙΙ
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Παράδειγµα ΙΙ
Να ϐρεθεί η λύση και το διάστηµα που το Π.Α.Τ έχει µοναδική λύση.

ty′ + 2y = 4t2, y(1) = 2
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Παράδειγµα ΙΙ
Να ϐρεθεί η λύση και το διάστηµα που το Π.Α.Τ έχει µοναδική λύση.

ty′ + 2y = 4t2, y(1) = 2

Γράφουµε y′ +
2

t
y = 4t ⇒ p(t) =

2

t
, g(t) = 4t
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Παράδειγµα ΙΙ
Να ϐρεθεί η λύση και το διάστηµα που το Π.Α.Τ έχει µοναδική λύση.

ty′ + 2y = 4t2, y(1) = 2

Γράφουµε y′ +
2

t
y = 4t ⇒ p(t) =

2

t
, g(t) = 4t

΄Αρα η g συνεχής ∀t και η p για t > 0 ή για t < 0. ΄Οµως t0 = 1 > 0,

συνεπώς το Π.Α.Τ έχει µοναδική λύση στο διάστηµα 0 < t <∞.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 9



Παράδειγµα ΙΙ
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2
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y = 4t ⇒ p(t) =

2

t
, g(t) = 4t

΄Αρα η g συνεχής ∀t και η p για t > 0 ή για t < 0. ΄Οµως t0 = 1 > 0,

συνεπώς το Π.Α.Τ έχει µοναδική λύση στο διάστηµα 0 < t <∞.

Για τη λύση r(t) = e
∫
2/tdt = e2 ln t = t2 και

t2y′ + 2ty = [t2y]′ = 4t3

t2y = t4 + C

y = t2 +
C

t2
, η γενική λύση
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C

t2
, η γενική λύση
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Από y(1) = 2⇒ C = 1, άρα η λύση του Π.Α.Τ

y = t2 +
1

t2
, t > 0
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Από y(1) = 2⇒ C = 1, άρα η λύση του Π.Α.Τ

y = t2 +
1

t2
, t > 0

Σχήµα 2: Ολοκληρωτικές καµπύλες της ty′ + 2y = 4t2
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Παράδειγµα ΙΙΙ
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ϐρεθεί η λύση για το Π.Α.Τ

y′ − 2ty = 1, y(0) = −0.5
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Ο ολοκληρωτικός παράγοντας είναι : r(t) = e
∫
−2tdt = e−t

2
άρα
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e−t
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y =
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e−t
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Από το Θ.Θ.∆.Λ.

y = et
2
∫ t

t0=0

e−s
2
ds+ Cet

2
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(y′ − 2ty) = [e−t
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y]′ = e−t

2

e−t
2
y =

∫
e−t

2
dt+ C

Από το Θ.Θ.∆.Λ.

y = et
2
∫ t

t0=0

e−s
2
ds+ Cet

2

Το ολοκλήρωµα το υλοποιούµε στον υπολογιστή για να πάρουµε τη λύση σε όποιο

σηµείο t επιθυµούµε.

Από y(0) = −0.5⇒ C = −0.5
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Εφαρµογή

∆εξαµενή 100 λίτρων(l) περιέχει

10 κιλά(kg) διαλυµένα σε 60l νερού. ∆ιάλυµα νερού

και αλατιού πυκνότητας 0.1kg/l εισάγεται στη δεξαµενη

µε ϱυθµό 5l/min και εξάγεται µε ϱυθµό 3l/min.

Πόσο αλάτι ϑα περιέχει η δεξαµενή όταν ϑα έχει γεµίσει ;
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µε ϱυθµό 5l/min και εξάγεται µε ϱυθµό 3l/min.

Πόσο αλάτι ϑα περιέχει η δεξαµενή όταν ϑα έχει γεµίσει ;

Λύση ΄Εστω x = ποσότητα αλατιού (σε kg) και έστω t ο χρόνος (σε λεπτά)
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Πόσο αλάτι ϑα περιέχει η δεξαµενή όταν ϑα έχει γεµίσει ;

Λύση ΄Εστω x = ποσότητα αλατιού (σε kg) και έστω t ο χρόνος (σε λεπτά)

Η µεταβολή του x στο χρόνο δt συµβολίζεται σαν dt, τότε

dx

dt
= (ϱυθµός εισαγωγής× συγκέντρωση εισαγωγής)−

(ϱυθµός εξαγωγής× συγκέντρωση εξαγωγής)
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Η µεταβολή του x στο χρόνο δt συµβολίζεται σαν dt, τότε

dx

dt
= (ϱυθµός εισαγωγής× συγκέντρωση εισαγωγής)−

(ϱυθµός εξαγωγής× συγκέντρωση εξαγωγής)

Συγκέντρωση εξαγωγής =

x

όγκος
=

x

60 + (5− 3)t
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Καταλήγουµε στη ∆.Ε.

dx

dt
= (5 · 0.1)− 3

x

60 + 2t
⇒ dx

dt
+

3

60 + 2t
x = 0.5
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Καταλήγουµε στη ∆.Ε.

dx

dt
= (5 · 0.1)− 3

x

60 + 2t
⇒ dx

dt
+

3

60 + 2t
x = 0.5

Ο ολοκληρωτικός παράγοντας της ∆.Ε. είναι

r(t) = e
∫

3
60+2tdt = e

3
2 ln(60+2t) = (60 + 2t)3/2
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Καταλήγουµε στη ∆.Ε.

dx

dt
= (5 · 0.1)− 3

x

60 + 2t
⇒ dx

dt
+

3

60 + 2t
x = 0.5

Ο ολοκληρωτικός παράγοντας της ∆.Ε. είναι

r(t) = e
∫

3
60+2tdt = e

3
2 ln(60+2t) = (60 + 2t)3/2

(60 + 2t)3/2
dx

dt
+ (60 + 2t)3/2

3

60 + 2t
x = 0.5(60 + 2t)3/2 ⇒

d

dt
[(60 + 2t)3/2x] = 0.5(60 + 2t)3/2 ⇒

(60 + 2t)3/2x =

∫
0.5(60 + 2t)3/2dt+ C ⇒
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Καταλήγουµε στη ∆.Ε.

dx

dt
= (5 · 0.1)− 3

x

60 + 2t
⇒ dx

dt
+

3

60 + 2t
x = 0.5

Ο ολοκληρωτικός παράγοντας της ∆.Ε. είναι

r(t) = e
∫

3
60+2tdt = e

3
2 ln(60+2t) = (60 + 2t)3/2

(60 + 2t)3/2
dx

dt
+ (60 + 2t)3/2

3

60 + 2t
x = 0.5(60 + 2t)3/2 ⇒

d

dt
[(60 + 2t)3/2x] = 0.5(60 + 2t)3/2 ⇒

(60 + 2t)3/2x =

∫
0.5(60 + 2t)3/2dt+ C ⇒

x = (60 + 2t)−3/2
∫

(60 + 2t)3/2

2
dt+ C(60 + 2t)−3/2⇒
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x = (60 + 2t)−3/2
1

10
(60 + 2t)5/2 + C(60 + 2t)−3/2⇒

x =
(60 + 2t)

10
+ C(60 + 2t)−3/2

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 14



x = (60 + 2t)−3/2
1

10
(60 + 2t)5/2 + C(60 + 2t)−3/2⇒

x =
(60 + 2t)

10
+ C(60 + 2t)−3/2

Από αρχική συνθήκη

10 = x(0) = 6 + C(60)−3/2⇒ C = 4(603/2) ≈ 1859.03
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x = (60 + 2t)−3/2
1

10
(60 + 2t)5/2 + C(60 + 2t)−3/2⇒

x =
(60 + 2t)

10
+ C(60 + 2t)−3/2

Από αρχική συνθήκη

10 = x(0) = 6 + C(60)−3/2⇒ C = 4(603/2) ≈ 1859.03

∆εξανή γεµάτη όταν 60 + 2t = 100⇒ t = 20 άρα

x(20) ≈ 10 + 1859.03(100)−3/2 ≈ 11.86

΄Αρα η συγκέντρωση όταν γεµίσει η δεξαµενή είναι περίπου 0.1186Kg/l.

Η αρχική συγκέντρωση ήταν 0.167Kg/l.
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Ακριβείς (Πλήρεις) ∆.Ε. & Ολοκληρωτικοί Παράγοντες
Για την γενική περίπτωση όπου η ∆.Ε. 1ης τάξης είναι της µορφής

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 (1)
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Για την γενική περίπτωση όπου η ∆.Ε. 1ης τάξης είναι της µορφής

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 (1)

Ας ϑυµηθούµε ότι αν g(t) = u (x(t), y(t)) τότε

g′(t) =
∂u

∂x
(x(t), y(t))

dx

dt
(t) +

∂u

∂y
(x(t), y(t))

dy

dt
(t).

Ιδιαίτερα αν έχουµε την g(x) = u(x, y(x)) τότε

g′(x) =
∂u

∂x
(x, y) +

∂u

∂y
(x, y)y′
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Ας ϑυµηθούµε ότι αν g(t) = u (x(t), y(t)) τότε

g′(t) =
∂u
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(x(t), y(t))

dx

dt
(t) +

∂u

∂y
(x(t), y(t))

dy

dt
(t).

Ιδιαίτερα αν έχουµε την g(x) = u(x, y(x)) τότε

g′(x) =
∂u

∂x
(x, y) +

∂u

∂y
(x, y)y′

Αν µπορούµε να ϐρούµε συνάρτηση u(x, y) τ.ω.

∂u

∂x
(x, y) =M(x, y) και

∂u

∂y
(x, y) = N(x, y)
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΄Εχουµε ότι

M(x, y) +N(x, y)y′ =
∂u

∂x
(x, y) +

∂u

∂y
(x, y)y′ = [u(x, y)]′ = 0 (2)

και η παραπάνω ∆.Ε. έχει λύση τη u(x, y) = C!
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΄Εχουµε ότι

M(x, y) +N(x, y)y′ =
∂u

∂x
(x, y) +

∂u

∂y
(x, y)y′ = [u(x, y)]′ = 0 (2)

και η παραπάνω ∆.Ε. έχει λύση τη u(x, y) = C!

Ορισµός : Η ∆.Ε. (1) ονοµάζεται ακριβής (ή πλήρης) αν υπάρχει συνάρτηση

u(x, y) ώστε να ισχύει η (2)
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΄Εχουµε ότι

M(x, y) +N(x, y)y′ =
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∂x
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∂u

∂y
(x, y)y′ = [u(x, y)]′ = 0 (2)

και η παραπάνω ∆.Ε. έχει λύση τη u(x, y) = C!

Ορισµός : Η ∆.Ε. (1) ονοµάζεται ακριβής (ή πλήρης) αν υπάρχει συνάρτηση

u(x, y) ώστε να ισχύει η (2)

Θεώρηµα: ΄Εστω M(x, y), N(x, y) ορισµένες και συνεχείς σε ένα

παραλληλόγραµµο R και επιπλέον οι µερικές παράγωγοι
∂M
∂y (x, y),

∂N
∂x (x, y) στο R. Τότε ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η ∆.Ε. (1)

ακριβής ∆.Ε. είναι να ισχύει

∂M

∂y
(x, y) =

∂N

∂x
(x, y) ∀(x, y) ∈ R. (3)

Η συνθήκη (3) ϑα µας δώσει και τη µέθοδο λύσης.
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Μεθοδολογία Επίλυσης

Βήµα 1 Εξετάζουµε αν ισχύει
∂M
∂y (x, y) =

∂N
∂x (x, y) ∀(x, y) ∈ R. Αν ναι, τότε

ϑέλουµε να ϐρούµε µια συνάρτηση u(x, y) ώστε να ισχύει η (2)
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Βήµα 1 Εξετάζουµε αν ισχύει
∂M
∂y (x, y) =

∂N
∂x (x, y) ∀(x, y) ∈ R. Αν ναι, τότε

ϑέλουµε να ϐρούµε µια συνάρτηση u(x, y) ώστε να ισχύει η (2)

Βήµα 2 Ολοκληρώνουµε την
∂u
∂x(x, y) =M(x, y) ως προς x και παίρνουµε

u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ g(y) = φ(x, y) + g(y)
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∂x (x, y) ∀(x, y) ∈ R. Αν ναι, τότε

ϑέλουµε να ϐρούµε µια συνάρτηση u(x, y) ώστε να ισχύει η (2)

Βήµα 2 Ολοκληρώνουµε την
∂u
∂x(x, y) =M(x, y) ως προς x και παίρνουµε

u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ g(y) = φ(x, y) + g(y)

Βήµα 3 Βρίσκουµε τη συνάρτηση g(y). Παραγωγίζουµε την παραπάνω

σχέση ως προς y, και λόγω ότι
∂u
∂y(x, y) = N(x, y) έχουµε

N(x, y) =
∂u

∂y
(x, y) =

∂φ

∂y
(x, y) + g′(y).

Λύνουµε την παραπάνω εξίσωση ως προς g′(y) και ολοκληρώνοντας

ϐρίσκουµε µια συνάρτηση g0(y) που την ικανοποιεί.

Τέλος έχουµε ότι η u(x, y) = φ(x, y) + g0(y) = C είναι λύση της ∆.Ε.
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆.Ε.

3x(xy − 2) + (x3 + 2y)y′ = 0.

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),

M(x, y) = 3x(xy − 2) = 3x2y − 6x⇒ ∂M
∂y (x, y) = 3x2 και

N(x, y) = x3 + 2y ⇒ ∂N
∂x (x, y) = 3x2.

άρα ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2) και η λύση είναι η u(x, y) = C .
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∂u
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⇒ u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ g(y) = x3y − 3x2 + g(y).

Βήµα 3 Παραγωγίζουµε την u(x, y) = x3y − 3x2 + g(y) ως προς y⇒
∂u
∂y(x, y) = N(x, y) = x3 + 2y άρα

x3 + 2y =
∂u

∂y
(x, y) = x3 + g′(y) ⇒ g′(y) = 2y ⇒ g(y) = y2

΄Εχουµε ότι u(x, y) = x3y − 3x2 + y2 = C είναι λύση της ∆.Ε.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 18



Παράδειγµα ΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

(
y

x
+ 6x) + (ln(x)− 2)y′ = 0 x > 0,

Βήµα 1 Ελέγχουµε αν ισχύει η (3),
∂M
∂y (x, y) =

1
x και

∂N
∂x (x, y) =

1
x.

άρα ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2) και η λύση είναι η u(x, y) = c.
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∫
M(x, y)dx+ g(y) = y ln(x) + 3x2 + g(y).
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Παράδειγµα ΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

(
y

x
+ 6x) + (ln(x)− 2)y′ = 0 x > 0,

Βήµα 1 Ελέγχουµε αν ισχύει η (3),
∂M
∂y (x, y) =

1
x και

∂N
∂x (x, y) =

1
x.

άρα ∃ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2) και η λύση είναι η u(x, y) = c.

Βήµα 2 Από την
∂u
∂x(x, y) =M(x, y) ολοκληρώνοντας ως προς x

⇒ u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ g(y) = y ln(x) + 3x2 + g(y).

Βήµα 3 Παραγωγίζουµε την u(x, y) = y ln(x) + 3x2 + g(y) ως προς y⇒
∂u
∂y(x, y) = N(x, y) = ln(x)− 2 άρα

ln(x)− 2 =
∂u

∂y
(x, y) = ln(x) + g′(y) ⇒ g′(y) = −2⇒ g(y) = −2y

΄Εχουµε ότι u(x, y) = y ln(x) + 3x2 − 2y = C είναι λύση της ∆.Ε.
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

−y + xy′ = 0
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

−y + xy′ = 0

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),
∂M
∂y (x, y) = −1 και

∂N
∂x (x, y) = 1.

άρα @ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2).
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

−y + xy′ = 0

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),
∂M
∂y (x, y) = −1 και

∂N
∂x (x, y) = 1.

άρα @ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2).

Παρ’ολα αυτά αν πολ/σω τη ∆.Ε. µε 1/x2

−y
x2

+
1

x
y′ = 0
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

−y + xy′ = 0

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),
∂M
∂y (x, y) = −1 και

∂N
∂x (x, y) = 1.

άρα @ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2).

Παρ’ολα αυτά αν πολ/σω τη ∆.Ε. µε 1/x2

−y
x2

+
1

x
y′ = 0

η u(x, y) = y/x = C είναι η γενική λύση της ∆.Ε.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 20



Παράδειγµα ΙΙΙ
Να ελέγξετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν είναι να ϐρεθεί µια λύση της.

−y + xy′ = 0

Βήµα 1 Ελέγξουµε αν ισχύει η (3),
∂M
∂y (x, y) = −1 και

∂N
∂x (x, y) = 1.

άρα @ u(x, y) που ικανοποιεί τη (2).

Παρ’ολα αυτά αν πολ/σω τη ∆.Ε. µε 1/x2

−y
x2

+
1

x
y′ = 0

η u(x, y) = y/x = C είναι η γενική λύση της ∆.Ε.

Μπορώ να πάρω ακριβή ∆.Ε. και αν πολ/σω µε

1/y2, 1/(xy), 1/(x2 + y2)
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Μετατροπή σε ακριβή ∆.Ε.-Ολοκληρωτικός παράγοντας

• Περίπτωση που στη ∆Ε

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0

δεν ισχύει ∂M∂y (x, y) =
∂N
∂x (x, y) για όλα τα (x, y).
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Μετατροπή σε ακριβή ∆.Ε.-Ολοκληρωτικός παράγοντας

• Περίπτωση που στη ∆Ε

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0

δεν ισχύει ∂M∂y (x, y) =
∂N
∂x (x, y) για όλα τα (x, y).

• Υπάρχει µια συνάρτηση f(x, y) τέτοια ώστε η ∆Ε

f(x, y)M(x, y) + f(x, y)N(x, y)y′ = 0
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Μετατροπή σε ακριβή ∆.Ε.-Ολοκληρωτικός παράγοντας

• Περίπτωση που στη ∆Ε

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0

δεν ισχύει ∂M∂y (x, y) =
∂N
∂x (x, y) για όλα τα (x, y).

• Υπάρχει µια συνάρτηση f(x, y) τέτοια ώστε η ∆Ε

f(x, y)M(x, y) + f(x, y)N(x, y)y′ = 0

να είναι ακριβής ; δηλ. να ισχύει
∂(fM)

∂y = ∂(fN)
∂x
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Μετατροπή σε ακριβή ∆.Ε.-Ολοκληρωτικός παράγοντας

• Περίπτωση που στη ∆Ε

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0

δεν ισχύει ∂M∂y (x, y) =
∂N
∂x (x, y) για όλα τα (x, y).

• Υπάρχει µια συνάρτηση f(x, y) τέτοια ώστε η ∆Ε

f(x, y)M(x, y) + f(x, y)N(x, y)y′ = 0

να είναι ακριβής ; δηλ. να ισχύει
∂(fM)

∂y = ∂(fN)
∂x

• Περιοριζόµαστε στις (ειδικές) περιπτώσεις όπου η f(x, y) είναι µόνο

συνάρτηση του x ή µόνο του y.

Αν f(x, y) ≡ f(x) ⇒ ∂f
∂y = 0 και

∂f
∂x = f ′(x) τότε . . . . . .
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Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας
. . .

∂fM

∂y
(x, y) =

∂fN

∂x
(x, y)⇒

M(x, y)
∂f

∂y
(x, y) + f(x, y)

∂M

∂y
(x, y) = N(x, y)

∂f

∂x
(x, y) + f(x, y)

∂N

∂x
(x, y). (1)

Η (1) παίρνει τη µορφή

f(x)
∂M

∂y
(x, y) = N(x, y)f ′(x) + f(x)

∂N

∂x
(x, y)⇒

N(x, y)f ′(x) = f(x)

(
∂M

∂y
(x, y)− ∂N

∂x
(x, y)

)
, (2)
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Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας
. . .

∂fM

∂y
(x, y) =

∂fN

∂x
(x, y)⇒

M(x, y)
∂f

∂y
(x, y) + f(x, y)

∂M

∂y
(x, y) = N(x, y)

∂f

∂x
(x, y) + f(x, y)

∂N

∂x
(x, y). (1)

Η (1) παίρνει τη µορφή

f(x)
∂M

∂y
(x, y) = N(x, y)f ′(x) + f(x)

∂N

∂x
(x, y)⇒

N(x, y)f ′(x) = f(x)

(
∂M

∂y
(x, y)− ∂N

∂x
(x, y)

)
, (2)

και αν το δεξή µέλος είναι συνάρτηση µόνο του x , τότε

f ′(x)

f(x)
=

1

N(x, y)

(
∂M

∂y
(x, y)− ∂N

∂x
(x, y)

)
⇒ (3)

f(x) = e
∫

1
N(x,y)

(
∂M
∂y (x,y)−∂N

∂x (x,y)
)
dx

(4)
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Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας

Θεώρηµα 1 Εάν στην εξίσωση M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 ισχύει ότι η

συνάρτηση
1

N(x,y)

(
∂M
∂y (x, y)−

∂N
∂x (x, y)

)
είναι συνάρτηση µόνο του x,

τότε η εξίσωση έχει ένα ολοκληρωτικό παράγοντα f(x) ο οποίος δίνεται

από

f(x) = e

∫ 1

N(x, y)

(
∂M

∂y
(x, y)− ∂N

∂x
(x, y)

)
dx
.
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Μετατροπή σε ακριβή ∆Ε-Ολοκληρωτικός παράγοντας

Θεώρηµα 1 Εάν στην εξίσωση M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 ισχύει ότι η

συνάρτηση
1

N(x,y)

(
∂M
∂y (x, y)−

∂N
∂x (x, y)

)
είναι συνάρτηση µόνο του x,

τότε η εξίσωση έχει ένα ολοκληρωτικό παράγοντα f(x) ο οποίος δίνεται

από

f(x) = e

∫ 1

N(x, y)

(
∂M

∂y
(x, y)− ∂N

∂x
(x, y)

)
dx
.

Θεώρηµα 2 Εάν στην εξίσωση M(x, y) +N(x, y)y′ = 0 ισχύει ότι η

συνάρτηση
1

M(x,y)

(
∂N
∂x (x, y)−

∂M
∂y (x, y)

)
είναι συνάρτηση µόνο του y,

τότε η εξίσωση έχει ένα ολοκληρωτικό παράγοντα f(y) της µορφής

f(y) = e

∫ 1

M(x, y)

(
∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

)
dy
.
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε

ex+y + yey + (xey − 1)y′ = 0, y(0) = −1.
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Παράδειγµα Ι
Να λυθεί η ∆Ε

ex+y + yey + (xey − 1)y′ = 0, y(0) = −1.

Ισχύει ότι
∂(ex+y+yey)

∂y (x, y) = ex+y + ey + yey και
∂(xey−1)

∂x = ey και

εποµένως η ∆Ε δεν είναι ακριβής. Υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας;

1

N(x, y)

(
∂M

∂y
(x, y)− ∂N

∂x
(x, y)

)
=
ex+y + ey + yey − ey

xey − 1
=
ex+y + yey

xey − 1

που δεν είναι συνάρτηση µονο του x. Εξετάζουµε αν ισχύει το Θεώρηµα 2.

΄Εχουµε

1

M(x, y)

(
∂N

∂x
(x, y)− ∂M

∂y
(x, y)

)
=
ey − ex+y − ey − yey

ex+y + yey
= −1

και άρα υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας f που είναι συνάρτηση του y.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 24



Από το Θεώρηµα 2 έχουµε ότι

f(y) = e
∫
(−1)dy = e−y.

Εποµένως η παρακάτω ∆.Ε. είναι ακριβής.

e−y(ex+y + yey + (xey − 1)y′) = ex + y + (x− e−y)y′ = 0

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 25



Από το Θεώρηµα 2 έχουµε ότι

f(y) = e
∫
(−1)dy = e−y.

Εποµένως η παρακάτω ∆.Ε. είναι ακριβής.

e−y(ex+y + yey + (xey − 1)y′) = ex + y + (x− e−y)y′ = 0

Βήµα 2 Ολοκληρώνοντας της
∂u
∂x(x, y) = ex + y ως προς x παίρνουµε

u(x, y) = ex + xy + g(y).
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Από το Θεώρηµα 2 έχουµε ότι

f(y) = e
∫
(−1)dy = e−y.

Εποµένως η παρακάτω ∆.Ε. είναι ακριβής.

e−y(ex+y + yey + (xey − 1)y′) = ex + y + (x− e−y)y′ = 0

Βήµα 2 Ολοκληρώνοντας της
∂u
∂x(x, y) = ex + y ως προς x παίρνουµε

u(x, y) = ex + xy + g(y).

Βήµα 3 Παραγωγίζοντας ως προς y και χρησιµοποιώντας ότι
∂u
∂y(x, y) = x− e−y παίρνουµε

x− e−y =
∂u

∂y
(x, y) = x+ g′(y) ⇒ g(y) = e−y.
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Εποµένως η γενική λύση είναι η

u(x, y) = ex + xy + e−y = C. (5)

Για να ϐρούµε τη λύση που ικανοποιεί την y(0) = −1,

αντικαθιστώντας στην (5) παίρνουµε

u(0,−1) = 1 + 0 + e και άρα η ειδική λύση είναι η

u(x, y) = ex + xy + ey = 1 + e.
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Παράδειγµα ΙΙ
Να εξετάσετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν δεν είναι να ϐρεθεί

ολοκληρωτικός παράγοντας και να λυθεί η ∆Ε.

y + (2xy − e−2y)y′ = 0
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Παράδειγµα ΙΙ
Να εξετάσετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν δεν είναι να ϐρεθεί

ολοκληρωτικός παράγοντας και να λυθεί η ∆Ε.

y + (2xy − e−2y)y′ = 0

΄Εχουµε
∂y
∂y(x, y) = 1 και

∂(2xy−e−2y)
∂x (x, y) = 2y ⇒ η ∆Ε δεν είναι

ακριβής.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 27



Παράδειγµα ΙΙ
Να εξετάσετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν δεν είναι να ϐρεθεί

ολοκληρωτικός παράγοντας και να λυθεί η ∆Ε.

y + (2xy − e−2y)y′ = 0

΄Εχουµε
∂y
∂y(x, y) = 1 και

∂(2xy−e−2y)
∂x (x, y) = 2y ⇒ η ∆Ε δεν είναι

ακριβής.

Εάν y 6= 0 έχουµε
1
y(2y − 1) = 2− 1

y συνάρτηση του y και άρα

ολοκληρωτικός παράγοντας είναι η

f(y) = e
∫
(2−1/y)dy = e2y/|y|.
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Παράδειγµα ΙΙ
Να εξετάσετε αν η ∆Ε είναι ακριβής και αν δεν είναι να ϐρεθεί

ολοκληρωτικός παράγοντας και να λυθεί η ∆Ε.

y + (2xy − e−2y)y′ = 0

΄Εχουµε
∂y
∂y(x, y) = 1 και

∂(2xy−e−2y)
∂x (x, y) = 2y ⇒ η ∆Ε δεν είναι

ακριβής.

Εάν y 6= 0 έχουµε
1
y(2y − 1) = 2− 1

y συνάρτηση του y και άρα

ολοκληρωτικός παράγοντας είναι η

f(y) = e
∫
(2−1/y)dy = e2y/|y|.

Επιλέγοντας την f(x) = e2y/y έχουµε ότι η ακριβής ∆.Ε.

y
e2y

y
− (2xy − e−2y)e

2y

y
y′ = e2y − (2xe2y − 1

y
)y′ = 0
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Βήµα 2 Εάν u(x, y) = c είναι η γενική λύση τότε
∂u
∂x = e2y, ολοκληρώνοντας

u(x, y) = xe2y + g(y)
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Βήµα 2 Εάν u(x, y) = c είναι η γενική λύση τότε
∂u
∂x = e2y, ολοκληρώνοντας

u(x, y) = xe2y + g(y)

Βήµα 3 Παραγωγίζοντας ως προς y και χρησιµοποιώντας ότι
∂u
∂y(x, y) = (2xe2y − 1

y) παίρνουµε

2xe2y − 1

y
=
∂u

∂y
(x, y) = 2xe2y + g′(y)⇒ g(y) = − ln(|y|).

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 28



Βήµα 2 Εάν u(x, y) = c είναι η γενική λύση τότε
∂u
∂x = e2y, ολοκληρώνοντας

u(x, y) = xe2y + g(y)

Βήµα 3 Παραγωγίζοντας ως προς y και χρησιµοποιώντας ότι
∂u
∂y(x, y) = (2xe2y − 1

y) παίρνουµε

2xe2y − 1

y
=
∂u

∂y
(x, y) = 2xe2y + g′(y)⇒ g(y) = − ln(|y|).

΄Αρα η γενική λύση είναι u(x, y) = xe2y − ln(|y|) = C
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Βήµα 2 Εάν u(x, y) = c είναι η γενική λύση τότε
∂u
∂x = e2y, ολοκληρώνοντας

u(x, y) = xe2y + g(y)

Βήµα 3 Παραγωγίζοντας ως προς y και χρησιµοποιώντας ότι
∂u
∂y(x, y) = (2xe2y − 1

y) παίρνουµε

2xe2y − 1

y
=
∂u

∂y
(x, y) = 2xe2y + g′(y)⇒ g(y) = − ln(|y|).

΄Αρα η γενική λύση είναι u(x, y) = xe2y − ln(|y|) = C

Γενικές Παρατηρήσεις:
• Η λύση των γραµµικών ∆.Ε. 1ης τάξης που είδαµε

y′ + p(x)y = f(x)

αποτελούν ειδική περίπτωση, µε ολοκ. παράγωντα r(x) = e
∫
p(x)dx.
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Βήµα 2 Εάν u(x, y) = c είναι η γενική λύση τότε
∂u
∂x = e2y, ολοκληρώνοντας

u(x, y) = xe2y + g(y)

Βήµα 3 Παραγωγίζοντας ως προς y και χρησιµοποιώντας ότι
∂u
∂y(x, y) = (2xe2y − 1

y) παίρνουµε

2xe2y − 1

y
=
∂u

∂y
(x, y) = 2xe2y + g′(y)⇒ g(y) = − ln(|y|).

΄Αρα η γενική λύση είναι u(x, y) = xe2y − ln(|y|) = C

Γενικές Παρατηρήσεις:
• Η λύση των γραµµικών ∆.Ε. 1ης τάξης που είδαµε

y′ + p(x)y = f(x)

αποτελούν ειδική περίπτωση, µε ολοκ. παράγωντα r(x) = e
∫
p(x)dx.

• Στις γραµµικές ∆.Ε. µπορούµε να έχουµε γενική λύση µε µία αυθαίρετη σταθερά (από

την οποία έπονται όλες οι λύσεις). Στις µη-γραµµικές αυτό δεν ισχύει (συνήθως έχουµε

πεπλεγµένη λύση).
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