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Ταξινόµηση των Σ.∆.Ε & βασικοί ορισµοί

• Συνήθεις vs Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

Στις Σ.∆.Ε η άγνωστη συνάρτηση y εξαρτάται από µία και µόνο ανεξάρτητη

µεταβλητή (π.χ. το t) και η εξίσωση περιέχει µόνο συνήθεις παραγώγους

της.
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• Τάξη της ∆.Ε.

Είναι η τάξη της ανώτερης παραγώγου που εµφανίζεται στην εξίσωση.
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Μία συνάρτηση y(t) ορισµένη σ’ενα διάστηµα I είναι λύση της ∆.Ε. (1) αν

είναι τουλάχιστον n−ϕορές παραγωγίσιµη και ικανοποιεί την (1).
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• Γραµµικές και µη Γραµµικές Εξισώσεις
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περιέχει την y ή κάποια από τις y′, y′′, . . . y(n) είναι γραµµική συνάρτηση.
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Εκκρεµές σε ταλάντωση
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Εκκρεµές σε ταλάντωση

d2θ

dt2
+
g

L
sin(θ) = 0
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Εκκρεµές σε ταλάντωση

d2θ

dt2
+
g

L
sin(θ) = 0

⇓
d2θ

dt2
+
g

L
θ = 0, υπόθεση ότι sin(θ) ≈ θ

Γραµµικοποίηση!
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• Οµογενής vs µη-οµογενής ∆.Ε

Μία Σ.∆.Ε λέγεται οµογενής αν έχει ως λύση τη µηδενική συνάρτηση.
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• Αρχικές συνθήκες

Ορισµός: Αν για τη Σ.∆.Ε. ϑέλουµε η εξαρτηµένη µεταβλητή και οι

παράγωγοί της να ικανοποιούν συνθήκες για µια συγκεκριµένη τιµή της

ανεξάρτητης µεταβλητής, τότε αυτές οι συνθήκες ονοµάζονται αρχικές

συνθήκες και το πρόβληµα ονοµάζεται πρόβληµα αρχικών τιµών (Π.Α.Τ)
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x(0) = x0 = C2

x′(0) = v0 = C1
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x(t)′′ = g

΄Ολες οι λύσεις (γενική λύση)

x(t) =
1

2
gt2 + C1t+ C2

Με αρχικές συνθήκες:

x(0) = x0 = C2

x′(0) = v0 = C1

Η (ειδική) λύση: x(t) = 1
2gt

2 + v0t+ x0
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Ορισµός: Μία συνάρτηση y(t) ϑα λέγεται αναλυτική λύση της ∆.Ε. (1) σε

κάποιο διάστηµα I του t, εάν ικανοποιεί τη ∆.Ε. (1) για όλα τα t ∈ I . Μια

σχέση G(t, y) = 0 ϑα λέγεται πεπλεγµένη λύση της ∆.Ε. (1) σε κάποιο

διάστηµα I του t, εάν ορίζει κάποια αναλυτική λύσης της (1) στο I .
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κάποιο διάστηµα I του t, εάν ικανοποιεί τη ∆.Ε. (1) για όλα τα t ∈ I . Μια

σχέση G(t, y) = 0 ϑα λέγεται πεπλεγµένη λύση της ∆.Ε. (1) σε κάποιο

διάστηµα I του t, εάν ορίζει κάποια αναλυτική λύσης της (1) στο I .

Παράδειγµα

yy′ − t = 0,

η έκφραση

G(t, y) = t2 − y2 − C = 0, C σταθερά,

περιέχει τη λύση.
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• Ολοκληρωτικές καµπύλες µιας Σ.∆.Ε.

Ονοµάζονται οι γραφικές παραστάσεις των µερικών (ειδικών) λύσεων µιας

∆.Ε.

Γενικότερα, αν η λύση µιάς ∆.Ε. τάξης n περιέχει n παραµέτρους

C1, C2, . . . , Cn, τότε παριστάνει µία n−παραµετρική οικογένεια καµπυλών :

των ολοκληρωτικών καµπυλών της ∆.Ε. n−τάξης.
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C1, C2, . . . , Cn, τότε παριστάνει µία n−παραµετρική οικογένεια καµπυλών :

των ολοκληρωτικών καµπυλών της ∆.Ε. n−τάξης.

(Αντίστροφο) παράδειγµα : Να ϐρεθεί η ∆.Ε. µε γενική λύση την οικογένεια

καµπυλών τους κύκλους που έχουν κέντρο στον x−άξονα και διέρχονται

από την αρχή των αξόνων.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 8



• Ολοκληρωτικές καµπύλες µιας Σ.∆.Ε.

Ονοµάζονται οι γραφικές παραστάσεις των µερικών (ειδικών) λύσεων µιας

∆.Ε.

Γενικότερα, αν η λύση µιάς ∆.Ε. τάξης n περιέχει n παραµέτρους

C1, C2, . . . , Cn, τότε παριστάνει µία n−παραµετρική οικογένεια καµπυλών :

των ολοκληρωτικών καµπυλών της ∆.Ε. n−τάξης.

(Αντίστροφο) παράδειγµα : Να ϐρεθεί η ∆.Ε. µε γενική λύση την οικογένεια

καµπυλών τους κύκλους που έχουν κέντρο στον x−άξονα και διέρχονται

από την αρχή των αξόνων.
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• Ολοκληρωτικές καµπύλες µιας Σ.∆.Ε.

Ονοµάζονται οι γραφικές παραστάσεις των µερικών (ειδικών) λύσεων µιας

∆.Ε.

Γενικότερα, αν η λύση µιάς ∆.Ε. τάξης n περιέχει n παραµέτρους

C1, C2, . . . , Cn, τότε παριστάνει µία n−παραµετρική οικογένεια καµπυλών :

των ολοκληρωτικών καµπυλών της ∆.Ε. n−τάξης.

(Αντίστροφο) παράδειγµα : Να ϐρεθεί η ∆.Ε. µε γενική λύση την οικογένεια

καµπυλών τους κύκλους που έχουν κέντρο στον x−άξονα και διέρχονται

από την αρχή των αξόνων.
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Οι κύκλοι έχουν τη µορφή

(x− C)2 + y2 = C2

παραγωγίζοντας

2(x− C) + 2yy′ = 0 =⇒ C = x+ yy′

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 9



Οι κύκλοι έχουν τη µορφή

(x− C)2 + y2 = C2

παραγωγίζοντας

2(x− C) + 2yy′ = 0 =⇒ C = x+ yy′

Αντικαθιστώντας στην αρχική εξίσωση

(yy′)2 + y2 = (x+ yy′) =⇒ 2yxy′ − y2 + x2 = 0

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 9



Θεµελειώδεις εξισώσεις (και λύσεις)

dy

dt
= ky =⇒ y(t) = Cekt

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 10



Θεµελειώδεις εξισώσεις (και λύσεις)

dy

dt
= ky =⇒ y(t) = Cekt

dy

dt
= −ky =⇒ y(t) = Ce−kt

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 10



Θεµελειώδεις εξισώσεις (και λύσεις)

dy

dt
= ky =⇒ y(t) = Cekt

dy

dt
= −ky =⇒ y(t) = Ce−kt

d2y

dt2
= −k2y =⇒ y(t) = C1 cos(kt) + C2 sin(kt)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 10



Θεµελειώδεις εξισώσεις (και λύσεις)

dy

dt
= ky =⇒ y(t) = Cekt

dy

dt
= −ky =⇒ y(t) = Ce−kt

d2y

dt2
= −k2y =⇒ y(t) = C1 cos(kt) + C2 sin(kt)

d2y

dt2
= k2y =⇒ y(t) = C1e

kt+C2e
−kt = D1 cosh(kt)+D2 sinh(kt)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 10



Μερικά σηµαντικά ερωτήµατα

[1] ΄Εχει µία Σ.∆.Ε. πάντα λύση ; (Ερώτηµα ύπαρξης)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 11



Μερικά σηµαντικά ερωτήµατα

[1] ΄Εχει µία Σ.∆.Ε. πάντα λύση ; (Ερώτηµα ύπαρξης)

[2] Αν µια Σ.∆.Ε. έχει µία τουλάχιστον λύση, υπάρχουν και άλλες ; (Ερώτηµα

µοναδικότητας)
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Μερικά σηµαντικά ερωτήµατα

[1] ΄Εχει µία Σ.∆.Ε. πάντα λύση ; (Ερώτηµα ύπαρξης)

[2] Αν µια Σ.∆.Ε. έχει µία τουλάχιστον λύση, υπάρχουν και άλλες ; (Ερώτηµα

µοναδικότητας)

[3] Μπορούµε να ϐρούµε µία λύση µιας δοσµένης Σ.∆.Ε, και αν ναι, πως ;

(Ερώτηµα υπολογισιµότητας)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 11



Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις
1ης Τάξης

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 12



Σ∆Ε πρώτης τάξης
Λύσεις σε µορφή ολοκληρωµάτων

dy

dx
= f(x, y) ή y′ = f(t, y)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 13



Σ∆Ε πρώτης τάξης
Λύσεις σε µορφή ολοκληρωµάτων

dy

dx
= f(x, y) ή y′ = f(t, y)

έστω ότι f(t, y) = f(t)

y′ = f(t)

τότε ∫
y′d =

∫
f(t)dt+ C

δηλαδή

y(t) =

∫
f(t)dt+ C

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 13



Επανάληψη από το ∆ιαφορικό Λογισµό

Θεµλιώδες Θεώρηµα: Για µία πραγµατική και συνεχή συνάρτηση

f : [a, b]→ R, η συνάρτηση F : [a, b]→ R µε

F (x) =

∫ x

a

f(s)ds είναι συνεχής και ισχύει

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ [a, b]. Η F ονοµάζεται αντιπαράγωγος της f .

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 14



Επανάληψη από το ∆ιαφορικό Λογισµό

Θεµλιώδες Θεώρηµα: Για µία πραγµατική και συνεχή συνάρτηση

f : [a, b]→ R, η συνάρτηση F : [a, b]→ R µε

F (x) =

∫ x

a

f(s)ds είναι συνεχής και ισχύει

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ [a, b]. Η F ονοµάζεται αντιπαράγωγος της f .

Αλλαγή Μεταβλητής : ΄Εστω f : I → R συνάρτηση συνεχής και

φ : [a, b]→ I , τότε∫ φ(a)

φ(b)

f(x)dx =

∫ a

b

f(φ(t))φ′(t)dt

όπου ϑέσαµε x = φ(t) και άρα
dx
dt = φ′(t) και άρα dx = φ′(t)dt.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 14



Παράδειγµα

y′ = e−t
2
, y(0) = 1

Λύση

y(t) =

∫
e−t

2
dt+ C =

∫ t

0

e−s
2
ds+ 1

Το παραπάνω ολοκλήρωµα δεν µπορεί να υπολογιστεί σε ¨κλειστή¨ µορφή

(αλλα για δοσµένο t µπορούµε να το υπολογίσουµε αριθµητικά).

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 15



Παράδειγµα (µη-γραµµική ∆.Ε.)

9yy′ = −4t

Λύση

9

∫
y(t)y′(t)dt+ 4

∫
tdt = C

9

∫
ydy + 4t2 = C ⇒ 9y2 + 4t2 = 2C

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 16



Παράδειγµα (µη-γραµµική ∆.Ε.)

9yy′ = −4t

Λύση

9

∫
y(t)y′(t)dt+ 4

∫
tdt = C

9

∫
ydy + 4t2 = C ⇒ 9y2 + 4t2 = 2C

Σχήµα 1:
y2

4 + t2

9 = D

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 16



Παράδειγµα

y′ + yt = t

y′

1− y
= t

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 17



Παράδειγµα

y′ + yt = t

y′

1− y
= t ⇒

∫
dy

1− y
=

∫
tdt

− ln |1− y| = t2

2
+ C

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 17



Παράδειγµα

y′ + yt = t

y′

1− y
= t ⇒

∫
dy

1− y
=

∫
tdt

− ln |1− y| = t2

2
+ C ⇒ y = 1 + Ce

−t2
2

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 17



Λύσεις σε µορφή ολοκληρωµάτων (συνέχεια)

dy

dx
= f(x, y) ή y′ = f(t, y)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 18



Λύσεις σε µορφή ολοκληρωµάτων (συνέχεια)

dy

dx
= f(x, y) ή y′ = f(t, y)

έστω ότι τώρα f(t, y) = f(y)

dy

dt
= f(y) ⇒ dt

dy
=

1

f(y)

t(y) =

∫
1

f(y)
dy + C

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 18



Λύσεις σε µορφή ολοκληρωµάτων (συνέχεια)

dy

dx
= f(x, y) ή y′ = f(t, y)

έστω ότι τώρα f(t, y) = f(y)

dy

dt
= f(y) ⇒ dt

dy
=

1

f(y)

t(y) =

∫
1

f(y)
dy + C

Παράδειγµα : y′ = ky, y 6= 0

dt

dy
=

1

ky

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 18



Λύσεις σε µορφή ολοκληρωµάτων (συνέχεια)

dy

dx
= f(x, y) ή y′ = f(t, y)

έστω ότι τώρα f(t, y) = f(y)

dy

dt
= f(y) ⇒ dt

dy
=

1

f(y)

t(y) =

∫
1

f(y)
dy + C

Παράδειγµα : y′ = ky, y 6= 0

dt

dy
=

1

ky
⇒ t(y) =

1

k
ln |y|+ C̃

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 18



Λύσεις σε µορφή ολοκληρωµάτων (συνέχεια)

dy

dx
= f(x, y) ή y′ = f(t, y)

έστω ότι τώρα f(t, y) = f(y)

dy

dt
= f(y) ⇒ dt

dy
=

1

f(y)

t(y) =

∫
1

f(y)
dy + C

Παράδειγµα : y′ = ky, y 6= 0

dt

dy
=

1

ky
⇒ t(y) =

1

k
ln |y|+ C̃ ⇒ |y| = ekC̃ekt

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 18



Λύσεις σε µορφή ολοκληρωµάτων (συνέχεια)

dy

dx
= f(x, y) ή y′ = f(t, y)

έστω ότι τώρα f(t, y) = f(y)

dy

dt
= f(y) ⇒ dt

dy
=

1

f(y)

t(y) =

∫
1

f(y)
dy + C

Παράδειγµα : y′ = ky, y 6= 0

dt

dy
=

1

ky
⇒ t(y) =

1

k
ln |y|+ C̃ ⇒ |y| = ekC̃ekt ⇒ y = Cekt

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 18



Θεώρηµα Αντίστροφης Συνάρτησης:

΄Εστω f συνάρτηση συνεχής και 1-1 τότε

(f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 19



Θεώρηµα Αντίστροφης Συνάρτησης:

΄Εστω f συνάρτηση συνεχής και 1-1 τότε

(f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))

Συνέπεια : Αν
dy
dx = f(y) (συµβολισµός Leibniz)

dx

dy
=

1
dy
dx

=
1

f(y)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 19



Πεδία Κατευθύνσεων ή Κλίσεων (Slope Fields)

y′ = f(t, y)⇒ τιµή της κλίσης της y σε κάθε σηµείο του (t, y)−επιπέδου.

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 20



Πεδία Κατευθύνσεων ή Κλίσεων (Slope Fields)

y′ = f(t, y)⇒ τιµή της κλίσης της y σε κάθε σηµείο του (t, y)−επιπέδου.

Πεδίο κατευθύνσεων της ∆.Ε. y′ = ty
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Πεδία Κατευθύνσεων ή Κλίσεων (Slope Fields)

y′ = f(t, y)⇒ τιµή της κλίσης της y σε κάθε σηµείο του (t, y)−επιπέδου.

Πεδίο κατευθύνσεων της ∆.Ε. y′ = ty

και (δεξιά) οι λύσεις για y(0) = 0.2, y(0) = 0, και y(0) = −0.2

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 20



Παράδειγµα (Πτώση σώµατος)

dv

dt
= g − k

m
v, m = 10kg, k = 2kg/sec

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 21



Παράδειγµα (Πληθυσµιακό πρόβληµα)

dP

dt
= 0.5P − 450,

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 22



΄Υπαρξη & Μοναδικότητα της λύσης

Για το Π.Α.Τ

y′ = f(t, y), y(t0) = y0

• Υπάρχει λύση ;

• Είναι η λύση µοναδική (εάν υπάρχει);

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 23



΄Υπαρξη & Μοναδικότητα της λύσης

Για το Π.Α.Τ

y′ = f(t, y), y(t0) = y0

• Υπάρχει λύση ;

• Είναι η λύση µοναδική (εάν υπάρχει);

Παράδειγµατα

y′ =
1

t
, y(0) = 0 ⇒ y = ln |t|+ C δεν έχει λύση
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΄Υπαρξη & Μοναδικότητα της λύσης

Για το Π.Α.Τ

y′ = f(t, y), y(t0) = y0

• Υπάρχει λύση ;

• Είναι η λύση µοναδική (εάν υπάρχει);

Παράδειγµατα

y′ =
1

t
, y(0) = 0 ⇒ y = ln |t|+ C δεν έχει λύση

y′ = 2t, y(0) = 1 ⇒ y = t2 + 1 έχει µοναδική λύση
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΄Υπαρξη & Μοναδικότητα της λύσης

Για το Π.Α.Τ

y′ = f(t, y), y(t0) = y0

• Υπάρχει λύση ;

• Είναι η λύση µοναδική (εάν υπάρχει);

Παράδειγµατα

y′ =
1

t
, y(0) = 0 ⇒ y = ln |t|+ C δεν έχει λύση

y′ = 2t, y(0) = 1 ⇒ y = t2 + 1 έχει µοναδική λύση

ty′ = y − 1, y(0) = 1 ⇒ y = 1 + Ct έχει άπειρες λύσεις

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 23



Θεώρηµα του Picard

Θεώρηµα: Εάν (α) η f(x, y) είναι συνεχής και (ϐ) εάν η παράγωγος
∂f
∂y

υπάρχει και είναι συνεχής σε κάποια περιοχή, R, γύρω από το (x0, y0), τότε

η λύση του Π.Α.Τ.

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

υπάρχει (τουλάχιστον για κάποια x) και είναι µοναδική.

Σχήµα 2: Χωρίο R ύπαρξης και µοναδικότητας της λύσης του Π.Α.Τ

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 24



΄Υπαρξη & Μοναδικότητα της λύσης

Παραδείγµατα : y′ = 1
x, y(0) = 0,⇒ y = ln |x|+ C

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 25



΄Υπαρξη & Μοναδικότητα της λύσης

Παραδείγµατα : y′ = 1
x, y(0) = 0,⇒ y = ln |x|+ C

και της y′ = 2
√
|y|, y(0) = 0

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 25



Παράδειγµα

y′ = y2, y(0) = A

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 26



Παράδειγµα

y′ = y2, y(0) = A

Ας υποθέσουµε ότι A 6= 0, και άρα y 6= 0, συνεπώς (ϐλ. σελ. 18,

αντίστροφη συνάρτηση)
dx

dy
=

1

y2

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 26



Παράδειγµα

y′ = y2, y(0) = A

Ας υποθέσουµε ότι A 6= 0, και άρα y 6= 0, συνεπώς (ϐλ. σελ. 18,

αντίστροφη συνάρτηση)
dx

dy
=

1

y2

x(y) = −1
y
+ C ⇒ y(x) =

1

C − x
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Παράδειγµα

y′ = y2, y(0) = A

Ας υποθέσουµε ότι A 6= 0, και άρα y 6= 0, συνεπώς (ϐλ. σελ. 18,

αντίστροφη συνάρτηση)
dx

dy
=

1

y2

x(y) = −1
y
+ C ⇒ y(x) =

1

C − x

Από την αρχική συνθήκη⇒ y(0) = A⇒ C = 1
A άρα

y =
1

1/A− x

• Αν A = 0, τότε η y = 0 είναι λύση

• Αν A = 1, έχουµε έκρηξη της λύσης για x = 1

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 26



∆ιαχωρίσιµες Εξισώσεις

Πίσω στη περίπτωση y′ = f(t, y)
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∆ιαχωρίσιµες Εξισώσεις

Πίσω στη περίπτωση y′ = f(t, y)

΄Εστω ότι

f(t, y) = f(t)g(y),

Τότε

y′ = f(t)g(y)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 27



∆ιαχωρίσιµες Εξισώσεις

Πίσω στη περίπτωση y′ = f(t, y)

΄Εστω ότι

f(t, y) = f(t)g(y),

Τότε

y′ = f(t)g(y)

dy

dt
= f(x)g(y)⇒ 1

g(y)

dy

dt
= f(t)⇒

∫
1

g(y)

dy

dt
dt =

∫
f(t)dt+ C
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∆ιαχωρίσιµες Εξισώσεις

Πίσω στη περίπτωση y′ = f(t, y)

΄Εστω ότι

f(t, y) = f(t)g(y),

Τότε

y′ = f(t)g(y)

dy

dt
= f(x)g(y)⇒ 1

g(y)

dy

dt
= f(t)⇒

∫
1

g(y)

dy

dt
dt =

∫
f(t)dt+ C

Κάνοντας αλλαγή µεταβλητής y = y(t)⇒ dy = y′(t)dt∫
1

g(y)
dy =

∫
f(t)dt+ C
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Παράδειγµα Ι

y′ = ty
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Παράδειγµα Ι

y′ = ty

Μια λύση η y = 0
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Παράδειγµα Ι

y′ = ty

Μια λύση η y = 0 ∫
dy

y
=

∫
tdt+ C
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Παράδειγµα Ι

y′ = ty

Μια λύση η y = 0 ∫
dy

y
=

∫
tdt+ C

ln |y| = t2

2
+ C

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 28



Παράδειγµα Ι

y′ = ty

Μια λύση η y = 0 ∫
dy

y
=

∫
tdt+ C

ln |y| = t2

2
+ C

|y| = e
t2

2 +C = e
t2

2 eC = De
t2

2
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Παράδειγµα Ι

y′ = ty

Μια λύση η y = 0 ∫
dy

y
=

∫
tdt+ C

ln |y| = t2

2
+ C

|y| = e
t2

2 +C = e
t2

2 eC = De
t2

2

y = De
t2

2 ∀D
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Παράδειγµα ΙΙ

t2y′ = 1− t2 + y2 − t2y2, y(1) = 0
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Παράδειγµα ΙΙ

t2y′ = 1− t2 + y2 − t2y2, y(1) = 0

t2y′ = (1− t2)(1 + y2)
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Παράδειγµα ΙΙ

t2y′ = 1− t2 + y2 − t2y2, y(1) = 0

t2y′ = (1− t2)(1 + y2)

t2y′

1 + y2
= (1− t2) ⇒ y′

1 + y2
=

1

t2
− 1
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Παράδειγµα ΙΙ

t2y′ = 1− t2 + y2 − t2y2, y(1) = 0

t2y′ = (1− t2)(1 + y2)

t2y′

1 + y2
= (1− t2) ⇒ y′

1 + y2
=

1

t2
− 1

arctan(y) = −1
t
− t+ C ⇒ y = tan

(
−1
t
− t+ C

)
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Παράδειγµα ΙΙ

t2y′ = 1− t2 + y2 − t2y2, y(1) = 0

t2y′ = (1− t2)(1 + y2)

t2y′

1 + y2
= (1− t2) ⇒ y′

1 + y2
=

1

t2
− 1

arctan(y) = −1
t
− t+ C ⇒ y = tan

(
−1
t
− t+ C

)
Από την αρχική συνθήκη⇒ tan(−2 +C) = 0⇒ C = 2 (ή 2 + π, . . .) άρα

y = tan

(
1

t
− t+ 2

)
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Παράδειγµα ΙΙΙ (Πεπλεγµένη ή ΄Εµµεση λύση)

y′ =
ty

y2 + 1
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Παράδειγµα ΙΙΙ (Πεπλεγµένη ή ΄Εµµεση λύση)

y′ =
ty

y2 + 1

∫
y2 + 1

y
dy =

∫ (
y +

1

y

)
dy =

∫
tdt

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 30



Παράδειγµα ΙΙΙ (Πεπλεγµένη ή ΄Εµµεση λύση)

y′ =
ty

y2 + 1

∫
y2 + 1

y
dy =

∫ (
y +

1

y

)
dy =

∫
tdt

y2

2
+ ln |y| = t2

2
+ C
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Παράδειγµα ΙΙΙ (Πεπλεγµένη ή ΄Εµµεση λύση)

y′ =
ty

y2 + 1

∫
y2 + 1

y
dy =

∫ (
y +

1

y

)
dy =

∫
tdt

y2

2
+ ln |y| = t2

2
+ C

Η πεπλεγµένη λύση

y2 + 2 ln |y| = t2 + C
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Παράδειγµα ΙΙΙ (Πεπλεγµένη ή ΄Εµµεση λύση)

y′ =
ty

y2 + 1

∫
y2 + 1

y
dy =

∫ (
y +

1

y

)
dy =

∫
tdt

y2

2
+ ln |y| = t2

2
+ C

Η πεπλεγµένη λύση

y2 + 2 ln |y| = t2 + C

Υπάρχει ϐεβαίως και η λύση y(t) = 0 (ιδιάζουσα λύση)
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Παράδειγµα ΙV

y′ +
1

y
ey

2+3t = 0
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Παράδειγµα ΙV

y′ +
1

y
ey

2+3t = 0

Η ∆Ε γράφεται ως y′ = −1
ye
y2e3t. Από τη µορφή της εξίσωσης έχουµε ότι

y 6= 0, και
1
ye
y2 6= 0.
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y
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2+3t = 0

Η ∆Ε γράφεται ως y′ = −1
ye
y2e3t. Από τη µορφή της εξίσωσης έχουµε ότι

y 6= 0, και
1
ye
y2 6= 0.

− y

ey2
dy = e3tdt⇒
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Παράδειγµα ΙV

y′ +
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ey

2+3t = 0

Η ∆Ε γράφεται ως y′ = −1
ye
y2e3t. Από τη µορφή της εξίσωσης έχουµε ότι

y 6= 0, και
1
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−y
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dy =

∫
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Παράδειγµα ΙV

y′ +
1

y
ey

2+3t = 0

Η ∆Ε γράφεται ως y′ = −1
ye
y2e3t. Από τη µορφή της εξίσωσης έχουµε ότι

y 6= 0, και
1
ye
y2 6= 0.

− y

ey2
dy = e3tdt⇒

∫
−y
ey2

dy =

∫
e3tdt+ C

⇒
∫
−ye−y

2
dy =

1

3
e3t + C (1)
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Παράδειγµα ΙV

y′ +
1

y
ey

2+3t = 0

Η ∆Ε γράφεται ως y′ = −1
ye
y2e3t. Από τη µορφή της εξίσωσης έχουµε ότι

y 6= 0, και
1
ye
y2 6= 0.

− y

ey2
dy = e3tdt⇒

∫
−y
ey2

dy =

∫
e3tdt+ C

⇒
∫
−ye−y

2
dy =

1

3
e3t + C ⇒ 1

2
e−y

2
=

1

3
e3t + C (1)

Η γενική λύση της ∆Ε είναι η κάθε συνάρτηση y(t) που ικανοποιεί την (1).
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